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Balanço de massa 

 

 

Balanço de massa de um soluto 

 

 

 

Balanço de quantidade de movimento 

 

 

 

Balanço de energia 

 

 

Forma geral 
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Equação de difusão 

Concentração:  

 

Fluxo de massa: 

 

 

 

D: difusividade molecular de A em B 

 

Compare: 

 
• Fluxo de calor:  

 

 

• Fluxo de quantidade de movimento (impulso):  
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Diffusion and Advection 

Diffusion Advection + 
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Solução ilustrativa 

Fonte: Socolofsky and Jirka, 2005 
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Difusão e advecção 
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Difusão e advecção 

Incompressivel (nabla*q)=0 

D=const 

http://www.ufpr.br/
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Difusão e advecção 
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Deducao com equ. integrais 

No quadro 
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Balanço de massa 

 

 

Balanço de massa de um soluto 

 

 

 

Balanço de quantidade de movimento 

 

 

 

Balanço de energia 

 

 

Forma geral 

Forma GERAL 
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Equação de difusão 

Equação de difusão 1D sem adveccao: 

 

 

 

 R(x,t): fonte ou sumidor (reações, transformações) 
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Soluções 

• Métodos analíticos para sistemas simplificados 

• Tipo: Navier-Stokes para escoamento laminar, sem atrito, 1D, entre 

placas (Couette, Pouseuille) 

•  Perfis de velocidade (quais) 

•  Perfil de tensão 

•  Forcas 

 

• Métodos numéricos para sistemas complexos 

• Aproximar derivadas com diferenças finitas, volumes finitos ou 

elementos finitos 

 

• Métodos experimentais 
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Equação de calor 

Equação do calor unidimensional (ec1): 

 

 

 

 0 < x < l    ,  t > 0 

 : condutividade térmica, c: calor especifico a p const., r: 

densidade, a: difusividade térmica 

 

Compare 

r


a

pc
2),(

2

2
2 txF

x

T

t

T










a

x

T
qx




 

),( txR
x

C
D

t

C










2

2

http://www.ufpr.br/


14 

Tobias Bleninger 

Universidade Federal do Paraná (UFPR) 

Departamento de Engenharia Ambiental(DEA) 

www.tobias.bleninger.info 

Propriedades de Fluidos 

Fonte: Jirka, 2007, http://digbib.ubka.uni-karlsruhe.de/volltexte/1000007165 

Agua sem substancias dissolvidas 

Ar com pressao atmosferica    

Massa especifica 

temperatura 

Viscosidade cinematica 

Condutividade de calor 

Modulo de elasticidade 

Pressão de vapor 

tensão superficial 

Massa especifica/densidade 

temperatura 

Viscosidade cinematica 

Calor especifico 

Condutividade de calor 

Calor especifico 
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Source: Apostila de Mecanica dos Fluidos Ambiental I, M. Gobbi, N. L. Dias, F. Mascarenhas, E. Valentine, UFPR 

 

Calor especifico c 

http://www.ufpr.br/
http://www.lemma.ufpr.br/wiki/images/4/4c/Main.pdf
http://www.lemma.ufpr.br/wiki/images/4/4c/Main.pdf
http://www.lemma.ufpr.br/wiki/images/4/4c/Main.pdf
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Source: http://en.wikipedia.org/wiki/Heat_capacity 

Table of specific heat capacities at 25 °C (298 K) unless otherwise notedNotable minima and maxima are shown in maroon 

Substance Phase 

(mass) specific 

heat capacity 

cp or cm 

J·g−1·K−1 

Constant 

pressure molar 

heat capacity 

Cp,m 

J·mol−1·K−1 

Constant 

volume molar 

heat capacity 

Cv,m 

J·mol−1·K−1 

Volumetric 

heat capacity 

Cv 

J·cm−3·K−1 

Constant vol. 

atom-molar 

heat capacity 

in units of R 

Cv,m(atom) 

atom-mol−1 

Air (Sea level, dry, 

0 °C (273.15 K)) 
gas 1.0035 29.07 20.7643 0.001297 ~ 1.25 R 

Air (typical 

room conditionsA) 
gas 1.012 29.19 20.85 0.00121 ~ 1.25 R 

Aluminium solid 0.897 24.2 2.422 2.91 R 

Ammonia liquid 4.700 80.08 3.263 3.21 R 

Animal tissue 

(incl. human)[24] 
mixed 3.5 3.7* 

Antimony solid 0.207 25.2 1.386 3.03 R 

Argon gas 0.5203 20.7862 12.4717 1.50 R 

Arsenic solid 0.328 24.6 1.878 2.96 R 

Beryllium solid 1.82 16.4 3.367 1.97 R 

Bismuth[25] solid 0.123 25.7 1.20 3.09 R 

Cadmium solid 0.231 26.02 3.13 R 

Carbon dioxide CO2
[20] gas 0.839* 36.94 28.46 1.14 R 

Chromium solid 0.449 23.35 2.81 R 

Copper solid 0.385 24.47 3.45 2.94 R 

Diamond solid 0.5091 6.115 1.782 0.74 R 

Ethanol liquid 2.44 112 1.925 1.50 R 

Gasoline (octane) liquid 2.22 228 1.64 1.05 R 

Glass[25] solid 0.84 

Gold solid 0.129 25.42 2.492 3.05 R 

Granite[25] solid 0.790 2.17 

Graphite solid 0.710 8.53 1.534 1.03 R 

Helium gas 5.1932 20.7862 12.4717 1.50 R 

Hydrogen gas 14.30 28.82 1.23 R 

Hydrogen 

sulfide H2S
[20] 

gas 1.015* 34.60 1.05 R 

Iron solid 0.450 25.1[citation needed] 3.537 3.02 R 

Lead solid 0.129 26.4 1.44 3.18 R 

Lithium solid 3.58 24.8 1.912 2.98 R 

Lithium at 181 °C[26] liquid 4.379 30.33 2.242 3.65 R 

Magnesium solid 1.02 24.9 1.773 2.99 R 

Mercury liquid 0.1395 27.98 1.888 3.36 R 

Methane at 2 °C gas 2.191 35.69 0.66 R? 4.23R 

Methanol (298 K)[27] liquid 2.14 68.62 1.38 R 

Nitrogen gas 1.040 29.12 20.8 1.25 R 

Neon gas 1.0301 20.7862 12.4717 1.50 R 

Oxygen gas 0.918 29.38 21.0 1.26 R 

Paraffin wax 

C25H52 

 

solid 2.5 (ave) 900 2.325 1.41 R 

Polyethylene 

(rotomolding 

grade)[28][29] 

solid 2.3027 

Silica (fused) solid 0.703 42.2 1.547 1.69 R 

Silver[25] solid 0.233 24.9 2.44 2.99 R 

Sodium solid 1.230 28.23 3.39 R 

Steel solid 0.466 

Tin solid 0.227 27.112 3.26 R 

Titanium solid 0.523 26.060 3.13 R 

Tungsten[25] solid 0.134 24.8 2.58 2.98 R 

Uranium solid 0.116 27.7 2.216 3.33 R 

Water at 100 °C 

(steam) 
gas 2.080 37.47 28.03 1.12 R 

Water at 25 °C liquid 4.1813 75.327 74.53 4.1796 3.02 R 

Water at 100 °C liquid 4.1813 75.327 74.53 4.2160 3.02 R 

Water at −10 °C 

(ice)[25] 
solid 2.11 38.09 1.938 1.53 R 

Zinc[25] solid 0.387 25.2 2.76 3.03 R 

Substance Phase 

(mass) specific 

heat capacity 

cp or cm 

J·g−1·K−1 

Constant 

pressure molar 

heat capacity 

Cp,m 

J·mol−1·K−1 

Constant 

volume molar 

heat capacity 

Cv,m 

J·mol−1·K−1 

Volumetric 

heat capacity 

Cv 

J·cm−3·K−1 

Constant vol. 

atom-molar 

heat capacity 

in units of R 

Cv,m(atom) 

atom-mol−1 

Calor especifico c 
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Calor especifico c de solidos 

Source: http://en.wikipedia.org/wiki/Heat_capacity 

Substance Phase 
cp 

J/(g·K) 

Asphalt solid 0.920 

Brick solid 0.840 

Concrete solid 0.880 

Glass, silica solid 0.840 

Glass, crown solid 0.670 

Glass, flint solid 0.503 

Glass, pyrex solid 0.753 

Granite solid 0.790 

Gypsum solid 1.090 

Marble, mica solid 0.880 

Sand solid 0.835 

Soil solid 0.800 

Sulphur 

Hexafluoride 
gas 0.664 

Wood solid 1.7 (1.2 to 2.3) 

Substance Phase 
cp 

J/(g·K) 

http://www.ufpr.br/
http://en.wikipedia.org/wiki/Asphalt
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http://en.wikipedia.org/wiki/Sand
http://en.wikipedia.org/wiki/Soil
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http://en.wikipedia.org/wiki/Sulfur_hexafluoride
http://en.wikipedia.org/wiki/Wood
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(thermal conductivity) 

http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_conductivity 
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Diffusividade termica 
r


a

pc
2

Thermal diffusivity of selected materials and substances[8] 

Material 
Thermal diffusivity 

(m²/s) 

Thermal diffusivity 

(mm²/s) 

Pyrolytic graphite, parallel to layers 1.22 × 10−3 1220 

Silver, pure (99.9%) 1.6563 × 10−4 165.63 

Gold 1.27 × 10−4 [9] 127 

Copper at 25°C 1.11 × 10−4 [10] 111 

Aluminium 8.418 × 10−5 84.18 

Al-10Si-Mn-Mg (Silafont 36) at 20°C 74.2 × 10−6 [11] 74.2 

Aluminum 6061-T6 Alloy 6.4 × 10−5 [9] 64 

Al-5Mg-2Si-Mn (Magsimal-59) at 

20°C 
44.0 × 10−6 [12] 44.0 

Steel, 1% carbon 1.172 × 10−5 11.72 

Steel, stainless 304A at 27°C 4.2 × 10−6 [9] 4.2 

Steel, stainless 310 at 25°C 3.352 × 10−6 [13] 3.352 

Inconel 600 at 25°C 3.428 × 10−6 [14] 3.428 

Molybdenum (99.95%) at 25°C 54.3 × 10−6 [15] 54.3 

Iron 2.3 × 10−5 [9] 23 

Silicon 8.8 × 10−5 [9] 88 

Quartz 1.4 × 10−6 [9] 1.4 

Carbon/carbon composite at 25°C 216.5 × 10−6 [10] 216.5 

Aluminium oxide (polycrystalline) 1.20 × 10−5 12.0 

Silicon Dioxide (Polycrystalline) 8.3 × 10−7 [9] 0.83 

Si3 N4 with CNTs 26°C 9.142 × 10−6 [16] 9.142 

Si3 N4 without CNTs 26°C 8.605 × 10−6 [16] 8.605 

PC (Polycarbonate) at 25°C 0.144 × 10−6 [17] 0.144 

PP (Polypropylene) at 25°C 0.096 × 10−6 [17] 0.096 

Paraffin at 25°C 0.081 × 10−6 [17] 0.081 

PVC (Polyvinyl Chloride) 8 × 10−8 [9] 0.08 

PTFE (Polytetrafluorethylene) at 25°C 0.124 × 10−6 [18] 0.124 

Water at 25°C 0.143 × 10−6 [17] 0.143 

Alcohol 7 × 10−8 [9] 0.07 

Water vapour (1 atm, 400 K) 2.338 × 10−5 23.38 

Air (300 K) 1.9 × 10−5 [9] 19 

Argon (300 K, 1 atm) 2.2×10−5[19] 22 

Helium (300 K, 1 atm) 1.9×10−4[19] 190 

Hydrogen (300 K, 1 atm) 1.6×10−4[19] 160 

Nitrogen (300 K, 1 atm) 2.2×10−5[19] 22 

Pyrolytic graphite, normal to layers 3.6 × 10−6 3.6 

Sandstone 1.12–1.19 × 10−6 1.15 

Tin 4.0 × 10−5 [9] 40 

Brick, common 5.2 × 10−7 0.52 

Brick, adobe 2.7 × 10−7 0.27 

Glass, window 3.4 × 10−7 0.34 

Rubber 1.3 × 10−7[citation needed] 0.13 

Nylon 9 × 10−8 0.09 

Wood (Yellow Pine) 8.2 × 10−8 0.082 

Oil, engine (saturated liquid, 100 °C) 7.38 × 10−8 0.0738 http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_diffusivity 

http://www.ufpr.br/
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http://en.wikipedia.org/wiki/Polycarbonate
http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_diffusivity
http://en.wikipedia.org/wiki/Polypropylene
http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_diffusivity
http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_diffusivity
http://en.wikipedia.org/wiki/PVC
http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_diffusivity
http://en.wikipedia.org/wiki/PTFE
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(thermal conductivity) 

http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_conductivity 
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Diffusividade termica 
r


a

pc
2

Thermal diffusivity of selected materials and substances[8] 

Material 
Thermal diffusivity 

(m²/s) 

Thermal diffusivity 

(mm²/s) 

Pyrolytic graphite, parallel to layers 1.22 × 10−3 1220 

Silver, pure (99.9%) 1.6563 × 10−4 165.63 

Gold 1.27 × 10−4 [9] 127 

Copper at 25°C 1.11 × 10−4 [10] 111 

Aluminium 8.418 × 10−5 84.18 

Al-10Si-Mn-Mg (Silafont 36) at 20°C 74.2 × 10−6 [11] 74.2 

Aluminum 6061-T6 Alloy 6.4 × 10−5 [9] 64 

Al-5Mg-2Si-Mn (Magsimal-59) at 

20°C 
44.0 × 10−6 [12] 44.0 

Steel, 1% carbon 1.172 × 10−5 11.72 

Steel, stainless 304A at 27°C 4.2 × 10−6 [9] 4.2 

Steel, stainless 310 at 25°C 3.352 × 10−6 [13] 3.352 

Inconel 600 at 25°C 3.428 × 10−6 [14] 3.428 

Molybdenum (99.95%) at 25°C 54.3 × 10−6 [15] 54.3 

Iron 2.3 × 10−5 [9] 23 

Silicon 8.8 × 10−5 [9] 88 

Quartz 1.4 × 10−6 [9] 1.4 

Carbon/carbon composite at 25°C 216.5 × 10−6 [10] 216.5 

Aluminium oxide (polycrystalline) 1.20 × 10−5 12.0 

Silicon Dioxide (Polycrystalline) 8.3 × 10−7 [9] 0.83 

Si3 N4 with CNTs 26°C 9.142 × 10−6 [16] 9.142 

Si3 N4 without CNTs 26°C 8.605 × 10−6 [16] 8.605 

PC (Polycarbonate) at 25°C 0.144 × 10−6 [17] 0.144 

PP (Polypropylene) at 25°C 0.096 × 10−6 [17] 0.096 

Paraffin at 25°C 0.081 × 10−6 [17] 0.081 

PVC (Polyvinyl Chloride) 8 × 10−8 [9] 0.08 

PTFE (Polytetrafluorethylene) at 25°C 0.124 × 10−6 [18] 0.124 

Water at 25°C 0.143 × 10−6 [17] 0.143 

Alcohol 7 × 10−8 [9] 0.07 

Water vapour (1 atm, 400 K) 2.338 × 10−5 23.38 

Air (300 K) 1.9 × 10−5 [9] 19 

Argon (300 K, 1 atm) 2.2×10−5[19] 22 

Helium (300 K, 1 atm) 1.9×10−4[19] 190 

Hydrogen (300 K, 1 atm) 1.6×10−4[19] 160 

Nitrogen (300 K, 1 atm) 2.2×10−5[19] 22 

Pyrolytic graphite, normal to layers 3.6 × 10−6 3.6 

Sandstone 1.12–1.19 × 10−6 1.15 

Tin 4.0 × 10−5 [9] 40 

Brick, common 5.2 × 10−7 0.52 

Brick, adobe 2.7 × 10−7 0.27 

Glass, window 3.4 × 10−7 0.34 

Rubber 1.3 × 10−7[citation needed] 0.13 

Nylon 9 × 10−8 0.09 

Wood (Yellow Pine) 8.2 × 10−8 0.082 

Oil, engine (saturated liquid, 100 °C) 7.38 × 10−8 0.0738 http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_diffusivity 
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Definição do problema 

Equação do calor 

 0 < x < l    ,  t > 0 
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Equação do calor homogênea: 

Ilustração do problema de valor de contorno 1 

http://www.ufpr.br/
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Equação do calor homogênea:  

Solução do problema de contorno 1 

 

 

 

Observações: 

 falta mostrar convergencia e continuidade, mas se pode mostrar 

 t           T(x,t)  0 com limites maiores 

 assim  n= -n²²/l²  , n=1,2, ... são auto valores com a 

 auto função 
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Matematica! 
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Equação do calor homogênea:  

Solução do problema de contorno 1 
T(x, t=const.) 

T(x, t=const.) 

T(x, t=0)=T0 

Fonte: Hancock, 2006 

http://www.ufpr.br/
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Equação do calor homogênea:  

Solução do problema de contorno 1 
T(x=const., t) 

T(x=const., t) 

T0 

Fonte: Hancock, 2006 

http://www.ufpr.br/
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Medições de temperatura numa parede em inverno (nublado). 

Tar,amb = 6-10°C, Tpar,amb = 14-30°C, Tpar,int.=Tar,int = 20°C Tar,amb < Tpar  não ocorre 

condensação. Obs.: distribuição permanente não corresponde com medições! 

  

Fonte: Rationeller Bauen, 1983 

http://www.ufpr.br/
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Modelagem da refrigeração controlada de barras de aço (trilha) no processo de produção. 

Objetivo: definir condições de contorno (refrigeração controlada) e/ou condições iniciais 

(produção controlada) para obter uma distribuição de temperatura equilibrada para cada 

momento. Fonte: Dipl. Math. Jens Saak 

http://www.ufpr.br/
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Equação de difusão 

Concentração:  

 

Fluxo de massa: 

 

 

 D: difusividade molecular de A em B 

 

Equação de difusão: 

 

 

 

 F(x,t): fonte ou sumidor (reações, transformações) 
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Equação de difusão homogênea:  
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Matematica! 
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Dr.-Ing. Tobias Bleninger 

Soluções da equação de difusão 

Mistura de fluidos com concentrações diferentes (experimento) 

 F(x,t) = 0 

 Condições iniciais C(x,0) = C0=(x) 

• transparente: água com Csal = 0 

• colorido: água com Csal = C0 

 Condições de contorno: 

• superfície: C(,t)= 0 

• fundo: C(-,t)= C0 

 Solução (análogo eq. do calor)  

16.04.2017 
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Soluções da equação de difusão 

Mistura de fluidos com concentrações diferentes (experimento) 

http://www.ufpr.br/
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Referencias 

• Materiais adicionais do MIT open course ware (ingles) da disciplina 

Transport Processes in the Environment 

• Materiais adicionais do MIT open course ware (portugues) da 

disciplina Processos de Transporte no meio ambiente 

• Referencias recommendadas do MIT 

• Texas A&M course notes. Veja especialmente o "course script" que 

tambem contem excercisios. 

• Materiais multimídias na hidráulica 
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