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Transformada de Fourier

 Metafora:

* O que as Transformadas de Fourier fazem ? Dada uma Vitamina, acha os
ingredientes.

 Como? 'Roda’' a Vitamina por filtros e extrai a receita.

* Porque ? Receitas sao mais simples de analisar, comparar, e modificar do que
Vitaminas.

* Como conseguir a Vitamina novamente ? Misture os ingredientes.

Fonte:betterexplained



Transformada de Fourier

Em portugués matematico:

* A Transformada de Fourier 'pega’' um padrao com base temporal e
mede cada possivel ciclo, retornando a 'receita’ geral dos ciclos
(intensidade, deslocamento , velocidade e rotacao para cada ciclo que
foi encontrado).



Transformada de Fourier

* Vamos verificar como cada padrao pode ser construido com ciclos
utilizando algumas ferramentas de visualizacao.

* Reforgar a intuicao;

* Apresentar exemplos simples;
* Equacoes;

* Exemplo aplicado;



Transformada de Fourier

* Transformada de Fourier € uma transformacao matematica.

* A Transformada de Fourier muda nossa perspectiva de 'consumidor’
para '‘produtor’. 'O que eu vejo ?' para 'Como foi feito ?'.

* \Veja a analogia a seguir:



Analogia: Da Vitamina a
Vitamina Receilta

Filtro para - Quantidade de
CERENRE Banana (g)
Filtro para - Quantidade de
EIEWE Laranja (g)

: : Quantidade de
Filtro para Leite - s (]
Filtro para - Quantidade de
Agua Agua (g)

[ Ponto de Vista do Consumidor Transformagao Ponto de Vista do Produtor ] Fonte:betterexplained




Da Vitamina a Receita:

Podemos entao fazer a engenharia reversa da receita filtrando cada ingrediente. Mas:

* Filtros devem ser independentes. O filtro de banana precisa capturar bananas, e
mais nada. Adicionando mais laranjas ndao deveria nunca afetar a leitura de bananas.

* Filtros devem ser completos. N3o vamos conseguir a receita real se deixarmos um
filtro de fora. Nossa colecao de filtros deve coletar cada um dos ingredientes.

* Ingredientes devem ser combinaveis. Vitaminas podem ser separdveis e
recombinadas sem problemas (Um biscoito ? Nem tanto. Quem quer migalhas ?). Os
ingredientes, quando separados e combinados em qualquer ordem, devem produzir o
mesmo resultado.



Compreendendo os Ciclos:

A transformada de Fourier usa um ponto de vista especifico:

Qualquer sinal pode ser representado por uma combinacao de
trajetorias circulares.

Seno “Onda” quadrada Leituras de Marégrafo

hhhhhhhh




Compreendendo os Ciclos:

* A Transformada de Fourier € uma das introspeccoes mais
profundas ja feitas. Infelizmente, isso significa equacdes densas:

DFT:

Flk) = [ dt X, =

ft)=—/"" dk



Compreendendo os Ciclos:

* Se as vibragoes sismicas podem ser separadas em "ingredientes" (
vibracoes de diferentes velocidades, intensidades e direcdoes) , os
edificios podem ser concebidos para evitar que interajam
destrutivamente com as mais fortes.
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Compreendendo os Ciclos:

* Se 0os dados de computador podem ter seus tamanhos reduzidos
drasticamente. Identificando e mantendo somente os principais
componentes oscilatorios e ignorando o menos importante("
compressao com perdas “) (e por este motivo que JPEG e arquivos
MP3 sao muito menores do que .bmp bruto ou arquivos .wav ).

JPEG Compraession [ Wavelst Compression

030 bytes 8 bytes Fonte: National Curve Bank



Compreendendo os Ciclos:

e Se as ondas sonoras podem ser separadas em ingredientes
(frequéncias graves agudas ), podemos intensificar as partes que mais
gostamos , e ocultar as que nao nos agradam. O ruido aleatodrio pode

ser removido. Talvez "receitas " de sons semelhantes possam ser
comparadas (SoundHound, Shazam,...)
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Compreendendo os Ciclos:

* Se 0os dados de nivel de agua podem ser representados com padroes
oscilantes, talvez possamos separar os influéncias da maré lunar, de
outros planetas, ventos, rios, e ruidos como a passagem de um
barco ao lado do equipamento.
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http://www.mares.io.usp.br/sudeste/sudeste.html
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Compreendendo os Ciclos:

* Se os dados de poluicao atmosférica no centro de uma cidade
apresentam padroes de oscilacao, talvez possamos verificar os
periodos de ‘RUSH’, qual direcao de vento contribui para o aumento
das concentracdes, ou a influéncia da radiacdo. E assim continuar as
investigacoes relacionadas.
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Compreendendo os Ciclos:

OBJETIVO PRIMARIO:

* Encontrar as causas chave por tras dos efeitos observaveis.



Distincao entre Senoides e Circulos:

ImA .
1p__ .

: , ~ Do e "=coseptismge

Uma senoide é um padrao oscilatorio !

especifico (uma onda seno e/ou

cosseno. Em geral refere-se a

movimento em uma dimensao. S1n 1,

* Um circulo € um padrao 2D redondo.
Podemos chamar wuma trajetodria 4 -
circular de uma senoide complexa. 0|cos @ I Re

* A Transformada de Fourier é
relacionada a trajetorias circulares e
a formula de Euler é uma forma
elegante de gerar uma.

Fonte: Wikipédia / Formula
de Euler



Caracteristicas Fundamentais de Trajetorias
Circulares:

* O Tamanho do Circulo (Amplitude, ex: raio)

* A Velocidade de trajetdria. (Frequéncia. 1 circulo/segundo é uma
frequéncia de 1 Hertz (Hz) ou 2*pi radianos/segundo).

e Angulo inicial. (Angulo de fase, onde 0 graus é o eixo x).



Trajetorias Circulares:

Frequency
(speed) G

| Phase Angle
~~ | (starting point)

Amplitude
(size)

Betterexplained.com (2015)

* Toda trajetoria circular precisa de amplitude, frequéncia e fase.
* As posicoes combinadas de cada trajetoria no fornecem o sinal.

* Exemplo ilustrativo:



Trajetorias Circulares:

Exemplo:
* http://betterexplained.com/examples/fourier/?cycles=0,1

Magnitude \

Cycles (& 1| Time |1 -1



http://betterexplained.com/examples/fourier/?cycles=0,1
http://betterexplained.com/examples/fourier/?cycles=0,1

Trajetorias Circulares:

A magnitude de cada ciclo (periodo) é listada em ordem, comecando
em OHz.

O Ciclo [0 1] significa:

* Intensidade 0 para o ciclo de OHz (OHz = um ciclo constante, preso no
eiXx0 X em zero graus).

* Intensidade 1 para o ciclo 1Hz (completa 1 ciclo por intervalo de
tempo).



Trajetorias Circulares:

A parte azul mede a parte real do ciclo:

* Esse conceito pode ser confundido matematicamente: o eixo real do
circulo, que geralmente é horizontal, tem sua magnitude indicada no
eixo vertical. Pode-se rotacionar mentalmente em 90 graus o circulo
para visualizar isso melhor.



Trajetorias Circulares:

Os pontos de tempo estao espacados na frequéncia mais rapida.

* Um sinal de 1Hz precisa de 2 pontos de tempo para um inicio e fim
(um uUnico dado de ponto nao tem frequéncia). O valor de tempo [1 -
1] mostram a amplitude nesses intervalos igualmente espacados.

e Estao acompanhando ? [0 1] € um ciclo de 1Hz puro.



Trajetorias Circulares:

Agora vamos adicionar um ciclo de 2Hz na mistura. [0 1 1] significa:
'Nada em OHz, 1Hz de intensidade 1, e 2Hz de intensidade 1':

Time (2 -1 -1
- W -
— >~ Pontos de Amostragem

Running? EI :

Os pontos verdes sao os ciclos e o azul sua combinacao.

Cycles |& 1 1

¥ Total ¥ parts Derive |1



Trajetorias Circulares:

Fases:
Podemos usar magnltude angulo para deflnlr a fase

N
Betterexplained.com (2015) \ /
— é

e Essa € a versao deslocada de [0 1] No Iado do tempo conseguimos [.7
-.7] no lugar de [1 -1], por que nosso ciclo nao esta exatamente
alinhado com nosso intervalo de medicoes, que ainda esta no ponto
central.




Trajetorias Circulares:

A transformada de Fourier encontra o conjunto de velocidades,
intensidades e fases para se igualar a qualquer Sinal (funcao) de
tempo.



Trajetorias Circulares:

Nosso sinal se torna uma no¢ao abstrata que consideramos como
'‘observacoes no dominio temporal' ou 'ingredientes no dominio de
frequéncias’.



Fazendo um pico no tempo:

Fazendo um pico no tempo, tipo (4 0 0 0), usando ciclos !
Notacao:

* () para sequéncia de pontos;

* [] para sequéncia de ciclos;

Cycles |1 1 1 1 Time 4 @ @ @

~— T S St~
AN Z::réx géh:‘.‘j s~—~

Betterexplained.com (2015)



Fazendo um pico no tempo:

Como podemos fazer isso?
* Tempo 0: Todos os ciclos estao no seu maximo (6)

* Tempo 1: 1Hz e 3Hz se cancelam (Posicao 1 e 3 sao opostas), OHz e
2Hz se cancelam também. Total O.

* Tempo 2: OHz e 2Hz se alinham a posicao 0, enquanto 1Hz e 3Hz se
alinham n posicao 2 (lados opostos). O total ainda é zero.

* Tempo 3: OHz e 2Hz se cancelam. 1Hz e 3Hz se cancelam.
* Tempo 4 (repete o tempo 0). Todos os ciclos se alinham.



Fazendo um pico no tempo:

* |sso acontece pois:
 \Velocidades individuais se cancelam: (OHz vs 2Hz, 1Hz vs 3Hz);

* Velocidades quando se alinhando se alinhando em zero (OHz+2Hz vs
1Hz+3Hz).

* Ocorre para ciclos de mesma intensidade e fase nula.

* Quando cada ciclo tem mesma intensidade e fase 0, eles comecam
alinhados e depois se cancelam. Funciona para [1,1], [1,1,1], [1,1,1,1]
e os sinais resultantes sao (2 0), (300), (4 00 0).

* Picos temporais, 'atividade amplificada' em um instante de tempo e
zero nos outros instantes (‘Funcao’ Delta de Dirac).



Fazendo um pico no tempo:

Cycles | 1111 Time (4 @ @ @
Contribuicoes:
e Construtivas
. e Destrutivas

& Cycles | 1 1 1 1

Total M parts Derive |1 Running?

Pontos de interesse

#| Total Parts Derive |1

Betterexplained.com (2015)
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Fazendo um pico no tempo:

Para realizarmos um pico no Tempo 2 precisamos usar as fases.

Deslocamentos de fase, os angulos iniciais, sao atrasos no 'mundo’
dos ciclos.



Fazendo um pico no tempo:

[04 0 0]:
* Um ciclo de OHz n3ao se move, entao ja esta alinhado;
* Um ciclo de 1Hz faz 1 revolucao nos 4 segundos, entao um atraso de

1 segundo é 1 quarto de volta. Atrasando-o 90 graus para tras (-90
graus) ele chegara com fase=0, seu valor maximo, em t=1;

* Um ciclo de 2Hz é duas vezes mais rapido, logo devemos da a ele o
dobro de angulo de inicio (-180 graus ou deslocamento de fase de

180).

* um ciclo de 3Hz é 3x mais rapido, entao vamos dar a ele 3x a distancia
a percorrer (-270 graus ou um deslocamento de fase de +90).



Fazendo um pico no tempo:

*Se(4000)resultade[1111]
* entao (04 00) resulta de [1 1:-90 1:180 1:90]

*Leia Hz como 1 ciclo ao longo de todo o periodo de tempo.

Cycles |1 1:-98 1:188 1:9@ Time @ 4 @ @ Cycles |1 1:-98 1:188 1:9@ Time @ 4 @ @
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" @ '!\*/ 'M\:_,.,_/_ — —e T - y .

Betterexplained.com (2015)
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Fazendo um pico no tempo:

Sugestao:

* Obtenha as fases que resultamem (004 0). [1:? 1:? 1:? 1:7]



Fazendo um piCO NO tempo:
Sugestao:
* Verifigue o que produz (004 0). [1:0 1:180 1:0 1:180]

* Verifique em:

http://betterexplained.com/examples/fourier/?cycles=0,1



http://betterexplained.com/examples/fourier/?cycles=0,1
http://betterexplained.com/examples/fourier/?cycles=0,1
http://betterexplained.com/examples/fourier/?cycles=0,1

Transformada Completa

A Transformada de Fourier constroi a receita frequéncia-por-frequéncia:

Separa o sinal completo(abcd)em:(a000)(0b00)(00c0)(000d);

Para qualquer frequénciaécomo 2Hz), a receita 'tentativa' é 'a/4 + b/4 + c/4 + d/4'
(a poténcia (intensidade) de cada pico é dividida ao longo de todas a frequéncias)

Espere | Precisamos deslocar cada fase com uma compensacdo de fase (o angulo
para um 'atraso de 1 segundo' depende da frequéncia).

A receita verdadeira entdo é = a/4 (sem compensacao) +b/4 (1 segundo de
compensagéog + c/4 (2 segundos de compensacao)+ d/4 (3 segundos de
compensacao).

Poderlnos entao iterar por cada frequéncia para obtermos a transformada
completa.



Transformada Completa

* Nosso sinal é simplesmente varios picos de tempo !

Exemplo: Para conseguirmos a resposta (4 26 1).

* Precisamos identificar as frequéncias que geram (4000),(0200),(0060),(0001).
* Vamos ao programa e obter as frequéncias que a geram esses resultados:
(4000)=[1111]

(02 00)=[0.50.5:-900.5:180 0.5:90 ]

(0060)=[1.51.5:1801.51.5:180]

(0001)=[0.250.25:90 0.25:180 0.25:-90]

Somando termo a termo obtemos:

* (4261)=[3.250.56:-153.41.75 0.56:153.4 ]



Transformada Completa

Detalhamento: Soma vetorial (Mddulo: Angulo)

Primeiro termo (OHz): {1,0}+ {0.5,0} + {1.5,0} + {0.25,0} = {3.25,0} (Nao tem diferenca de
fase).

Segundo termo(1Hz): 1 + 0.5:-90 +1.5:180 +0.25:90 = {1,0}+{0,-0.5}+{-1.5,0}+{0,0.25} = {-
0.5,-0.25} = 0.56:-153.4 (Mddulo:Angulo)

Terceiro termo(2Hz): 1+ 0.5:180+1.5+0.25:180=1-0.5+1.5-0.25=1.75

Quarto termo(3Hz): 1 + 0.5:90 + 1.5:180 + 0.25:-90 = {1,0} + {0,0.5} + {-1.5,0} + {0,-0.25} = {-
0.5,0.25} =0.56:-153.4



Angulo de fase
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Transformada Completa

Vamos entao converter do 'portugués matematico' para a matematica
pura:



Transformada Completa

* Receita de Frequéncias = Somatorio

. Xk _ ZN—l

n=0

1 N-1
'XI‘I_EX Zkzﬂ

* Ponto temporal = Somatorio



Notas:

* N = Numero de observacoes temporais que temos;

* n = amostra 'atual' que estamos considerando (0...N-1);

* X_n = valor do sinal no tempo n;

* k = frequéncia 'atual' que estamos considerando (OHz até N-1 Hz);

e X_k = quantidades de frequéncias k no sinal (amplitude e fase, um
numero complexo)



Notas:

* O fator 1/N é usualmente passado para a transformada inversa (de
frequéncias para tempo). E preferido, no entanto alguns autores
preferem 1/N na Transformada uma vez que resulta em tamanhos
verdadeiros para os picos temporais. Se preferir pode usar 1/sqrt(N)

em ambas as transformadas (Transformando e Invertendo ainda
resulta no fator 1/N).



Notas:

*n/ N éa porcentagem do tempo que passou .
* 2 * pi* k é a nossa velocidade em radianos / seg.
* e N -ix € 0 N0SsO movimento para tras do trajeto circular.

* A combinacao é o quao longe ndés nos movemos , por isso a
velocidade e o tempo .



Notas:

* As equacdes puras para a transformada de Fourier apenas dizem
adicionar os numeros complexos " . Muitas linguagens de
programacao nao pode lidar com numeros complexos diretamente ,
assim convertem tudo para coordenadas retangulares e as adicionam.



Exemplo 1 - Transformada

Funcao: F(t) = A * sin(2*pi*f*t)

A = 100 Amplitude em unidades

f=3 Hz

t = de 0 a 2*Pi dividido em 1000 intervalos.

Sinal no Dominio Temporal Sinal no Dominio de Frequéncia

300 100
- 200 = oo}
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= S 60f
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40 |
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= =
< =200 FFI E 20}
o : M : v
o 1 2 3 4 S 6 17 0O 10 20 30 40 S0 €0 70 80

Tempo (s) Frequencia (fiz)



Exemplo 2

e F(t) = A * sin(2*pi*f*t) + B * cos(2*pi*f2*t)

*f=3.0Hz
* f2=10.0 Hz
e A=100.0 Amplitude em unidades
e B=100.0 Sipal no Dolrrniniln TeT'rume'al 100 Sinal no Dm:nini::} del Frelqué.ncia

5 5

-_zg_ —-200 | | é

§ —a00 FFT | & 20

ool ——— o
1 2 3 4 5 6 17 0 10 20 30 40 50 60 70 &0

Tempo (s) Frequencia (Hz)



Exemplo 3

e F(t) = A * sin(2*pi*f*t) + B * cos(2*pi*f2*t) + C * sin(2*pi*f3*t)
* f=3.0 # Frequéncia em Hz

Sinal no Dominio Temporal Sinal no Dominio de Frequéncia

° — 100
f2 =10.0 ool q
- £3=30.0 3 4o 3 %
=200 3
* B=100.0 2 200} g
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Exemplo 4 — Adicionando Ruido

* F(t) = A *sin(2*pi*f*t) + B * cos(2*pi*f2*t) + C * sin(2*pi*f3*t) +
np.random.rand(len(t))*50
e f=3.0 # Frequéncia em Hz

Sinal no Dominio Temporal Sinal no Dominio de Frequéncia

e f2=10.0 800 100
_ 600} o
3 =30.0 : 400 : h
* A=100.0 # Amplitude % s
- § —200 | § =
B=100.0 g -400 | FFT ] g il | [
¢ C - 50-0 -600 | « : : Mw
0 1 2 3 4 5 6 7 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Tempo (s) Frequencia (Hz)



Exemplo 5

* OzOnio San Diego, CA, USA. Jan-Ago 2014. Estacao: Chula Vista.
* Dados: http://www.epa.gov/airquality/airdata/ad data.html
32.631231 N -117.059075 W

* Dados Horarios:
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1231:0001001 ig*;ougﬂm 6 |73 1 |44201 |1 |32631231|-117.059075|WGS84 [Ozone | [0.022 E;Iritznper 0.005 |
12:':1;6?01601 i?j;;[:[;m 6 |73 1 |a201 |1 |32631231|-117.089075 | WGS84 [Ozone | [0.025 :;E;per 0.005 |1
1221:0001001 fSEDDSDM 6 |73 1 |44201 |1 |32631231|-117 059075 | WS84 [Ozone | [0.034 E;Iritznp” 0.005 |
122:1;6?01601 igj;tft:[;m 6 |73 1 |44201 |1 |32631231|-117.089075 |\WGSB4 [Ozone | [0.042 :;E;per 0.005 |1
20140101 [20040101 [ |- R S P PN U N e Parts per| . ___|.



http://www.epa.gov/airquality/airdata/ad_data.html
http://www.epa.gov/airquality/airdata/ad_data.html
http://www.epa.gov/airquality/airdata/ad_data.html
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Exemplo 5 - Entrada

* Intervalos tempo entre amostras devem ser iguais;
* N/A aparentes, sdao concentracdes Zero (0,002) ou erros de registro;
* Para nao termos que interpolar vamos manté-las e supor com licenca de aprendizado que sejam

realmente o que indicam;

Ozonio 5an Diego 2014

Jan 2014 Feb 2014 Mar 2014 Apr 2014 May 2014 Jun 2014 Jul 2014 Aug 2014




Exemplo 5 — Passos Importantes

* Arrumar eixo x com frequéncia de Nyquist;
* Arrumar eixo y com funcoes janela;
* Verificar como em: balzer82/FFT-Python



Exemplo 5 - Resultados

Neste caso analisar frequéncias é estranho;
Transformamos o eixo x de ‘Frequéncia’ para ‘Periodo’ plotando 1/f no lugar de f.

Frequéncias Importantes:

O ozbnio no local de estudo
tem claramente uma
variacao diaria de
concentracdes como
indicado pelo pico de
24hrs.

Isso pode ser explicado
teoricamente pelo ciclo de
formacao do oz6nio
troposférico. Com maior
geracado nos horario de
maior incidéncia de
radiacao e emissao de COVs
e NOxs.

Os pequenos picos em 8hrs
e 12hrs podem ser
investigados.
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Comentarios

Transformadas de Fourier tem varias faces:

* Discreta;

* Continua;

e Uniforme;

* Nao Uniforme;

* Permeia muitas partes da matematica avancada;

* Em alguns curriculos é conteudo para um trimestre ou 2;
* PPGMA;



http://www.mat.ufpr.br/ppgma/curriculo/disciplinas.html
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