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ROTEIRO PARA UMA REVISAO
DA TERMODINAMICA

A termodinamica sistematiza as leis empiricas sobre o comportamento
1érmico damatéria macroscopica. Ao contrario da mecénica estatistica, ela prescinde
de qualquer hip6tese sobre a constituicao microscopica dos corpos materiais. A
termodindmica de cquilibrio, que serd objeto de estudo deste capimlo, formece
uma descrigao completa das propricdades (¢rmicas de um sisiema cujos para-
mMeiros macroscopicos nao estejam variando com o tempo.

Nessa revisao vamos considerar como conhecidas certas nocoes como
energia interna, volume, ou nameroe de moles, que sdo pardimclros macros-
cOpicos cxlensivos, proporcionais ao tamanho do sistema. Também deve cons-
tituir uma no¢ao conhecida a “let da conservagao da energia”, com todas as snas
consequencias: o calor € uma forma de energia que pode ser transformada em

trabalho mecinico,
3.1 POSTULADOS DA TERMODINAMICA DFE F,QUILTBRI()

Antes de introduzir os postulados da termeodinimica de equilibrio, vamos
definir um sestema semples. Os sistemas simples sao macroscopicamente homo-
géneos, isotrdpicos, descarregados, quimicamente inertes e sulicientemente
grandes. Por economia de lingunagem, vamos considerar neste capitulo um fluido
furo, isto &, um sistema simples com um Unico componcnte ¢ na auséncia de
campos externos (eléiricos, magndélicos ou gravitacionais). O estado termodi-

namico desse {luido puro vai ser caracterizado por um numero muito reduzido
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de variavels macroscopicas (que podem ser facilmente aumentadas paradescrever

sistermas mais complicados).

Primeive postulado: “o estado macroscopico de um fluido puro & completamente
caracterizado pela energia interna U, pelo volume Ve pela quantidade de matéria
(quc pode ser dada pelo namero de moles n7)”. Para facilitar a conexiao com a
mecanica estatistica, em ver de utilizar o nimero de moles, vamos exprimir a quan-
tidade de matéria pelo namero de particulas M. No caso mais geral de um fluido
com i componentes, teriamos de dar o conjunto {Nj;j = 1,...,7}, correspondente
ao numero de particulas de cada componente.

Um sistema composto € consttuido por um conjunto de sistemas simples
separados por paredes ou vinculos, As paredes sdo divisérias ideais que poclem ser
restritivas a cerlas variaveis: parcdes adiabaticas sio restritivas a troca de energia
na forma de calor {caso contrario sao diatérmicas), paredes (ixas sao restritivas as
alteracoes de volume, parcdes impermedveis impedem a passagem de particulas

de um ou de mais componentes do fluido.

O problema lundamental da termodindmica, que sera respondido pelos
dois postulados scguintes, consiste na determinacio do estado final de equilibrio
atingido aposaremocao de vinculos internos de um sisterma composto. Por exemplo,
qual seria o estado final de equilibrio quando uma parede adiabatica se translorma

cm diatérmica (ou quando uma parcde fixa € liberada para sc movimentar)?

Fignra 3.1 Sistema compasto constituddo por trés fluidas simples separados por paredes adiabdticas, fixas ¢

impermeiveis.

Segundo postulado: “ha uma fungao de todos os parametros extensivos de um sistema

composto, denominada entropia, S= S(U, Vi, Ny, Us, Vo, No, ...}, que é definida
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para todos os estados de equilibrio. Na remocao de um vinculo interno, os paré-
metros extensivos assumem valores que maximizam a entropia”. A entropia, como
funcao dos parametros extensivos, constitui uma equagédo fundamental de um dado

sistema, contendo todo o conhecimento ermodindmico sobre esse sistema.

Terceiro postutlado: “a entropia de um sistema composto é aditiva sobre cada um dos
seus componentes. A entropia € uma funcao continua, diferenciavel e monoto-

nicamente crescente da energia’”.

No caso de um sistema composto constituido, por exemplo, por dois fluidos

puros, devemos ter

S{U. V] Ny Us, Vo, Na b= S (U VL Ny )+ S Us Ve No ) (1)

Além disso, dado S= S(U, V, N), o terceiro postulado garante-nos que (dS/a 1) =0
(narealidade, vamos ver que essa desigualdade implica apositividade daemperawra)
Portanto, podemos inverter a forma funcional de S e escrever U= U(S, V) N), que
tambcém ¢ umaequagao lundamental, em pé de igualdade com a cnuropia, encerrando

toda a informagao termodinamica sobre o sistema considerado.

Aadiuvidade daentropiasignificaque 5= $(U, V, N) é umafuncao homogénea

de primeiro grau das suas variaveis, isto €, que

S(AU,AV,AN) = AS{U,V,N), (2)

para qualquer valor de A (para A = 2, dobrando a encrgia, o volume ¢ o ntmero
de particulas, a entropia também deve cobrar). Em partcular, fazendo A = 1/N,

LEeMIOs

Ui o Uy
A—I‘S(CI,L’,E\I)ZS {V,E\—],l :g(u,y)’ (%)

onde definimos as densidades u= U/N, v=V/Ne s= S5/N.

Quarto postulado: “a entropia se anula num estado em que (30/9S) v =07 Mais
tarde vamos ver que este € o enuncidado da let de Nernst, ou terceira lel da ter-
modinamica, que estabelece que a entropia é nula no zero absoluto (resultado

que pode ser violado pela mecanica estatistica classical).
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3.2 PARAMETROS INTENSIVOS DA TERMODINAMICA

Na representacdo da energia, a equacao fundamental de um fluido puro € dada

pelarelacao U= UT(S, V, N) . Temos, entao, a forma dilerencial

7 ;
dl = ﬂ dS +[d—L} dV + (?.LT ) dN | (4)
85 ."y,i\'r al -S',AK’, 31;\ 3’1,’

que descreve um processo termodinamico ou quasc-cstatico (isto ¢, uma sucessao
inlinitesimal de estados termodinamicos de cquilibrio). Comparando com a
expressao usual dalei da conservagio da energia,

AU = AQ + AW, + AW

eI qreiiica

= TAS — pAV + AN,

temos as seguintes delinigoes dos pardmetros intensivos ou campos da termodinamica:

o (ou
lemperatura: 1T = - ;
IS Jy N
. p o
pl'CSS'dUZ = - — 5
AV s N
(6
) . JU
pomnclal quimico:  H =| =—— .
()N S,

As funcoes 1= T(S, V, N}, p= {8 V, N) e w=nu(S V, N) fornecem as equacoes de
estado na representacio da encrgia. O conhecimento de uma iinica equagio de
estado nao é suficiente para construir uma cquagio lindamental. No entanto, duas
equagdes de estado jaseriam sulicientes, pois € facil demonstrar que 7= T(S, V, N3},
p=p(S, V, N) e p=pn (S V., N) sao funcoes homogeéneas dc grau zero das suas
variavels, isto é, T(AS, AV, AN) = T{S, V, N), e assim por diante. Note que estamos
utilizando uma notagio deliberadamente complicada para as derivadas parciais,
fazendo questdo de manter os indices a fim de indicar as vaniaveis que devem per-
manecer fixas no processo de diferenciagao. Isse procedimento € muito Gl em ter-
modinamica, diante da possibilidade muito frequente de trabalhar com difcrentes

represcntacocs, caracterizadas por diferentes conjuntos de variaveis independentes.
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Na representagao da entropia, Lemos
ED Js 3s .

ds =22 AU+ == | AV == | dN =Y FdX, )
&U 1;35 (91’ [.fr -J\fY 81\ L’, ,V ]i :1

onde X| = U, Xo=V ¢ Xy = N. Portanto, utilizando a equagao (5}, lcmos as seguintes

equacoes de estado na representacao da entropia:

S 1
o= 22 -,
: (aU]V,N T (8)
as P
Fo =1 — - o
2 ( av' ]U“\f T ( )
e
T =[£] - £ (10)
" JIN UV T

Como U(S, V, N) = Nu(s, v), também podemos cscrever uma forma dife-

rencial em termos das densidacdces

du '
du = (a—fll ds + [%JE dv = Tds — pdv | (11)

Pois

JdU du
L Y AL N .
( a8 JV,N ( Js ] ’ (12

[C?U] {(71&}
— = —| ==p .
Vv SN dv )

Identicamente, lemos

ds= 2 du+Pav . (13)
T
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Como exemplo, vamos considerar um gas monoatontico classico, definido pelas
equagoes de estaclo V= NkpT (lei de Bovle) e U= (3/2) NigT (expressando o fato
de que num gas ideal a energia por particula deve ser funcao apenas da temperatura,
ou seja, 0 calor especilico deve ser constante), onde kg ¢ a constante de Boltzmann,

Iissas equagoes de estado podem ser [acilmente colocadas na forma entrdpica:

p Nk , ds \  kp

== ; ou sejd, -— =, 14

T vV J Ju ” v o
h \ . IR

1 _ 3Nk : ou scja, 95 %]_B (15)

T 2U du . 2u

Integrando cada uma das equagoes (141) e (15), temos

s(u,v) =kplnv +_f('r_i,) (16

s(u,v)=§i:8 ]nz..',—kg(v), (17

onde flu) e g(v) sao fung¢oes arbitrdrias de u e v, respectivamente. Comparando

essas duas expressoes, temos, finalmente,

<

3
s(u,v):giﬁn e+ kg nv+kpe, (18)

onde ¢ & uma constante. Fntio,

B 2 A B v Voo
S(U.V,N)= NS[A—T,E) = §NkB 111A—I+1\-AB mE + Nkge (19)

onde a entropia classica € dada a menos de uma constante.
3.3 EQUILiBRIO ENTRE DOIS SISTEMAS TERMODINAMICOS

Como exemplo de equelibrio térmico, vamos considerar um sistema composLo

constitnido por dois fluidos puros. OO sistema global esti {echado. Tnicialmenie,
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os fluidos estio separados por uma parede adiabatica, fixa e impermeavel. Em um
determinado instante € alterado um vinculo interno: a parede se torna diatérmica,
mas permanece fixa cimpermeavel (ver figura 3.2). Passado algum tempo, atinge-
se novo estado termodinidmico de equilibrio. Esse novo estado de cquilibrio sera

dado pela maximizacao da entropia, quc pode ser escrita na {forma

S =85 {Up, Vi Ny} + 80 (Uy, Vo, Ny ), (20)

onde Vi, Vo, N ¢ Ny sdo paramerros {ixos, €

U +Us = Uy = constante (21

onde U, ¢ a encergiatotal do sistema (que também estd fixa). Entao, temos

(95 B aSl + (}.‘)'2 _ C?Sl _ (95‘2 _ 1 1
oU, JU, Uy dU; U, Ty Ty

=0. (22)

Porlanto, no equilibrio, 7 = 15, correspondendo d expectativa comum de equa-

lizagio das temperaturas dos dois subsistemas.

7//// S S
/
Vv, Ly Vy Ny, ]

%
¢ %
P77 7777777727777/

Figura 5.2 Sistema composto constituido por dois Huidos suimples separados por wina parcee adinhitica, fixa

e impermeivel

Agora, lemos de considerar a derivada scgunda,

Q

s P9 (38 \_ds I8

auf_an JU | Uy _an ()Uf

(29}

Ulilizando a equagao de estado para o inverso da temperatura, t€maos
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a*s a1 L9 (] 1 91, 1 91y
— = RN — |\ - - 24

Para que essa derivada segunda seja negativa, € preciso quec

Jd7T

L I (25)
agl’ TN

para o Mluido puro. Invertendo a derivada da funcio implicita, temos

—1
ary  _[(au o "
(}(} V,N (9’]1 V,.f\" NHV
onde
M1
N T )y NUIT i o (27)

& o calor especilico a volume constante. Portanto, o postulado de maximizacio
da entropia esta intimamente ligado a uma propricdade fundamental de estabi-
lidade térmica da matéria. Num sistema termicamente estavel, o calor especilico
(que é proporcional a razio entre a quantidade de calor injetado no sistema e a
consequente variagao da temperatura) nao pode ser negativo. Obscervando
novamente a equacao {23), podemos reescrever a condicao de estabilidade na

forma

< (0, (28)
VN

ou scja, a entropia deve ser uma fungao ¢dnceva da energia. Nesse ponto, € inte-
ressante fazer algumas consideragoes sobre [ungaes convexas (ou concavas). Uma
funcdo diferenciave] f{x) ¢ convexaquando sua devivada segunda for positiva para
qualquer valor de x; caso a derivada scgunda scja negativa, a fungao € concava,
Por exemplo, a funcao f{x) = exp(x) é convexa e a funcaoe fx) = Inx é coHncava.
Na realidade, poderiamos ter usado uma delinigao mais geral, possibilitando que
a funcio f(x) fosse nao-dilerenciavel em certos pontos (como vamos ver que

ocorre nas transicoes de [ases). Mais adiante vamos ver que para asscgurar d ¢sla-
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bilidade térmica e mecanica de um sistema ¢ necessario que a densidade de
entropia, s = s(u, v), seja concava em relagao as variaveis mdependentes u e v.
Por outro lado, a densidade de energia, u = u(s, v), deve ser convexa em relacao

s variaveis independemcs sC .

Vamos agora darum exemplo de equilibrio térmico ¢ mecanico. Considerando
a mesma situacao anterior;, mas com uma parcde que pode-se tornar diatérmica
e moével a partir de um determinado instante, podemos escrever a entropia na

forma da cquagao (20),

S = $1{Uy, V1, N1 )+ So (U, Vo, Ny ), (29)

onde agora N e N, sao parametros fixos, mas

U/, +Ug = Uy = constante (30)

Vi + Ve =V = constante , (31)

onde ¥V, € o volume total ([ixo) do sistema composto. Na nova situacgao de equi-

librio, devemios ter

as  aS 3% 1 1

L2 o= (32
U, JU, JdUs 1y To

[

a8 _strl_aSQ_ﬂ_&_U

- == = = p 33

v, dv, Ve T, Ty (33)
A partir dessas equacdes, temos as expeciativas usuais no equilibrio,

=Ty € h=pe. (34)

ou seja, as lempceraturas € as pressoes se equalizam. Para continuar csta andlise,
precisamos considerar as segundas derivadas da entropia cm relagio d energia e
ao volume. Como o namero de moles ¢ sempre constante, hasta analisar o sinal

da forma quadratica

(639
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2 2 2
1 J%s 1 d%s p
= J ; ((,lu)? + J S dudv +— J :2 (dv 2 . (35)
2 Ju du dv 2 v

Lissa forma quadrartica é negativa definida quando a densidacde de culropia,
s = s{u, v), for uma funcio concava das variaveis independentes uw ¢ v. Vamos
deixar como cxercicio a verilicacao de que as condicoes de estabilidade (érmica
e mecinlca estao relacionadas @ positividade dos calores especificos e da com-
pressibilidade isotérmica (notando que a derivada (dp/dv) rlem de ser negativa

em qualquer sistema fisico!).
3.4 RELACOES DE EULER E DE GIBBS-DUHEM
Javimos que a propricdade de aditividade pode ser expressa na lorma
U(AS, AV, AN} = AU(S,V,N), (36)

Derivando os dois lados em relacac a A, temos

JU(LS,AV,ANY = JU(AS,AV,AN)

L V +
8(/1.9) Q(AV)
3.-.
JU(AS, 2V, AN) 0(5,V.N) o
N = LV ON).
(?(/"LN)
Fazendo A =, obtemos a relacdo de Fuler da termodinimica,
TS — pV + uUN = U . (38)
Tomando a [orma diferencial dessa relacao, podemos cscrever
TdS + SdT — pdV - Vedp + udN + Ndu = dU (39)
ou seja,
Sd1 = Vdp + Ndp = 0, (403

que também pode ser colocada na [orma
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di = vdp - sd'T (41)

que é conhecida como relagao de Gibbs-Duhem. Essa forma diferencial mostra que
o potencial quimico como fungio da temperatura ¢ da pressao € wma equagao
fundamental do {luido puro. Por outro lado, as densidades v ¢ scomo [ungoes da

temperatura e da pressio nao passam de equagoes de estado.
3% DERIVADAS TERMODINAMICAS DE INTERESSE FISICO

Ha determinadas derivadas termodinamicas de ficil acesso experimental ¢,
portanto, de grande interesse fisico. Multas vezes, ¢ conveniente exprimir as
grandezas termodindmicas que estio sendo estudadas em termos dessas derivadas
mais importantes (que, em geral, sdo tabeladas em compéndios sobre dacos ter-
modinidmicos).

No caso de¢ um fluido puro, as seguintes derivacdas apresentam maiorinteresse:

{a) coeliciente de expansao térmica,

o = lim i é}i —i Ad
AT—0 V AT p’ip\r V C7T ‘1{).‘&" ’ {42)

que mede a dilatagao relativa de um sistema a pressao constante.

(b) compressibilidade isot¢rmica,

AV 1oV

1
Kr= lim —— - |
r Vi dp

Ap—0 VU Ap 43

?
TN T.N
quc mede a variagio relativa do volume com a pressao a temperatura fixa.
As vezes, € interessante medir a compressibilidade adiabatica, kg, que €
» RS
definida com a entropia fixa (em vez de temperatura constante).

(¢) calor especifico a pressdo constante,

. 1{AQ (&8
¢p= lim ~iAT :T; e ' (44}
AT0 ! P’V 4 o p,‘\I

que corresponde @ uma experiéncia em que se mede a razao entre o
calor injetado num sistema fechado, a pressao constante, ¢ a conseqiiente

varia¢ao dec temperatura.
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s

(cl} calor especilico a volume constante

o 1(ag (a8
ey = lim —| —= =—1— ‘ 15)
AT—=0 N UAT PN N\ IT VA

Para assegurar a estabilidade Crmica, devemos ter cp,c‘;z 0. A estabilidade
mecanica serd garantida por xp, kg2 0 (notar o sinal na defini¢io da compressi-
bilidade!}. O coeliciente o, por outro lado, nde precisa ter um sinal hem delinido
(€ conhecidaacontragao de volume com o aumento da temperatura da dgua, por
exemplo, nasvizinhangas de 4° C). Podemos verificar que ¢, > cp por meio de uma

relacao famosa para fluidos,

oy + ——M&Q 4
£, = O , ;
P v fVKT (40)

que sera demonstrada mais adiante.

I interessante observar que @, K¢ ¢, sao luncoes das variaveis 7' ¢ f. No
caso de fluidos, nao deve haver dividas de que essas variaveis siio bem mais praticas
¢ convenientes do que 8, Ve N Isso sugere a utilidacde de construir represcntacoes
alternativas da termodinamica, objetive que sera conseguideo logo aseguir, mediante

o emprego do formalismo das transformadas de Legendre.
3.6 POTENCIAIS TERMODINAMICOS

LLm vez de wrabalhar na representacao da energia, em que S, Ve Nsio as
variaveis independentes, on na represeutacao da entropia, em que I, Ve Nsdo
independentes, pode ser muito mais conveniente trabalhar com variaveis inde-
pendentes de acesso experimental mais facil, como a temperatura Tou a pressiao
# (note que a temperatura 1, por exemplo, é uma derivada parcial de U7 com
rclagao a §). Para resolver esse tipo de problema, vamos considerar uma funcio
¥ = y(x), com derivada fr = dy/dx. Tertamos de encontrar uma outra funcao, da
forma v =ofr (p), que fosse equivalente a y = y(x). Isso & conseguido por meio de
unia ransformacao de Legendre.

Uma luncao y = y(x} pode ser construida mediante uma tabela dos pares
de valores (y, x). Consideremos agora uma tabela de pares (y, p). Cada par desse
Lipo correspondc a uma familia de retas paralelas no plano x -y, sem qualquer
possibilidade de definir a fun¢ao y = y(x). Na realidade, a relacio y = y(p), que

pode ser escrita na forma y = y(dy/dx), nao passa de uma cquagio dilercucial,
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cujasolugao pode ser encontradaa menos de uma constante. No entanto, podemos
construir uma tabela diferente, envolvendo o valor da tangente (f) e da inter-
scegao dareta tangente acurva y= y(x) com o eixo y (que sera chamada ). Veja,
por cxcmplo, a [igura 3.3. Dessa {forma, estamos constrieindo 110 plmlo X— yuma
familia de tangentes a curva y = y(x). No caso de wma [ungeho com uma conve-
xidacde bem definida, comao € o caso das equagoes fundamentais da termodi-
namica, podemos construir o “envelope convexo” da curva y = 3(x) ¢ determing-
a2 completamecnte. Observando a figura 3.3, a transformada ¢ Legendre da

fungio y = y(x) € dada pela fungao ¢r= 1y (), al que

i)

anQ=p

Pl

[V S

~

Figura 3.3 Transtormada de Legendre da huimcao y - y(a). No grifico estdo indicidos o valor da tangeite no

ponta (X ¥) e aintersecgio g (4 da reta langente com o cixo 1.

v = w{p)=sx)-px (47)
onde a variavel x deve ser climinada por meio da equacao

_dy

(18)

l’l?

Codx

Poderiamos também ter utilizado uma delinicao mais abrangente {quc conti-

nuaria valida, mesmo quando a derivada pnao fosse definida cim alguns pontos),

w(p)=inl{y(x)-px}. (49)

x
ondc inf signilica o menor valor em refacao a x.
Exemplo: ransformada de Legendre de uma fungio quadratica.

Vamos calcular a transformada de Legendre da funcao y = y(x) = « X+ bx+ c.

Utitizando a cquacao (47), a wansformada de Legendre pode ser escrita como

|
oy



74 & Introdugio d Fisica Estalistica
9
y/(j)) =ax” +bx+c— px,

onde

= & 2ax+b .
dx
Portanto,
L f:ﬁf)
T2
¢
w(p) = Lt ﬁﬁ:
4 2 1 '

Note que sc a funcao y (x) for convexa, entio a funcio Yr(f2) sera concava ou vice-
versa (isto ¢, a ranslormacio de Legendre € uma operacio (que inverte a conve-

xidade de uma funcio).

Exemplo: formulacio hamiltoniana da mecanica clissica.
Na formulacao lagrangiana da mecinica classica, a func¢ao de Lagrange, dada por
L= L(q, ¢ 1), em lermos das variaveis ¢ g e f, ¢ uma equacio fandamental. O

momento generalizado ¢ definido pela relacao

_dL

f}{/

2

Natormulagao hamiltoniana, que contém cxatamente a mesma informagio {isica,

a lungao de Hamilton ¢ dada pela transformada de Legendre
= (g, pot)=L{q.4.t) - pg

No caso de win oscilador harménico unidimensional, temos

1 9 1 ¢
L=—mx~ -——kxz
l') 2

<~

Lntio,
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—-H =L=-xp, ,
onde
gL ,
Py = - = mx .
X
Portanto,
1 o 1, ¢
H = pot= e
2m Y 2
Vamos agora construir as diversas transformadas de Legendre da energia,
U= U8 V, N). Lembrando que
JoU
T = {—'— 5
(}‘S 1‘_7,1\"!
JU
== - ¢
WV Jgn
(50)
a7
H= -—I s
. aj\ S,‘-'f
temos 0s seguintes polenciais termodindamicos.
(1)  energia livre de Helmholiz,
vlr|=F(T,v,N)=U-T8, 51
ondc a variavel Sfoi substituida pela temperatura T;
(ii) entalpia,
U[f)]fo(S,p,iV)=U+pV, (52)

onde o volume V {oi substituido pela pressao p;
(ii1)

Ulu]= f(S.V.u)=U-uN, (53)

o

r
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onde N foisubstituida pelo potencial quimico g, ¢ que nao tent uma deno-
minagao cspecial;

(iv} energia lvre de Gibbs,
UT, p]l=G(1,p.N)Y=U-TS +pv, (54)
onde foi realizada uma dupla transformada de Legendre, em relacio as

variaveis Se V;

(v)  grande potencial termodindmico,

U[T.u]= ®(T .V, u)y=U-TS -un, (55)
onde a transformada foi reatizada em relacao as variaveis Se N, ¢
(vi) U[p,y]=‘/'2(S,p,u)=U+pV—uN, (503}
que tambem nao € conhecida por nenhwma denominagio especial.

Como U= U(S, V, N} ¢ uma funcao homogénea de primeiro gran das suas
variavels, tomando a translormada de Legendre em relaciio as trés varidveis inde-

peudentes, obtemos uma funcio identicanmente nuka,

UlL.pu]=U-TS+pV —uN =0, 7

que tornaalornecer arclagio de Euler datcrmodindmica. Entio, taimhém podemos

CRCIrever

G(T,p,N)=Nu = Nu(T, p), (53)

ouwscja, o polencial quimico como fungdo da temperatura ¢ da pressiio & a cnergia
livre de Gibbs por particula, com o status de uma equagao [undamental, como ja
haviamos visto por mcio da deducao da cquacao de Gibbs-Duliem. Além disso,

ainda temos

q)(T,V,‘U) = —Vf) = *"ij’)(T,‘H) ) (5%

ou seja, a pressiao, como [uncao da lemperatura e do potencial quiniico, & wma
equacao fundamental para o fuido puro, correspondente d razdo entre o grande

polencial lermodinamico e o volume.
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Poderiamos construir uma série andloga de potenciais termodindmicos a
partir das transformagoces de Legendrce da fungao entropia, S= 5(U, V, NY, em
relacio ds suas varidveis. Fsses potenciais, que sao chamados de fungoes de Massicu,

(ém, no entanto, menor intercsse fisico.

3.7 RELACOES DE MAXWLLL

Na representacdo de Helmholtz, a encrgia livre ¢ dada por F= U7 - 15,

Portaito, temos a forma diferencial

dlf = diJ = TdS — SdT = =8dT — pdV + pdN , (GO

on seja,

JF
ﬂ:(——) . (61)
IN Jpy

Entio, S=S(T, V. N), p=p(1, Vi N) ¢ p = (T, V, N) sao cquagoes de estado na
representagao de Helmholtz (observe que a entropia s6 € uma equacio funda-
mental para um fluido puro quando expressa em termos da energia, do volume
¢ do numero de particulas). A partir da equacio (61), romando as derivadas

cruzadas, obtemaos trés relacdcs de Maxwell,

(jﬁ] _ 1}

8V )y éT-KN’ (62)

(2). 2 -‘
ON)ry \OT )y N (09

~J
~J



78

¢ Imtrodugdo i Fisica Fstatistica

dp au .
- == === _ (64)
N Ty N Virn

Em cada representacao da termodinidmica, podemos obterum conjunto de rcelacoes
de Maxwell. HA um esquema mnemoénico (os quadrados de Born) para se lembrar
de todas elas. No cntanto, talvez seja mais ficil deduzi-las em caso de necessidade,
Como poderd ser notado por meio de alguns exercicios, as relacoes de Maxwell
s40 muito Otels para relacionar o comportamento de grandezas fisicas,  primeira
vista, proflundamente distintas,

Na representacao de Gibbs, usando a energia livre G= U~ 7S+ $V, tcmos

dG = =SdT + Vdp + pdN . (65)
Portanto,
oo ( ac) ’
oT N
- _[a(;
% Jr.x
e
L= 96
H= dN 'j'.p’ ©0

de ondc vém as relacoes de Maxwell,

18,
I )y NIT N (67)
(25 _[8_11} )

oN T.p oT PN (65)

[ IV J i [&u
. == : 69
IN )y O )y, (69



Roteiro parg uma Revisdo da Termodindamice  ® 79
Excruplo: gés ideal monoatdmico classico.
Segundo a cquacao (19), na representacao da entropia a cquagao undamental

do gis ideal monoatdmico classico ¢ dada pela expressao

k‘; =

| e

U V
Nip In—+ Nk — + Nhpe,
BN BN B

onde ¢ ¢ uma constante, Enlao, na representacao da energia, lemos

: ‘2/3
N 20 &
U= N[I— exp| — —¢
14 3\ Nig

A encrgia livre cle Helmholwz sera dada por

2/3
N S
— exp —_— =Ty,
g l\'lx‘B

L | o

F=U-TS :N(

com a entropia S climinada por meio du cquagao

A_(oUY  _ 2 (N RIS
BT R I
VN TS SANEALLY S

Assim, LlCMOSs

A

N 3 8k T 3
F=—kyTN = - kTN In Al N’zh'[’[— - (;] :

2 €

Na represchtacio de Helmholtz, podemos cscrever as scguintes cquacoces de
I g 2|

estado:

- + Nl
a7 e

. ar N 3
(i) S= —{ ] =kpN In—+ S kN n
oA Voo

que é uma conhecida expressio paraa entropia classica, onde a constante
¢ sera determinada mediante o limite classico da cutropia de um gas

idcal monoatdémico (quantco;

(if p=—[ ,

aF _ kpIN
2V N v
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que ¢ a famosa lei de Bovle para um gas perfeito;

hY 9

= =

2 .V 3 . 8k,T B
(i) u= = —hyTIn—— =y TIn =B~ + 1| = - c|,
‘ N 9 9
AT -
indicando que o potencial quimico cresce monotonicamente com a den-

sidade p= N/ V.

*Ixemplo: concavidade da energia hivre de Gibbs.

Ja nos referimos ao fato de que a densidade de entropia, s= s(u, v), ¢ uma fungao
cdncava das suas variaveis. Por outro lado, a densidade de energia, w = u(s, v),
deve ser uma fungio convexa das variavels s e v. A energia livre de Gibbs por par-
ticula, o= g(7, p) = G/N, pode ser obtida por mcio de wima dupla transformada
de Legendre da densidade de energia, g= w— 15+ fpv. Portanto, a densidade de
cnergia livre de Gibbs deve ser uma [uncao concava em relacao a temperatura e

a pressao. Do fato, podemos mostrar que a forma quadritica

2

2 ‘ 2 r i ¢
dzs{ = £ J £{) (dT)z + & deprl (7_5, (dp)z ;
S 20 9y dTap 9 gpz

& sempre negativa. Como dg = — sdT'+ vdp, lemos

% 9%

s = - e v =
ap

a1,

Portanto, podemos verificar que

g ds i
=iom | Tl <0,
IT*? ar j, 1

onde utilizamos a definicao do calor especifico a pressao constante, ¢

3¢ | ov
o | 3. = —UKT < O N
8])_ o}j) ’a

onde utilizamos a delinicao da compressibilidade isotérmica. Também temos

_r)'g “[-&i) = v
ordp \dr), '
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onde utilizamos a defini¢do do cocficiente de dilatacao. Para mostrar que a forma
- 9 . . .

quadritica d?g & sempre negativa, completando a prova da concavidade da den-

sidade de energia livre de Gibbs, nao basta obter o sinal das derivadas segundas

de gem relagdo a Te a . Ainda temos que mostrar que

¢ : P
e g [ P
aT? gp? |\ IT dp ’
onde
l) () () 2 ‘)
&hg 8-g a_;‘,’ 1 Y oy VK Toox”
2 49 A = LUKk —v o = Cp
a7 3])“ aT df’ 1 T Ky

Para estabelecer o significado do termo entre colchetes (ver cquagio 46), vamos

calcular uma expressao para o calor especilico a volume coustante. Assim, emos

! : :( 53] d(s,v)  d(s,v) HT.p)

TV NG, T ATe) AT 3T 0)

ou seja,

TV o7 b o T ap " T P dv T’

onde recorremos fartamente as propriedades dos jacobianos discutidas no apéndice
A5, Utitizando uma das relacoes de Maxwell na representagao de Gibbs, ainda

podemos escrever:
dp T a7 P

Portanto, temos

1 1 - 9 9| ~1
—cy = ——Ucpfx-[ + v ,
fi T UKy

ou seja,
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e 9
oo™

oy =y =
Ky

H

que ¢ uma [ormula que ja havia sido escrita anteriormente (ver cquagao 46).

Assim, temos

)
e

2. 42 2
aT= dp= | dTdp T

completando a prova da concavidade da encrgia livre de Gibhs. Além disso, como
(Tva?) /Ky > 0, onde a igualdade pode valer em alguns casos extremos, ainda

podcmos mostrar que G2 oy

3.8 PRINCIPIOS VARIACIONAIS DA TERMODINAMICA

O segundo postulado da termodindmica estabelece um principio variacional
que da origem a virios desdobramentos. De acordo com csse postulado, apds 4
remocao de um vinculo interno, os parimetros extensivos assumem um valor no
cquilibrio que maximiza a entropia de wn sistema composto fechado. Isso sig-
niftca que, com a coergia total fixa, a enwopia deve ser maximizada. Como a
entropiaa que nos referimos ¢ uma fungdo monotonicamente crescente da cnergia
(estamos cousiderando temperaturas positivas!), podemos mostrar que, para a
cutropia total fixa, a energia € que deve ser minima. Esta é uma formulacio alter-
nativa, na represcntagiao da energia, do scgundo postulado da termodinamica.
Ha um famoso problema de¢ geometria plana que tambdém pode ser expresso por
meio de um duplo principio variacional: dado um perimetro, o circulo é a fignra
geométrica plana de drea maxima; dada uma drea, o circulo € a [igura gcométrica
plana de perimetro minimo,

Podemos utilizar o segundo postulado para estabelecer principios varia-
cionais de graude utilidade nas diversas representacdes da termodindmica. Por
exemplo, vamos mostrar que para um sistema em contalo com um reservaloro
iérmico (isto ¢, a temperatura fixa) a remocao de um vinculo interno conduz a
um estado de equilibrio ¢m que a energia livre de Helmholtz deve ser minimat.
Na figura 3.4 indicamos um determinado sistema, com encrgia Uce entropia §, e
um reservatorio Wrmico, com energia Uy e entropia S (e temperatura fixa T).
O sistema composto csta fechado, mas pode haver troca de energia, na forma de
calor, entre o sistema em consideracao ¢ o reservatoério térmico. Portanto, no equi-

librio devemos ter
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Figura 8.1 Sistema com energia {/ e eawopia S em coniaio com wn resenatorio termico {com energia Up.

entropia Spe temperatura 7). O sistema composto estd isolado.

U+Up=0U,, {70}

d(S+Sp)=10 (71)
C

27 ¢ .

d=(S+Sp)<0, (72)

onde U, é uma constantc ¢ todos os outros paranmctros macroscopicos (volume,
numero de particulas) que caracterizam o estado do reservatério e do sistema

considerado estao fixos. O reservatorio térmico € descrito pelas equacoes

dUp =TdSp .

( | (73)
d2Ug =0 e a?Sp =0,

pois, por definicdo, a temperatura 7' ¢ uma constante. A partr da cquagao (70),

temos dU= - dUp e d2U - — d2U},. Entiao, langando mao das equagaes (73) e

(71}, temos

Al = —-dUp = -1dSp = 14dS {74

A2U = —fizUR =0. (7

Utilizando essas ultimas cquagoces, podemos escrever

AU-TS)=dU-1dS = 0 (76)

83
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d*(U=18) = d*U - Td*S = -Td*S . 7

Mas, como dQSR =1{), a equacio (72) nos garante que

d*(U-7Ts)

—Td*S >0 . %)

Portanto, a energia livre de Helmholtz do sistema, /= U/~ TS, deve ser minima.

No caso de um sisterna em contalo com wm reservatorio térmico (tempe-
raturafixa) ¢ de trabalho mecanico (pressao fixa), podemos mostrar que a energia
livre de Gibbs deve ser minimizada. Em uma situacao a pressao fixa, como em
cdiversasreagdes quimicas de interesse, a entalpia & que deve ser mindmizada. Para
temperatura ¢ potencial quimico fixos, o grande potencial termodinamico deve
ser minimizado.

Cabem agora alguns comentarios sobre sistemas mais complicados. Com
maior ou menor grau de facilidade, todos os principios termodinimicos que
vém sendo discutidos neste capitulo podem ser generalizados para sistemas
mais complexos do que um {luido puro mediante a introducao de variaveis
extensivas adicionais associadas aos seus respectivos campos. Basta incluir essas
varidvels extensivas adicionais na defini¢cio da funcao cutropia de cquilibrio
(ou na correspondente fungao energia). A partir dai, continuarao sendo pro-
duzidas outras cquagocs fundamentais por meio dos mecanismos usuais das
wansformagodes de Legendre. Por exemplo, no caso de um fluido simples com
varios componentes, a forma difcrencial na representagao da energia pode ser

escrita como

AU = TdS - pdV + > AN ;
i

{79

onde ;€0 potencial quimico do jésimo componente. Para descrever um solido
na presengade tensoes anisotropicas, os elementos do tensor deformacio desem-
penham o papel das variaveis extensivas adicionais. Na presenca de campos ele-
tricos ou magnéticos, podemos introduzir a polarizagao (elétrica ou magnética)
como varidavel extensiva adicional. Nesse caso, ha maneiras diferentes, porém pet-
feitamente equivalentes, de estabelecer as equacoes termodinamicas do sistema,
dependendo da forma de tratamento da cnergiaassociadaao campo (vamos voliar

a essa questao no contexto dos modelos estatisticos).
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EXERCICIOS

L.

O potencial quimico de um fluido simples com um tnico componente & dado
pela expressao

_ i —2
1= ¢o{T)+ kgl In ()

onde T & a temperatuta, p ¢ a pressao, kg ¢ a constante de Boltzmann ¢ as
funcoes ¢, (1) ¢ p(T) sao hem-comportadas. Mostre que o sistema obedece
a lei de Bovle, #V = Nkp?. Obtenha uma expressao para o calor especilico a
pressao constante. Quais as expressoes da compressibilidade isot¢rmica, do
calor especifico a volume constante ¢ do coeficiente de dilatacdo? Obtenha

uma forma para a energia livre de Helmholez por particula, f= fiT,v).
Para um fluido puro, mostre que

- (92f)
dv Jp a7

(PCV

ki

Utilize esse resultado para mostrar que o calor especifico de um gas idcal ¢

independente do volume. Mostre também que

AR

Jdp TN Jdr

2‘) Y

Considere um [luido puro caracterizado pelo grande potencial termodinamico

® = V(T )exp ]fﬁT ,

onde f(T) ¢ umafungao bem-comportada. Iscrevaas equagoes de estado nessa
representacao da termodinimica. Obtenha uma expressao para a encrgia
interna em funcio de 7, Ve N Oblenha uma expressiao para a energia livee
de Helmholtz desse sistema. Calcule as derivadas termodinamicas k¢ o ¢

funcao da temperatura e da pressao,

Obtenha uma expressao para a energia livre de Helbmholiz por particula,

= fUT, v}, para um sistema puro que ohedcce as equacoes de cstado

&85
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3
U= pv e P = AvT*? \

onde A & uma constanic.

ot

Obtenha uma expressao para a energia livre de Gibbs por particula, g= o( 7, p),

para um sistema puro caracterizado pela equagio

onde s, e A sao constantes.

6. Considere uma tira elastica de comprimento Lsubmetida a uma tensao /. Num

processo quasc-cstatico, podemos escrever

AU = TdS + jdL + pdN .

Suponha agora que a tensao seja. aumentada rapidamente, de fpara [+ A [,
mantendo a temperatura Tconstante. Caleule uma expressio para a variacao
da entropia logo apds o restabelecimento do equilibrio. Qual a variaciao da
entropia por mol para nma tira clastica que obedece a equacgido de estado

L/N=¢f/T, onde ¢é& uma constanie?

~I

Considere nm material magnético que obedece alei de Curie, m= CH/ T, onde
(& uma constante posiliva, H € o campo magnético aplicado (corrigido por
possiveis cfeitos de superficie), m é a magnetizacio por particula ¢ 7, a (em-

peratura. Num processo quase-cslatico, podceimos cscrever

du ="1ds + Hdm ,

onde w = u(s, m) desempenha o papel de uma energia interna, Mostre que

num processo mfinitesimal adiabatico temos a relacio

CH
Chr T

ATl =

AR,

onde ¢z € o calor especifico a campo magnético constante.
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Mostre que a entalpia de um fluido simples ¢ uma fungao convexa em relagao

i cntropia e cHncava em relagdo a pressao.

Mostre que a entropia por mol, s = s(x, v), € uma funcao céncava das suas
variaveis. Note que isso pode ser estabelecido por meio do calculo do sinal da

forma quadratica
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