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ENSEMBLE CANONICO

Na mesma linha das representacoes alternativas da termodinidmica, que sc
podem tornar convenientes dependendo das circunstancias, na mecanica esta-
tistica também ¢ passivel trabalhar com outros ensembles, distintos do ensemble

microcandnico, caracterizados por outro conjunto de pardmetros macroscopicos.

O . ®

Figurn 5.1 Sistemna § em contato cont o reservialono Leriico 2 (n temperatura 7).

Podemos, por exemplo, considerar um sistema termodinamico simples em
contato com um reservatorio térmico por meio de uma parede diatérmica, mas fixa
¢cimpermeavel. Naligura 5.1, o reservatorio /& muito grande em relacao ao sistema
de interesse S (ou seja, R deve ser caracterizado por um namero muito grande de
graus de liberdade em relagao a §). Quando o sistema composto (S + R) estiver
isolado, com energia total £, valem os postulados [undamentais da mecanica esta-
tistica de equilibrio. Portanto, a probabilidade F;de encontrar o sistema § num par

ticular estado microscafico § sera dada por
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Pj:(ngjg(E()—Ej), (1}

oundc ¢ & uma constante de normalizacao, E;,- é a energia do sistema $no particular
estado microscopico je Qp(F) ¢ o ntmero de estados microscGpicos acessivels
ao reservatorio (érmico R com energia I. Como o reservatoério € sempre imuito
grande, a energia £;deve scr muilo menor do que a energia total /£, para qualquer

j. Entdo, justifica-se a CXPANsSac

JdInQp(L
P =Inc+InQp(E)+ a—}f() - (-2;)+
V=)
1| ¢ Qg (E) 2 @)
+§ T . (_Ej.) +.o...
=EU

Usando adelinigao de entropia proporcionada pelo segundo postulado damecanica

estatislica, temos

InQp(E) 1

= , 3
ﬂE IQBT ( )
onde T é a teimperatura do reservatorio. Também devemos ter
*1InQy(k 1 1
—_.lﬁ_.(_._)=__a_(_}_%0’ {4)
()Ez kp di\ T

no limite de um verdadeiro reservatdrio térmico, cm que a temperatura esta pra-

ticamente fixa. Portanto, a expansao (2) se reduz a forma

l .
InP; = constante — ——— [ (b}
kB] J

Ou seja,

cxp(—ﬁlfj)
Pj= , (6)
2. exp(~BL;)
k
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onde usamos a notacao abreviada 8=1/(kpT), muito cornum cm fisica cstatistica.
() ensemble canonico é constituido pelo conjunto de microestados {§ f, associados a distri-
buicdo de probabilidades dada jrele equagdo (6), acesstveis a wm sistema S, em contalo com

wm reservatario térmice a temperatura 'l
(A}  CONEXAO COM A TERMODINAMICA

Delfine-se fungdo de particdo (ousomasobre cstados, do alemao Zustandsumme)

COIMO & SOIma

Z = Zexp(—ﬁﬂj) , {7)
7

que esta associada a normalizacao da probabilidade PJ Deve-se notar que cssa
soma € efetuada sobre os estados microscdpicos. Portanto, dado um certo valor
da energia, pode haver varios termos iguais, correpondentes a todos os estados
microscdpicos com esse particular valor da energia. Levando em conta esse “fator

de degenerescéncia”, podemos escrever

7= zexp(—ﬁh‘j) = EQ(E)EXP(—,BE) , (8)
J I

once (L) &€ o numero de estados microscopicos do sistema § com cnergia I4
Substituindo a soma pelo seu termo maximo, de acordo com os argumentos heu-
risticos que ja loram utilizados no capitulo anterior, no limite de um sisiema

grande, temos
=Y explin Q(E) = BE| ~ exp| -Bmin{ £ — 1S{E
Z EE:u\p[ nQ(F) [51] cxp{ ﬁmgn{L IS(L)}}, (9

onde novamente utilizamos a definicio de entropia, S(I7} = kgln (F). Como a
operagao de minimizacdo em relacao a energia corresponde a uma transformacao
de Legendre, essc raciocinio heuristico sugere que a conexao entre o ensembic

candnico e a lermodinimica seja dada pela correspondéncia
V4 —)(txp(—ﬁF), (10)

onde {7€ a cuergia livre de Tlelmholtz. No caso de um fluido puro, os niveis de

cnergia Ej devem ser funcdes do volume Ve do namero de particulas N. Portanto,
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a funcao de particio Zdepende de 7, Ve N, ou seja, Z= Z(7T, V, N). Nesse caso,

podemos escrever

F:F(’I‘,V,N)—>—%InZ(T,V,N)_ at

Com maior precisio, podemos definir a conexao com a termodindmica por meio

do limite

,

V N—ses =y
N

(B)  ENSEMBLE CANONICO NO ESPACO DE FASE CLASSICO

Com pequenas modificagdes de linguagem, argumentos heuristicos dessa
mesma natureza também poderiam ter sido apresentados no contexto do espaco
de fasc classico. De falo, na mecanica cstatistica classica, podemos delinir a distre

hiigdo candnica de Gibbs mediantc a densidade de probabitidade no espago de fase,

1 ,
plg p) = exp{=Bais(a.)} - (13)
onde

Z= J.cxp{—ﬁﬂs (q,p)}(ﬂg dp (14)

em que o sisterma S, dado pelo hamiltoniano #g(qg, p), esta em cquilibrio com
um reservatorio térmico infinitamente grande i, com temperatura absoluta
T=1/(kgB). Aconexio cntre o ensemblc candnico e a termodinAmica é rea-
lizada no limite termodinimico, expresso pela encrgia livre de Helmbolw
por particula, definida pela equacao (12). Em determinacas circunstancias,
supondo uma forma convenicnte para o reservatério R, é possivel deduzir
rigorosamente a distribuig¢ao candnica (13) a partir do postulacio fundamental
da mecanica estalistica; o feitor interessado devera consultar o capituto 2 do
exto de C. J. Thompson, Classical Equilibrium Statistical Mechanics, Oxford,
Clarendon Press, 1988.
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(C) TLUTUACOES DA ENERGIA

Certamente ha flutnacoes da encrgia no ensemble candnico. Utilizando a
distribuicao de probabilidades #;, dada pela equagio (6), podemos obter o valor

médio, ou valor esperado probabilistico, da encrgia do sistema S,

ZE]- exp(—ﬁﬁj)
()=~ T
Zexp(—ﬁEj) B

7

Inz, (13

onde a luncgio de particao Z¢€ dada pela equacao (7). No limite termodinamico,
lancando mio da conexdo com a termodindmica, F— - kgTIn £, € Liacil perceber
que o valor esperado da energia pode ser identificado com a propria cnergia
interna Uclo sistema S, on seja, que U— fFj) Vamos agora obler uma expressao

para o desvio quadratico,

ou seja,

<(Ef"<’*.f>)2>‘%@ gﬂz‘%@f)' un

[dentificando o valor esperado da encrgia com a energia média termaodinimica,

LCImaos

¢ bl 9 AU 0
P . e I:gr‘_ = 7 1’”_? 2 . 18
<(_/:7 <E]>) > S5 =l o Nk T e, 2 0 (1s)

onde ja se manifesta a positividade do calor especilico a volume constante.

Finalmente, podemos escrever o desvio relativo,
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oy 172
(Ef *<Ef>) ~ m 1 (19)
<Ej> - Nu i VN

Portanto, de acordo com nossas expectlativas, o desvio relativo se anula com 1/ N ,
no limite N — %, garantindo a conexio com a termodinfunica. No entanto, em
situagoes especiais, o calor especifico pode ser muito grande, provocando cnormes
lutuacoes da energia no ensemble candnico. Mais adiante vamos ver que isso
acontece nas proximidades das transicocs de fases de segunda ordem, dando

origem as peculiaridades do comportamento critico da matéria.
(D) DEDUGCAQO ALTERNATIVA DA DISTRIBUICAO CANONICA

Ainda dentro de uma perspectiva heuristica, podemos obter a distribuicao
candnica a partir de um raciocinio alternativo, que se mostrou particularmente

util em certas aplicacoces. Escrevendo a energia livee de ITelmholtz na forma

R
F ——Eln/j:—EIIIZEXI)(—{J'Ej), (20}

J

femos a entropia

B K _ 9 JoF _ - 1
Sk gtz kg N e ) @

No cntanto, a partir da expressao de I, daca pela equagio (6), temos

MBEj=h{zRJ. 29)

Inserindo na equacao {21), obtemos uma cxpressio para a entropia em termos

da distribuicao de probabilidades,

S:—]f.HZPj IIIPJ‘, (24)
j

que, as vezes, € conhecida na litcratura como entropia de Shannon. Na realidade,

uma expressao desse tipo também € vilida no ensemble microcandnico; nesse
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caso, P; = 1/0), ha € estados acessiveis wo sistema, ¢ a equacio (23) se reduz a
forma conhgad*&~ S = kgln Q. No passado houve diversas tentativas de generalizar
a cquacho (23). Recentemente, Constantino Tsallis, do Centro Brasileiro de
Pesquisas Fisicas, no Rio de Janciro, inspirado nas equagdes para as dimensoes

generalizadas dos objetos fractais, propos a defini¢ao alternativa

i

1 p
=} 1=y pl, 9.
i Bq—l Ej: J (24}

que se reduz d entropia de Boltzmann-Gibbs, dada pela equagao (23), no limiie
g— 1 [ver C. Tsallis, /. Stal. Phys. 52,479 (1988)]. A entropia de Tsallis nao é aditiva
e nio pode, portanto, ser aplicada a problemas de interesse termodindmico. No
entanto, & uma forma interessante, que da origem a diversos desdobramentos ¢
que talvez cncontre aplicacoes cm outros dominios da ciéncia.

Poderiamos agora introduzir um postulado de maximizacao da cnitropia,
dada pela equagdo (23), para uma distribuicio arbitraria de probabilidades, { ,}
sujeila a determinados vinculos. No caso do ensemble candnico, temos os vinculos

de normalizagao,

ZPJ =1, (25)
j

¢ a cnergia média termodinamica,

Usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, devemos, entao, maximizar a

funcao

f({Pj}, Al 12) = —kBEPj Ingy-

j
| S P -1|-A| D EP
j j

Entae, temos
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b

&

&P

_2_]"51“?;‘“]‘8_’11_lﬂb‘j:()- (28)
7

Lliminando Ay por meio da cquagao (25}, vemn

EfX[)(—A.QE]‘ / ]{B)
p.= (29)

/ Zexp(—lgEj / kb‘) -
J

A cquacao (26) possibilita a identificagio do multiplicador de Lagrange Ay com
o inverso da temperatura absoluta, reproduzindo a distribuigio de probabilidades

caracteristica do ensemble candnico.

Por enquanto, adotamos uma linha de ractocinio puramente heuristica,
longe de qualquer rigor matemadtico. Dessa forma, conscguimos construir o
cnscmble candnico e estabelecer a conexdo com a termodinémica por meio da
energia livre de Helmholtz, Atualmente, € possivel colocar essa argumentacio em
bases matemadticas mais sdlidas. Para uma classe muito grande de potenciais intcr-
molcculares, pode-se provar a existéncia da energia livre por particula no limite
termodindmico, com as propriedades de convexidade exigidas pela termodinimica
classica. Pode-se também mostrar que os potenciais termodindmicos nos ensembles
candnico e microcandnico estiao devidamente interligados mediante uma trans-
formacao de Legendre, proporcionando a mesma descricio termodindmica de
um sistema fisico. Vamos apresentar um exemplo dessas demonstracdes mate-
miticas no proximo capitulo. Antes disso, no entanto, vamos percorrer uma séric

de exemplos de utilizagio do formalismo candnico.
51 PARAMAGNETO IDEAL DE SPIN 1/2

Vamos novamente considerar um sistema de NV partfculus magnéticas loca-
lizadas, de spin 1/2, na presenga de um campo magnético H, mas agora em
conlalo com um reservatorio térmico a lemperatura 7. (O hamiltoniano do sistema

¢ dado por

N
H=—u,IY o, (30)
/=1
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onde o= I, paraj=1,2,.,N Como o estaclo microscopico do sistema € carac-

terizado pelo conjunto de valores das variaveis dec spin, lr_rj], a [uncao candnica de

particao pode ser escrita va forma

N
Z = zexp(—ﬁﬂ) = Z exXp JBMOH ZG] . (31)

{O’]} 01,09,...,0N j=1

Agora € facil perceber que essa soma multipla se fatoriza, podendo ser cscrita

como
Z = Z(:xp(ﬁ,uaHO'l) Zcxp(ﬁyUUO‘N) = .’,IN , (32)
ay TN
onde
Zy = Y exp(pu,Ho)=2cosh(Bu,H) . (53)
o=*|

Portanto, torna-sc muito simples calcular a incao de partigao scm a necessidacde
de lancar mio de argumentos combinatérios, em geral bem mais diliceis. Essce
mesino tipo de fatorizagio da soma (ou da integral, no caso do espago de [asc
clissico) na expressao da fungao candnica de partigao vai ocorrer 1o caso de to clos
os sistemas classicos ou semicldssicos de particulas nao-interagentes. Tudo se passa
como sc bastasse calcular a fungao de particio 7; de uma inica partculal

A partir da funcao de partigao, cstabelecemos a conexido com a termodi-

namica por meio da encrgia livre magnética por particula,

L
g(T,H) = L lim lln 7 = —hkpT In| 2cosh —&,—
N-—3oo JV l\',‘B.F

(34)

Devido & [orma do hamiltoniano {quc reflete a nossa escolha da energia mag-
nética, incluindo a interacao com o campo aplicado), a energia livre magnética
por particula surge como uma [ungio de 7'¢ de /7. Vamos, entio, adotaranomen-
clatura g= ¢ (1, H), cm analogia com a fungio de Gibbs de um fluido puro, que
depende dos parimetros intensivos pe 7. Agora é facil obter todas as propricdades
termodinamicas do paramagneto ideal (que devem ser idénticas aos resultados
obtidos 1o contexto do ensemble microcandnico). A entropia por particula ¢

dada por
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HoH (35)

H
Ho ltanh — |,

o H
5= —( I8 J = kp In| 2cosh E—“— - kg
Joe kpd kT kgl

a7

cle onde podemos calcular o calor especifico a campo fixo. A magnetizacio por

particula € dada por

m = —{ﬁJ = Hg tanh HoH , {46)
oI ), Iy T

que ¢ exatamente a mesma expressio obtida anteriormente no coutexto do
ensemble microcandnico. Pode-se também notar que esse valor termocdinamico
da magnetizagao por parlicula corresponde ao valor médio probabilistico no

ensemble candnico. De [ato, utilizando a distribuicio canénica, temos

N

1 1 9., ‘
v\ Ho Z o )= @Ehlﬂ = pip tanh(fB uoH ), (37)

que fornece a mesma expressao da magnetizacao por particnla da cquagio (36).
Como ja foi visto no contexto do ensemble microcandnico, a partir da expressao
m=m(T, H) oblemos a suscetibilidade magnética,
dm #g | HoH .
x(T, H) = =—*-cosh™ — |, (38)
()]’[ T kBF jﬂBJ

de onde vem a famosa lei de Curie,

9
_ H

x(T, 1 =0)= T (39

Utilizando as cquacoes (34) e (35), a energia interna termodindmica por par-

ticula pode ser calculada a partir da energia livre magnética ¢ da cutropia,

H
w=g+7Ts = —itgH tanh ﬁ;o . (10)

f.BT

que também coincide com o resultado do capitulo anterior. Poderiamos igualmente
ter utilizado a equagao (15} a fim dc obter a energia interna termodindmica por

meio do valor esperado probabilistico da encrgia,
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J\%<F{CT)}> = —i;z?%lnz = —pgH [emh(ﬁpOH) =u. (41)

Nesse ponto, vale a pena notar que a fungao de particio tamhbém poderia
ter sido obtida mediante uma soma sobre os valores discrctos da energia, uti-
lizando o [ator combinatorio calculado no contexio do ensemble microcandnico.
De [ato, supondo que haja Ny spins para cima e Ny = N— N spins para baixo, a

energia do sistema pode ser escrita na {forma

E(Ny)=~poHN| +pgIlI{N - Ny ). (492)

Portanto, a funcio candnica de particao é dada por
+

N

NI /
Z= MZ=0 mcxp[ﬁﬂun N; —ﬁ”t'J”(N _"\’l)] -

N N
= [exp(ﬁ,u.OH)+ exp(—ﬁyOH )] = [‘2 cosh (ﬁ;LOH)] .
em concordancia com o resultado anterior.
5.2 SOLIDO DE EINSTEIN

Vamos rctomar o exemplo do solido de Einstein disentido no capitulo
anterior, considerando N osciladores harmonicos unidimensionais, localizados ¢
nao-interagentes, oscilando com a mesma fregtiéncia lundamental @, mas agora
cm contato com um reservatorio (Crmico a temperatura 70 Os estados micros-
capicos desse sistema sao caracterizados pelo conjunto de niimeros quanticos
{72, 19,...., 0}, onde ", designa o nimero de quanta de energia do j€simo oscilador.
Dado um cstado microscopico {nj_,-}, a cnergia desse estado pode ser cserita na

forma

Portanto, a fun¢ao candnica de particao ¢ dada por

127



128 « Intvedupde a Fisica Estatistica

N
4= Z exp(_ﬁﬁ{ﬂf }) - Z exp —Z(ﬂ,j + %)ﬁh(o ) (15)
{”‘f} Ny D iy R 2

Novamente, como nao hi termos de interagao, a soma multipla se fatoriza, dando

Origem a una expressao muito simples,
N

Z = Zexpi:—[n +L]E}tho} = ZLN , (46)

n=>0

ondc

-

1= exp(—ﬁﬁfo) '

exp[—}—)ﬁhm]

(47)

Z = Eexp[—(?ﬁ-]—?Jﬁhm} =
n=( -

De novo, tudo se passa como se estivéssemos considerando a fungao de partigio
de um inico oscilador isolado.

A encrgia livre de Helmholtz por oscilador é dada pcla expressao

1 1 1 haw
=—— lim —InZ=—-hao+k1T In|1-exp| - . 4%
/ B Noe 2 d P[ kB]"J (1)

A pardr dessa equagao fundamental podemos calcular todas as propriedades ter-
modinamicas do modclo. Em particular, a entropia por oscilador como funcgao

da temperatura ¢ dada por

S:-i:—kB]n iucxp - hao -+
aT kgl

( ho \ exp(-ho / kT ) (19)
B kpt [l—cxp(—fzw/kﬁ'f‘)]’

de onde podemos obter o calor especifico do sélido de Einstein,

(HO)

ds ho exp(hw / kpT')
JdT [

(J:’]‘—:k]; T 9 2
34 (:xp(hﬂ) / kBT)— l]
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que ¢ exatamente a mesma expressiao calculada anteriormente no contexto do
cnsemble microcanénico.
Utilizando a equagao (15), podemos calcular a energla interna por oscilador

como funcao da temperatura,

fiw
c:xp(ha) / F\'Bl”)—l 1

u = —l—ilnz :—ianl :lha)+
N dp ap

(b1)
que corresponde & mesma expressao obtida no capitulo anterior. Como vamos
ver mais adiante, essa expressao também coincide coma energia média em funcao
da frequiéncia do modelo de osciladores de Planck para explicar a radiacio do
corpo negro. No hmite classico (kT * hw), temos 4 — kpT, fornccendo um
calor especifico constante com atemperatura {lei de Dulong e Petit para um cristal
unidimensional). No limite de baixas temperaturas (kg7 €hw), n— hw/2, que

¢ o conheceido valor da energia de ponto zero {do vacuo quantico).
5.3 PARTICULAS COM DOIS NIVEIS DE ENTRGIA

Vamos novamente considerar o gas de Nparticulas semiclassicas que podem
ser encontradas em dois estados, com energias £, =0 ¢ & = £ 0, respectivamenle,
numa situacio em que @ energia total do sistema pode tlutuar, mas a temperatura
permanece com um valor fixo 7, Um cstado microscopico do sistema global fica
caracterizado pela atribui¢io do estado de cnergia de cada particula. Podemos,
entao, ntroduzir uma variavel Lis associada a j<sima particula, com j= 1,2, N,
tal que t;= 0, quando a particula j tiver energia nula, ¢ ti= 1, quando a particula
j tiver cnergia £ > 0. Um estado microscdpico do sistema, caracterizado pelo

conjunto de valores {t]-}, tem cnergia

N

E{tj} = Zerj . (59)
j=1

Portanto, a fun¢io candnica de particao pode ser escrita na forma

N
O B
{t.j-} oo to =1

que novamente sc fatoriza dando origem 4 uma expressao muito simples, Z=Z "]V,

ondc
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Z = ZCXP(—)@ &‘t) =1+ exp(—ﬁ E) . (54)

I

Também poderiamos ter obtido esta mesma expressio para a funcio de partigdo,
de forma alternatva, a partir do nimero de estados microscépicos no enscemble

canonico. De [ato, bastaria (er escrito

N N1

H 2 -

Z = EQ(E,N)eXp(—ﬁ E) =
' N[,N’g_):{_)
(N|+Na=N)

onde N| € o nimero de particulas com encrgia £, = 0 ¢ N, € o nimero de par-
ticulas com encrgia & = £ 0. Aplicando o teorema do bindmio de Newton, recu-
peramos o resultado anterior.

A conexao comatermodindmica se laz por mcio daenergia livre de Helmholtz

por particula,

1 1 .
=/F)=-—= lim —InZ =—kpTn| T+ cxp| - h)
= ()= = i iz =Tl e o
A partir dessa expressao obtemos a entropia por particula,
* > expl-e/ kyT
.S:—(}—j:hB In 1+6X[) -—i i I( / i ) , (37}
T kgT )| T L+exp(-g/ kpT)
e o calor especifico,
-V s/ kT
=T 3f - n( € ] cxp(-¢ / kyT) _ (58)
d1 kT [1+exp{-¢ / kpT)]

que coinctde com a expressao obtida anteriormente no contexto do ensemble
microcandnico.
Observando que f= u— Ty, podemos utilizar as equagoes (56} e (H7) para

Cescrever

Ecxp(—&‘ / kB'.[')
u = ,
L+ exp(—e / kBT)

(59
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que jd haviamaos obtido na capitulo 4. A [atorizacéo dafungao candnica de particao
¢ que possibilita a hilerpretagao probabilistica dessa formula, apresentada no
capitulo anterior. De fato, considerando uma tnica particula, as probabilidadces

candnicas de cncontrar essa ]DEII"tICLll'd nos cstados com energia nula ow com ClICrgla

g > (t serao dadas, respectivanmente, por

1 expi—p&
Pl = 7._ e 1J2 - _M , (60)
‘1 ~1

cude

Zy =1+ (?txp(—ﬁf) , (b1)

como na equacio (54). Para £>> 0 (e temperaturas posilivas!), temos sempre
I, > Py, on seja, o nivel de energia mais baixa estd secmpre mais populado de
particulas. Para T'— 0 {isto €, £ — ), Py —1e¢ Py — 0, indicando quc todas
as particulas cstao no estado fundamental, com energia nula, Pafa T — = (isto
¢, B—0), Pp—=1/2e Py, — 1/2,indicando que os dois niveis de energia estdo
icualmente populados (e que a energia interna por particula tende a &2). Ja
nos referimos a possibilidade de inverter o sinal de £, simulando uma situacao
efetiva de temperaturas negativas, ¢m quc as populacoes dos dois niveis estariam
invertdas.

Finalmente, gostariamos de chservar que eliminando a temperatura e subs-
tituindo na cquacgio (b7) recuperamos a mesma equagao fundamecntal obtida no
contexto do ensemble microcandnico,

U
\

(62)

szs(u):—kﬁ 1—% In l—%J—JcB%llle

justificando a perfeita equivaléncia entre os dois enscinbles.
54  GAS DE BOLTZMANN

Permitindo que a encrgia total possa flutuar, mas mantendo o sistema em
contato comn um reservatorio térmico a uma determinada temperatura 7, ¢ muito
ficil calcuiar a funcio candnica de particho associada ao modclo do gis de
Boltzmann, definido no capitulo anterior. Vamos novamente considerar o conjunlo

de nfumeros de ocupacao, {N}-;j =1,....N},cmque Nj- designa o ntuncro de par-
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ticulas com energia £;. Dados a energia total Ke o nimero total de particulas A,
no capitulo anterior ja tinhamos estabelecido que o numero total de microestados

acessiveis ao sistema ¢ dado por

Q({Nj};E,N) - v (63)

i

COIM as resiricocs

T —_ T "
N = Z Ni. (64
z
[
t N
L 2_5.}A_/ : (65)
i

A fungdo candnica de particao pode, cnldo, ser escrita na forma

Zz=YolIn. V. r Nlexp(-8E N BeiN; |, (0
ol 2 ol o |

onde permanece na Gllima soma a restricdo (64), lixando o nimero total N de
particulas. Uma aplicagao dircta do tcorema multinomial (que ¢ uma simples
generalizacao do teorema do bindmio de Newlon} permite-nos cscrever Z= 7 1\,

onde

71 = Zcxp(—ﬁ&‘j), (67)

F

{fornecendo novamente uma forma fatorizada para a [ungio de particao (e cor-
roborando os resultados que ja haviam sido obtidos no capitulo anterior por mcio
do ensemble microcanonicol,

No contexto classico, o gis de Bolizmann ndo passa de um oy madel, pois
nio ha possibilidade de interpretar a discretizacio da cnergia, No entanto, mais
adiante vamos ver que introduzindo cortas corregoes a expressao {67) corresponde,

de fato, aos resultados do limite classico das estatisticas quanticas para o gas ideal.
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Nesse caso, o indice jdeve ser interpretade como o demarcador do estado quantico
de particula tinica (que vamos chamar de orbital, emprestando a linguagem da
quintica); no orbital j a particula tem energia £;. Com essa interpretacao, a formula
dafuncao candnica de parti¢io Z deve também ser dividida pelo [ator de contagem
corretade Boltzmann, N, alim de assegurar a existéncia do limite termodindmico.
Todas essas questdes vao flcar claras mais adiante, por meio da analise do limite
classico das expressoces termodindmicas para os gases ideais de Bose-Einstein e de

Fermi-Dirac.

EXERCICIOS

1. A encrgia de nm sistema de N ions magnéticos localizados, a temperatura 7,

na presenga de um campo H, pode ser escrita na forma

N N
H=DY ST-p,HY S ,
i=1 i=]

onde os parametros D, u, ¢ H sao positivos e §;=+ 1, 0 ou = 1, para qualquer
sitio 7. Obtenha expressdcs para a cnergiainterna, a eniropia ¢ a magnetizagao
por sitio. Para campo nulo (H = 0), eshoce grificos da energia interna, da
entropia e do calor especilico contra a temperatura. Indique claramente o
comportamento dessas grandezas nos limites 7'— 0 ¢ 7 — =, Calcule o valor

esperado do “momento de quadrupolo”,

cem fungao do campo ¢ da temperatura.

2. Considere mun sistema magnétco unidimensional de Mspinslocalizados, atem-

peratura T, delinido pela energia

N N
H=-] > 0;0; — U, HZ a; .
=1,35,....N-1 i-1

onde os parimctros f, u, ¢ H sdo positivos ¢ o, = + 1 para qualquer sitio ¢.
Suponha que A'seja um numero par e obhserve que a primeira soma € sobrc os

valores impares dc 1.
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(a) Obtenha a fungio de parti¢io candnica e calcule a energia interna por
spin, u = u(T, IT). Esboce um grafico de w{7, /= 0) contra a temperatura
T. Obtenha uma expressao para a cutropia por spin, s= s(7, H}. Esboce
uwm grafico de s(7T, H=0) contra 7.

(b) Obtlenha expressoes para a magnetizagiao por particula,

]\’
nm = m('f‘,H) = % ,LtUZU,_- P
=1

i

e para a suscetibilidade magnética,

. dm
x-atran)=( )

Esboce um grafico de x (1, H=10) contra a lcmperatura.

3. Counsidere um sistema dc¢ N particulas classicas nao-ileragentes ¢m contato
comum reservatorio térmico a temperatura 7. Cada particula pode ter en crgia
0, €> 0 ou B¢ Obtenha uma expressao para a fungio candnica de particao e
calcule a energiainterna por particula, u= (7). Esboce um grafico de wcontra
T (indique claramentc os valores de u nos limites 7— 0 e 1" ). Calcule a
entropia por particula, s=s(7), ¢ esboce um grafico de s contra 7’ Eshoce nm

gralico do calor especifico contra a tem peratura,

4. Um sistema de N osciladores quanticos localizados e independentes estd em
contalo com um reservatorio térmico a temperatura 7. Os niveis de energia

de cada oscilador sao dados por

1
E, = hﬂ)o n+-‘-5 . cOm n = 1,3?5’ 7,,,,‘

=

Note que n € um namero iniciro e impar.

(i)  Obtenhauma expressao paraa encrgiainterna u por oscilador ¢m funcio
da temperatura T. Esboce um grifico de u contra 7. Qual a expressio de
u no limite classico (fiw, <€ kyT)?

(it} Obtenha uma expressao para a entropia por oscilador em funcao da tem-
peratura. Fsboce um grifico da entropia contra a temperatura. Qual a
expressan da cntropia no limite classico?

{iti) Qual a expressao do calor ¢specifico no limite classico?
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Considerc um sistema cle Nparticulas clissicas ¢ nao-interagentes. Os estados
dc¢ particula Gnica tém encrgia €, = n¢ e sio n vezes degenerados (&> 0;
n=1,2,3,...). Calcule a fun¢io de parti¢io candnica desse sistema. Oblenha
expressdes parda 4 cnergia interna e a entropia e fungio da temperatura.
Quais os valores da entropia e do calor especifico no limite de altas tem-

pcmturns?

U conjunto de N osciladores clissicos em uma dimensao ¢ definido pelo

hamiltloniano
N 1
: 9
H = ot maJ2( =
Zl’ 2m bi 2 i

Utilizando o formalismo do ensemble candnico no espaco de lase classico,
oblenhaexpressdes paraa fungio de partigio, a energia por oscilador, a entropia
por oscilador e o calor especifico. Compare com o limite classico dos resultados
quinticos. Calcule uma expressdo para o desvio quadritico da energia em

[uncao da temperatura.

Considere novamente o problema anterior. A fun¢ao canonica de parti¢ao

pode ser escrita na forma integral

Z(B)= J_l(ﬁ)exp(—ﬁE)dE,

onde (ML) é o namero de estados microscopicos acessivels ao sistema com
energia I {tanto em Z(B) quanto em {(L) cstamos omitndo a dependéncia
com o nimero Nde osciladores, que permanece sempre constanic]. Conh ecendo
Z(8) a partir do problema antcrior, [agaumaantitransformada de Laplace para
obter uma forma assintética (no limite termodindmico) para £(L). Compare

com a expressao quc ja foi calculada direltamente ne ensemble microcandnico.

Um sistema de Nosciladores unidimensionais localizados, a uma dada tempe-

ratura 7, & delinido pelo hamiltoniano
N 1
9
A = he =V la.
=3 gt evia)].
1=

onde
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I 99 .
Ema)q para ¢ >0,
Vig)=
] 3 [y
5 m aJ‘)grz +& para g <0,
com £ ().

{i} Obtenha a fungio de particio candnica desse sisterna classico. Calcule a
cnergia interna por oscilador, #= (7). Qual a lorma de u( 1) nos limites
E—=0cg—s

(i) Considercagora o andlogo quintico desse modelo no limite £—» 0. Obtenha
WA ¢Xpressao para a funcio candnica de particao. Qual a energia interna

por oscilador desse analogo quantico?



