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7.2  TENSEMBLE GRANDE CANONICO

Vamos agora considerar um sistema S em contalo com um reservatorio R
de calor e de particulas (isto €, com a temperatura ¢ o potencial quimico fixos}.
O sistema composto estd isolado, com energia total £, e nimero total de particulas
N, (porsimplicidade, considcramos um sistema puro, com um unico tipo de com-
ponente}. A parcde ideal que separa os subsisicmas ¢ diatérmica e permedvel,
mas permancce fixa, impedindo quaisquer alteragoes de volume. Utilizando o
postulado [undamental da mecinica estatistica, a probabilidade de o sistema §
ser encontrado num particular estado inicroscipico j, com energid Ej ¢ namero de

particulas }-, pode ser escrita na forma

Pj = CQR(EU - h‘j,;’\f() —f\rj) , (3%

onde ¢ é uma constante ¢ (p(E, N} ¢ o nimero de estados microscopicos aces-
siveis ao reservalorio Recom energia Ee namero de pavticulas N (estamos omitindo
a dependéncia com o volume, que sempre permancce fixo). Podemos, entio,

cscrever a expansao de Taylor

dIn)
In P; = constante + TR (—I'J -)+
1 JE L K
: 7 Eg, Ny

, (91)
dlnQ
a—VR -N; ) R
£ Ly.No
Usando a delinicao de entropta proporcionada pelo segundo postulado damecinica
estatistica, temos
dlnQg 1 Qg u

= e = - , 35
JE gl IN by T )

onde Te usio a temperatlura e o potencial quimico do reservatorio. No limite
de wm reservatorio sulicientemente grande, podemos abandonar os termos de
segunda ordem na expansio (34). Portanto, temos

E] 'U!\’Yj

+ ,
kT eyt

In PJ.,- = constante — (5063

ou seja,
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1 -
Py = ;exp(—ﬁEj +ﬁ,uNJ,,-) , (37)

onde a grande fungac de parti¢io = ¢ dada por

E= 2 exp(—ﬁEj + ﬁuNj) : (38)
J

() ensemble grande canénico é constituido pelo conjunto {j ,Pj- /, de microestados j com as
suas respectivas prrobabilidades P) dadas pela equacio (377). No caso de um [luido puro,

a grandc fungao de particdo = depende das variaveis 1, Ve p.
(A) CONEXAO COM A TERMODINAMICA

Como no caso do ensemble das pressoes, a soma sobre os microcstados na
cquacao (38) pode scr rearranjada. Somando-se primeiro sobre os estados com
um nimero fixo de particulas e depois efetuando uma soma sobre todos os valores

de N, temos

== zexp(ﬁﬂN)Eexp[—ﬁEj(N)], (39)
N ]

7

ondc a soma em jdeve ser restrita aos microestados com um determinado niamero
N de particulas. Essa soma, no cntanto, € uma funcao de particio candnica.
Portanto, utilizando a notacgio 7= Z{(#, N), para cvidenciar a dependéncia com

B e N, também podemos escrever

== %exp(ﬁ/_IN)Z(ﬁ,fV) . | 40

Para estabelecer a conexdo com a termodindmica, vamos substituir a soma

na equac¢ao (40) pelo seu termo maximo,

== Zexp(ﬂyN +InZ)~ exp[—ﬁ min (—kgl InZ — ,uN)}. (41
N
N

Reconhecendo a identificacdao entre — kgTln Ze a energia livre de Helmholtz F,

também podemos escrever
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=~ cxp[—ﬁ min {F—,U.N}} , (42)
N

ondc o processo de minimizagao € equivalentc a uma translormacao de Legendre
da fun¢ao cnergia livre de Helmholiz Fem relacao ao numero de particulas N,
produzindo o grande potencial termodinidmico P (que deve depender da tem-
peratura e do potencial quimico). Esse raciocinio heuristico sugere que a
conexio entre o ensemble grande candnico ¢ a termodinémica seja dada pela

correspondéncia

- exp(—ﬁ (I)) . (13)
No caso de um fluido puro, podemos explicitar as varidveis independentes,

(I):(I)(T,V,ﬂ)% %1113(T,V,,u). (14)

Na realidadce, a conexao deve ser definida no limite termodinamico, que, nesse

caso, corresponde ao limite V— «©, com a temperaturae o potencial quimico [ixos,

o(T.u)= —% lim l}lnE(T,V,,u.), (15)

Ve ¥

onde ¢ = $(T, p) é o grande potencial termodinamico por volume. Utilizando a
relacio de Euler da termodindmica, mostrase que P = U- 75— Nu=-pV. Portanto,
o grandc polencial termodindmico por volume, é = D/ V, corresponde ao valor

negativo da pressio {como [ungio da temperatura e do potencial quimico}.
(B) FLUTUACOES DA ENERGIA E DO NUMERO DE PARTICULAS

No grande ensemble, a energia ¢ o nimero de particulas podem flutwar em

torno dos valores esperados,

<F‘j> =5 ) E; CXP(—ﬁEj +B,uNJ-) = —%1115+£i]n = (16)
J
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<Nj> = E—I§Nj cxp(—ﬁEj +,8ﬂNj) = —%5%— In=. (47)

O valor esperado da cnergia pode ser escrito de uma maneira mais simples, seme-
lhante a forma adotada no ecnscmble candnico, se usarmos a definicio de fugu-

cidade (também chamada atividade),
z= exp(ﬁ,u) , (48)

a fim dc expressar a grande [uncao de particio E em termos das novas varifveis
independentes z ¢ 8 (e do volume V, que permanece fixo e vai ser omitido para

simplificar a notacdo). Assim, temos

2=2(xp)= 2" exp(-pE; ) = ¥ 2(B.N), (49)

j N=0)

onde a altima soma € um polinémio em z cujo coeliciente do termo genérico 27
¢ uma funcao canodnica de partigiao para um sistema com N particulas. Em termos

dessas novas variaveis, podcmos, entao, escrever
—=-1 - N .)7 i =
7

—

que € analoga (mudando Z por Z) a férmula do valor esperado da energia no

ensemble candnico. Também temos

(v;)=2"! §szNf exp(-pE; ) = z%lnE(z,ﬁ) . (51)

Utlizando a equagiao (44) para o grande potencial termodindmico, ¢ Facil mostrar

4 i . ~ -
que osvalores esperados (E},-_} e(N?-> correspondem, de fato, aosvalores terinodinimicos
da energia interna U/c do niimero de particulas N do sistema sob consideragio.

O desvio quadratico médio do ntimero de particulas ¢ dado pela expressao

<(AN)2>ﬂ (Nj—<Nj>)2 L9z (59)

Portanto, utilizando aidentificacao dada pela equacio (44) para o grande potencial

termodindmico, temos
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] 2 1| oN _.
)]

onde N é o ndamero termodinamico de particulas (que corresponde ao valor
esperacdo &Nl') Como o desvio quadratico médio ¢ posttivo (e o volume csta fixo),
mantendo a lemperatura constante, a concentragao p = N/ Vdeve aumentar com
o potencial quimico. Vamos agora escrevera expressao do desvio quadritico médio
em Lermos de grandezas mais conhecidas. Utilizando a relacao de Gibbs-Duhem

da termodindamica, temos

. v
du = —%d'f‘ +ﬁdp . (h4)
Portanto,
(@_j _v(op . (ﬂj _Viap (55
N )y NAON )py EVipn NGV )rwn

Utilizando agora a representacdo de Helmholtz da termodinamica, podemos

escrever a relacao de Maxwell

&), :
dN TV IV T.N. o)

Portanto, temos

(&), (%), )
ON Jry NIV )p N

{Q] - __I (57)
oV )rx  Nixp

<(AN)2> = {{~; —<Nj>)2> - %{ f};’ }T - NkBT% >0, (58)

mostrando que a positividade do desvio quadritico médio estid rclacionada com
o sinal da compressibilidade isotérmica {ou seja, com requisitos bastante pro-

fundos de estabilidade termodinamica). O desvio relativo serd dado por
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<(AN)2> 1/2
]\’,BTKT 1
<1\-’j> v VN

que tende a zero com N para Nsuficientemente grande. As [lutuagoes da den-
sidade, no entanto, tornam-sc exageradamente grandes nas vizinhancas de um
ponto critico, quando &y — . Ha um fendémeno espetacular de opalescéncia
critica, que permite uma visualizacao dircta das flutuagoes de densidade em um
{luido. Nas experiéncias de opalescéncia, joga-sc luz monocromatica sobre uma
ampola contendo um determinado fluido. Acima da temperatura critica, quando
existe apenas uma {ase homogénea, ou abaixo dela, quando existe um menisco
bem definido separando duas tases com densidades distintas, a luz ¢ espalhada
de formahomogénca e uniforme. A opalescéncia comegaa ocorrer nas vizinhancas
da temperatura critica, quando o desvio quadratico da densidade é muito grande,
ocasionando a existéncia de uma enorme variedade de regides macroscopicas do
fluido, caracterizadas por dilerentes valores da densidade. A luz, com um com-
primento de onda bem definido, € reflctida de forma diferente pelas regives de
densidades distintas, produzindo um tipo de brilho € luminosidade que é conhecico

como opalescéncia critica.

(C)  EXEMPLO: GAS IDEAL MONOATOMICO CLASSICO

A funcao candnica ce particao de um ¢is ideal monoatdmico classico pode
3 Im]

ser escrita na forma

3N/2
1 | 2nm v
NIl ga2 ' (60)
Utilizando a equacio (49), temos
© 1 (g VPV o V2
== ZZN s LT V& = exp| 2 m;’ V], (61)
voo N\ Ba B
com a fugacidade z = cxp (Bu). Portanto,
372
_ 21nm 4 .
—In=Z =1z . (62)

Bh? _
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A partir dessa expressio podemos calcular o valor esperado da energiy,
P I g

3/2
11 2nm v )
: E ﬁh2 ’ (©3)

quc deve ser idéntico ao valor da energia interna termodinamica U, ¢ o valor

{Ej>:——é)—ln3(ﬁ,z)=

r | oo

esperado do nimero de particulas,

9/2
d . _ | 2mm = .
<J\I'j>:zaln_l(ﬁ,z)—z[ /3]3,2 J V=InZ, {64)

que deve ser identificado com o nimero Nde particulas do sistema termodinamico.
A partir das equacoes (63) e (64), com as identificagoes (ﬁj} =Ue (_1\9) = N, recu-
peramos a equacao de estado

U= %NkBT (65)

do gas ideal monoatémico cldssico.
Utilizando a equagao (62), que nao apresenta nenhuma dependéncia com
o volume, podemos cscrever diretamente o grande potencial termodindmico do

gas ideal,

c 8/2 ]
_ 1 - _ 2nm . r)/‘;‘ ) U N
(D___ﬁ ln_——V[ 3 ] (JfBl ) exp[ kBT}' (66)

As equacoes de estado na representacao do grande potencial sao dadas por

3/2 :
oD 5 u [ 2mnm 3/2 U
S=-| = =V —kp—— kel )" expl — |, 37
( &TJV’“ (2 iﬁ 1'}( h,2 J ( B ) *l ( kgt (67)
_ 3/2
ad . ZTtm] 3/2 i
N=—] — =V (RgD) exp(— 68
[(’?Ju JT,V [ hQ }CBT (68)

3/2

dP 2mm 5/2 4 _
b= = T Y' expl —— |. 69
! (3\/);;“ ( h? ) (ko) up[kﬂ} o

171



172« Inivedugdo & Fisice Eslalistica

Lssa ultima equacao, para a pressio em lermos da temperatura ¢ do potencial
(quimico, ja tem o statusde uma equagao fundamental, pois poderia ter sido obtida
de maneira imediata pela razao entre o grande potencial termocdinimico e o
volnmie. Agora € facil eliminar o potencial quimico a fim de recuperar todas as

equagocs mals comuns para o gas ideal monoatdémico classico.

*(D) REPRESENTACAO COMPLEXA DA GRANDE FUNCAO DE PARTICAO

Vimos que a grande fungao de particao pode ser escrita como um polindmio

em termos das poténcias da lugacidade «,

[11
I
[1]

(B.z)= > N z(B.N), (70)

N=0

em que o coeficiente do termo genérico z+¥ é uma {uncio candnica de PATECAO
paraum sistema com Nparticulas. A grande funcio de particio constimi, portanto,
wma geratriz para as lungdes candnicas de particao. Vale a pena observar que no
caso de wm sistema real a soma nunca se estende até infinito, pois o volume Vesta
fixo ¢ sempre ha um nimero maximo de particutas que podem ser colocadas
dentro de um dade volume. Vamos agora considerar esse polinémio no plano z
complexo. Como Z(8, N) nio depende dalugacidade, podemos utilizar o teorcma

de Cauchy para cscrever

Z(ﬁ,N): : iz(ﬁ’z)dz, (71

Qs ZNH
C

onde i= V-1 ¢ o contorno G deve envolver a origem. Calculando cssa integral,
€ passivel obler a fungao candnica de particio Z a partir do conhecimento de
uma expressao para a grande funcio de particdo Z (em situacdes muito simplcs,
como 1o caso do gis ideal monoatdmico cldssico, a integral pode ser calculada
explicitamente),

A integral da equacdo (71) pode ser eserita de uma forma ligeiramente

diferente,

1 f 1 N+
LA . r =_ ; -
Z(ﬁ,;\) o §C)‘pl;\/ I In= N inz|dz . s
e
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Utilizando a conexio do grande ensemble com a termodindmica, ¢ lembrando
que estamos interessados no limite assintotico de Z(8, N) para N muito grande,

tamhém podemos escrever

/(/3 I\ "m §f‘xp Nf )}ciz , (79)
C

once a funcao f(z) tem a forma assintotca
f(z) ~ —ﬁv(b(ﬁ,z)— Inz. (74)

A integral da equaciio (73} lembra muito as [ormas assintéticas que podem ser
trataclas pelo método de Laplace, como no caso da equagao (28) para o gas ideal
no cnsemble das pressoes. A generalizagio do méiodo de Laplace para o espaco
complexo, que tem grande utilidade cm caleulos de mecanica estatistica, ¢ conhecida
como método do ponto de sela (ver apéndice A6 ou capitulo 3 de Mathematical Methods
of Piyysics, J. Mathews ¢ R. 1.. Walker, Amsterdam, W. A. Benjamin, 1963).

No caso especilico do gas ideal monoatomico classico, utilizando a lorma

$(B, z) = ¢/ Vdada pela equacao (66), a funcao f(z) podce ser escrita como

5/2

_ Znm
_/(z)—v ﬁhg z—Inz. (75)

O ponto de sela z, sera dado por

2mm 1
]
B~ )

011 SCjd,

o \3/2
1 Br°
n = — _—
v v 2mm (1)
quce ¢ um nitmero real ¢ positivo. Observando que
5 33

. 1 1 h
flw)=5== P >0, (78)

= oyt 2mm

17
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& contribui¢ao do ponto de sela vai ser dada por um contorno paralelo ao cixo

imaginario, de z, — % a z,+ i (ver apéndice A.6). Entdo, temos

x0+if°0
1 . 1 »
Z ~ o J exp Nf(z())+N§f (zo)(z—z0)2 dz =
Xjy—ieo
{79
—1/Y
=[2mN |7 ()| exp[NF(z0 )]
de onde obtemos
2
lim i1]175=j‘(20):1-|'11'1?.'J'—-3'h'1 ﬁh s (80)

Now N 2 27m

em plena concordancia com o resultado que pode ser obtido dirctamente a partir

da [ungdo de particdo candnica do gas ideal monoatémico classico.
#*(E) TEORIA DE YANG E LEE DAS TRANSICOLS DE FASES

Utilizando o formalismo do ensemble grande candnico para um gis classico
de particulas interagentes, C. N. Yang ¢ T. D. Lee [ver Phys. Rev. 87, 104-419
(1952)] propuseram uma leoria geral para a ocorréncia de transicoes de fases,
inaugurando a era dos resultados matematicos rigorosos em mecanica estatistica.
Vamaos considerar um gas classico de particulas monoatémicas dentro de um
volume V, sujcitus @ um potencial intermolecular do tipo csfera rigida com uma
parte atrativa ( lv Ol < 00), como indicado nas figuras 6.4 ou 6.5, De acordo com
acquagao (70), agrande fungao de particdo pode ser escrita como um polindmio

em termos das poténcias da [ugacidade,

M(V)

E(,B,V,z)= z :/:NZ(ﬁ,V,N), (81)

N={)

onde os coelicientes Z(B, V, N) sao fungoes candnicas de particao e o valor M(V)
depende do volume (pois ha um namero maximo de particulas que podem ser
empacotadas dentro de um determinado volume).

Na fase pura de um sistema {Inido, as isotcrmas (pressio p contra o volume

espectlico v a wma dada (emperatura 7') sao fun¢oesanaliticas, bem-comportadas.
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No formalismo do grandc ensemble, a cquagao de estado = /{7, v} ¢ dada pelas

formas paramérricas

P 1 — i
=—InZ{fH,V,z Q9
k’BT If ! (ﬁ 4) ( )
c
1 1 4 _
;—-‘FZEIHH(ﬁ,V,z), (83)

de onde podemos climinar a fugacidade z Vamos considerar o polinémio (81}
em termos de uma variavel z que pode assumir valores complexos. Como todos os
coelicientes sao positivos, as raizes deste polindémio sao pares de nimeros com-
plexos, sem qualquer possibilidade de ocorréncia de uma raiz real (isto é, para
valores fisicos da fugacidadc}, que poderia conduzir a algum tipo de anomalia na
equagao de estado. Tlssa situagao deve corresponder a uma fase pura, cm que a
funcao = H( 1, v) € hem-comportada. Na presenca de uma transicio de fases, no
entanto, asisotermas tém um comportamento singular: a curva da pressao freontra
o volume especifico v pode apresentar um patamar, para um determinado valor
da pressao, assinalando a coexisténeia de duas fases, com volumes cspecilicos dis-
tintos (ver o esquemadafigura 7.1). Yang ¢ Lee mostraram que uma singularidade

deste tipo pode realmente ocorrer no limite iermodindmicodas equagoces (82) ¢ (83).

Figura 7.1 Isoterma (pressio contra o volume especifico) de um fhuido simples abaixo da remperatura eritica,
Auma determinada pressio. ha coexisténcia de duas fases distintas, com volnmes especilicos o ©

ty;, respeciivamente.

No trabalho de Yang ¢ Lece fica demonstrada a existéncia do lunite

P tim —l—lnE(ﬁ,V,l):

kgl Voo V (81)
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para qualquer z > 0, onde a pressao € uma funcao continua e decrescente de z
(portanto, com a convexidade corretal). Também fica demonstrado que, daca
uma regiao R do plano complexo z, incluindo parte do eixo real e livre de zeros
do polindémio (81), a grandeza ln = (B,V, z)/ V converge uniformemente para seu

valor no limite, permitindo o estabelecimento da relacao

L tim lzilnz(ﬁ,v,z) = z;}—? lim llns(ﬁ,v,z), (83)

7 Voo V z Z Ve V

onde podem ser intercambiadas as operacoes de derivagao e de limite. Portanto,
em cada regiao [ do plano complexo z, podemos, de fato, utilizar as formas para-
meétricas (34) e (85) no limite termodindmico a fim de obter a equacio de estado.
Se aregido Rincluir todo o eixo real, o sislema s6 pode existir numa fnica fasc.
ITavendo dnas regioes Ry ¢ Ro, scparadas por um zero real do polindmio, como
indicaclo nafigura 7.2, podem ocorrer formas paramétricas distinias, dando origem
a ramos distintos da equacao de estado, como acontece nas transi¢oes de fascs.
No exercicio 7 damos um exemplo de uma situagao dessc tipo, em que 0s Zeros

do polinémio cruzam o cixo real no limite termodinamico.

fan
g

Tivwa 7.2 Asvegides 1] ¢ [lo, que nio tém zeros no cixo real deo plano 2, dio origem a dois ramos distintos

do grifico de 1 /vecontra z (que explicam aisoterma da figuwra 7.1).

EXERCICIOS

1. Mostre que a entropia no cnsemble grande candnico pode ser escrita na forma

S = —ZP_}- InP,,
7

com a probabilidade PJ dada pela equacao (37),

p;= = cxp(—ﬁEj +,8}11’V'j) .



0

Iinsemble Grande Canonico e knsemble das Pressoes

Mostre que essa mesma forma da entropia também funciona no ensemble das

pressoes (com a distribuigao de probabilidades adequadal.

Considere um gas classico ultra-relativistico, definido pelo hamiltoniano
AV
o =2 elp]
=1

onde a constante ¢ € positiva, dentro de uma regiao de volume V, em contato
com um reservatorio de calor ¢ de particulas (que define a temperatura I'e o
potencial quimico p) . Obtenhaagrande [ungio de partigao ¢ o grande potencial
termodinamico associados a esse sistema. Obtenhaaenergialivre de Helmholtz
por meio de uma transformacao de Legendre do grande potencial termodi-
namico. Confira seu resultado mediante um cilculo assintouco da [uncio

candnica de particao dada pela forma integral da equagao (71).

Obtenha a grande funcao de particao para um sistema classico de particulas,

dentro de uma regiao de volume V, delinido pelo hamiltoniano

N

. 1 . _
H ZE %Pizﬁ—u(?'i)

Escreva as equacoes de estado na representagao do grande potencial termaodi-
namico. Mostre que tanto a energia quanto a pressao obedecem as equacoes

.. . N - P —
tipicas do gas idcal para qualquer forma do potencial de particula Gnica w( 7).

Mostre que o desvio quadratico médio do namero de particulas no ensemble

grande candnico pode ser expresso pela {ormula
2 o 2 dJ d _
AN ={(N")—(N,) =z—|z—InZlf,z
<(‘{)><1><J> Z&zzgzn(ﬁ)
Obtenha uma expressao para o desvio relativo
9
\/<(AN)”> / (NJ->

no caso de um gas ideal monoatomico classico.

17
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5. Mostire que o desvio quadratico médio da energiano ensemble grande candnico

pode scr escrito na forma

<(A1€)2> = <E?>* (£ >2 - _(g_gl,v ’

'

onde /= (Fj) C a energia interna termodinamica em termos das variaveis 8, z

¢ V. Mostre, portanto, que também podemos cscrever

2 S [ U i du
AE) >: kpl (——] +—(——}
<( T}, vy T\ du TV

Sugestao: utilize as transformagdes jacobianas do apéndice A5, A partir dessa

ultima expressao mostre que

2 2 9| dU dN
AE)>=<AE > + T‘[ ) (—j -
<( (A£) an B IN Jry\ 9T )y,

_E dU] JN
TAIT Jy i\ ot )y |

onde

<(AE)2> = JVJ’(,HT(-J{.‘\_.'
£

€ o desvio quadritico da encrgia no ensemble candnico. Finalmente, mostre

que

(@] (é&) _u_[a_vj (8_N] _
ON Jpy-\ 9T v T dT Jy y\ du Ty

9
_1(oN [ U 0
T\ )r i |NIN Jpy ’

pois
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I
<(AN)2>=RBT ‘3—‘7\ >0.
OH Jpy

6. Auma determinada temperatura 7, unrasuperficic com N, centros cle adsorcio
tem N < N, moléculas adsorvidas. Supondo que nio haja interacoes cutre as
moléculas, mostre que o potencial quimico do gds adsorvido pode ser eserito

na forma

U =kytfIn (N(J -N)a,(T) .

Qual seria a interpretacao da fungao a(17)?

~F

A grande fungdo de particio para um modclo estatistico simplilicado € dada

pela expressao

E(Z,V) = (] +Z)V(1 +z(xv) .

onde @ ¢ uma constante positiva. Encontre as formas paramdiricas da equacio
de estado. Elimine z graficamente para esbogar a curva da pressao contra o
volume especifico. Mostre que ha uma transicao de fase (de primcira ordem):
calcule o volume especifico das [ases em coexisténcia. Encontre os zeros do
polinémio Z (z V) no plano complexo z ¢ mostre que ha um zero em z =1 no

limite V— o5,



