GAS IDFAL QUANTICO

Um sistema quantico de N particulas idénticas pode ser represcntado pela

fun¢ao de onda
‘P:\P(qls-“s(/h’)= (1

ondc q; designatodas as coordenadas da particula j (posicao ¢ spin, por exemplo).
No entanto, nem todas as fungoces de onda desse tipo, que satislazem a equacao
de Schroedinger independente do tempo, sdo representacoes aceitaveis de um

sistema quantico. Exige-se também a propricdade de simetria,
q’((h,...,qi‘,...,qu,...,(jxv) = ily(ql,...,(]j,...,([?,...,(L\V) , (2)

indicando que o estado quantico do sistema nédo sc altera quando se (rocam as
coordenadas ce duas particulas. As funcoces de onda simétricas estao associadas a
particulas de spin inteiro (folons, fonons, magnons, atomos de Hed). Essas par-
ticulas sao denominadas basons e obedecem a chamada estaiistica de Bose-fiinstein.
As funcoes de onda anii-simétricas cstao associadas a particulas de spin semi-interro
(elétrons, prolons, néutrons, atomos de Hed), Essas particulas sao denominadas
Sfermiions € abedecem a esiatistica de Fermi-Dirae.

‘amos, por exemplo, considerar um sistema de apenas cuas particulas
idénticas e independentes (ou s¢ja, praticamente nao-interagentes), dado pelo

hamiltoniano
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MH=H +Hs , {(3)

onde

= Qin B V(T 4

para j =1 ou j= 2. As autofuncoes do hamiltoniano #, correspondentes a uma

dada energia £, podem ser escritas na forma de um produto, Yo, () g, (r0),

tal que

H Wy, (1) = 4 Wy (1) )
e

HoWpy (T2) = Eny Wy (T2 ) (6)
com

E=¢, + Eny - (7)

Os estados quanticos aceitaveis do sistema, no entanto, sio representactos pelas

combinacgoes lincares simétrica e anti-simétrica desse produto,

.. 1 - _ - -
sy (7'1 ’ ’fg) = @[Wnl (Tl ) LT (?’2 ) + Yo (rQ ) L (TJ. )] ")
[
- . 1 ~ - . _
Y4 (r'] ’“‘2.) = E[Wﬁl (Tl)tffng (7-2)“ Y, (TQ)W?I.Q (’1)] . (D)

Vamos chamar 4,,(7 ) de orbital o estado de particula unica. Note que W, = 0 quando
m = ng. Portanto, no caso dc [érmions nao pode haver duas particulas no mesmo
orbital (ou scja, com o mesmo conjunto de niimeros quanficos}, de acordo com o
principio de exclusdo de Pauli. Todas as evidtncias experimentais apéiam essa grande
classificacdo das particulas cin bdsons (funcdes de onda simétricas) ou [érmions {fun-
¢Oes antisimeétricas). Tem havido esfor¢os para a consideracio de estatisticas inter-

mediarias, que permanecent, no cntanto, como simples especutacdes matematicas.
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A tuito de ilustragido, vamos agora construir explicitamente os estados
quanticos de um sistema de duas particulas idénticas ¢ independentes supondo
quc os mimeros quanticos dos orbitais (7 € ny) possam assumir apenas frés valores

distintos {que vamos chamar 1, 2 ¢ 3). Temos entio as seguintes possibilidades:

(i) sc as particulas forem bdsons, ha seis estados quanticos do sistema, rela-

cionados na tabela abaixo (onde as letras A ¢ Bdesignam as particulas).

1 2 3
A B - - Wl(’r_‘l)wl("_"?)

- | AB| - wo (7] Jwa(ry)

_ - | AB wy (7 )y (7o)

T I N P P AT
- A B \—;E[wg(ﬁ)lﬂg(iﬁW‘z(’a)lﬁs(ﬁ)]
A - | B jg[uﬁ(ﬁ)w(h%wl(?‘z)‘!f:a(ﬂ)]

Nesse caso, embora as letras A e B tenham sido usadas para indicar as par-
ticulas, a troca de A por B nao leva a um novo estado do sistema (isto €,
as particulas sio indistinguiveis). Ha, portanto, apenas esses scis estacos
disponiveis para o sistema;

(i1} sc as partculas forem férmions, vamos ter apenas trés estados quanticos

acessiveis a0 sistema, devidamente indicados na whbela abaixa.

Poderiamos ainda introduzir, como ilustracdo, um caso semiclassico, em
que nao se exigem propriedades de simetria das fungocs de onda. Nesse caso, as

particulas sao distinguiveis e teriamos a chamada esialisiica de Maxwell-Boltzmann.
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Vamos ver mais adiante que essa estatistica corresponde, de [ato, ac limite classico

das estatisticas de Bose-Finstein e Fermi-Dirac. A tahela abaixo represenla esgue-

maticamente os nove estados desse gas de duas particulas distinguiveis.

1 2 3
AB| - -
- |AB| -
- - |AB
A B -
B A -
- A B
- ¥ A
A - Vi
B - A

8.1 ORBITAIS DI UMA PARTICULA LIVRE

Vamos, inicialmente, considerar uma particula de massa m, em umadimensio,

numaregiao de comprimento L {isto é, com a coordenada x entre O e L). Levando

em conta apenas as coordenadas de posigao, o orbital s, (x) é dado pela solugao

da equagao de Schroedinger,
ﬂWw (x) = 6’” Wﬂ, (x) b

onde

1 9 hg (l?

2m 2m Jy”

af

Temos, portanto, solucodes da forma

v, (wc) = ™ COm

(10

(1%
ﬁQkQ

= . (12)
2m

A quantizacao da energia é introduzida por meio das condigdes de contorno.

Por pura conveniéncia, vamos adotar condigoes periddicas de contorno (como

estamos interessados na conexdo com a termodinamica, que se verifica apenas no
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limite termodindmico, as condicoes de contorno nao devem ter qualquer intfluéncia

sobre os resultados [isicos finais). Entao, vamos supor que
W (x)=w, (x+L). (18)

Portanto, exp{ikL) = 1, de onde kL = 2mn, ou seja,

21
h=—mn, com n=0+1,£2,£3,... . (14)

Para I. muito grande, o intcrvalo entre dois valores consccutivos de & € muito
pegueno (igual a 27/L). Podemos, entio, substituir uma soma em & por uma

integral em dk,

. dh L :
%;(!{) — J Ef(k) = gjrm_/ (£). (13)

I

Mais adiante vamos utilizar esse resultado. Apenas precisamos tomar cuidado
quando a funcao f{k) tiver algum tipo de singularidade.
‘Todos esses resultados podem ser facilmente gencratizados para trés dimensoes.

Nesse caso, (emos

lgf(?_‘) ={ exp(ik - ?:) , (16)
com

- 2r ., 2 . Z2m

k= —mye, +—my ey t——mge,, (1N

—_ —_
onde my, Mo € My SA0 INLEITOS, €, & € &, SA0 VEloresunilarios ao longo dasdirecoes

cartesianas ¢ a particula estd dentro de uma caixa de lados Ly, Ly ¢ 1.3. A energia

do orbital sera dada por

ﬁQkQ
£. = . (18)
‘ 29

A transtformacio de uma soma em umaintegral se faz de maneira analoga, mediante

relacao

183
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- v g -
Zf(k)—)—g".d kf(k). (19
ki (?.ﬂ:)

ALC agora construimos os orbitais com basc apenas nas coordenadas de
posicao. Pode haver, no entanto, outros graus de liberdade: spin, isospin etc.
Paralevar em conta o spin, podemos caracterizar um orbital pormeio dosimbolo
J= (/?,(r), que inclui ¢ vetor de onda “I_:, associado aos graus de liberdade de
rranslagao, ¢ o numero quantico de spin ¢. Para particulas livres, na auséncia
dc termos de spin no operador hamiltoniano, o espectro de cnergia contintua

sendo dado por

h25r?
Om (20)

E]' = 8;’{")0_

Na presenga de um campo magnético 77, levando em conta a interacao entre o
spiit e 0 campo, o espectro de energia de uma particula livre de spin 1/2 scra

dado por

N 5
I TRG T gy

—tplio, (21)
ondc a constante g € o magneton de Bohr ¢ a varidvel de spin ¢ pode assumir
osvalores + 1.

Alinguagem dos orbitais ¢ muito interessanic para tratar situacdes em que
as particulas tém uma cstrutura interna complexa, como o caso de um gas diluido
dc moléculas diatémicas. Os modelos clissicos para um gas de moléculas dia-

Wmicas (1m rotor rigido em (rés dimensdes ou um rotor com eixo vibrante, que

Ja foram propostos nos exercicios) sio incapazes de explicar o comportamento

de certas grandezas termodindmicas, como a dependéncia do calor especifico a
volume constante corm a temperatura. O hamiltoniano de uma molécula diatomica
pode ser escrito na forma de uma soma de varios lermos, representando dife-

rentes graus de liberdade, que ndo sc acoplariam em primeira aproximacio,

-q{mol = ﬂh‘ + 9[(’[ + Hrm’. + }[vib teee (22)

O primeiro termo representa a translacio do centro de massa, caraclerizada pelo
_%

vetor de onda k. O scgundo termo se refere aos estados eletronicos, que podem

ser calculados supondo que os niicleos estejam fixos (na chamada aproximacio

de Born-Oppenheimer). Os cstados eletréinicos excitados estio, em geral, muito

acima do nivel [andamental e praticamente nio contribucm para a encrgia livre
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termodinimica. O termo scguinte, 94,,, corresponde as rotagdces cm torno de uim
eixo normal ao eixo da molécula, com momento de inércia [ (as [uncgoes de onda
sio harmonicos esféricos, caracterizados pelo namero quantico de momaento
angular e pcla sua projecao my, com degenerescéncia 2/ + 1). O termo H,,
representa as vibragdes ao Jongo do eixo da molécula, com uma frequiéncia [un-
damental @ associada & forma do minimo do potencial molecular. Levando em

conta apenas csses lermaos, (emaos

w2k? R 1 |
L= e, =Sk P+ — 03
€28 I om + Y (_[+1)+hco n+ 5 ) (23)

onde n e Jpercorrem os niumeros inteiros, a partir de zevo. Mais adiante vamaos

ver algumas consequéncias dessc resultado.
8.2 FORMULACA() DO PROBLEMA ESTATISTICO

Devido is propriedades de simctria da funcao de onda, um estado guantico

do gas ideal fica inteiramente caracterizado pelo conjunto de niumeros

{71.1,712,...,?-1j,...}={nj}, (24)

onde j designa o estado quantico de um orbital e 7;€ o namero de particulas no
orbital 7. No caso de férmions, € claro quc n; = 0 ou 1, para qualquer 7. No caso
de bdsons, no entanto, 7 pode variar de 0 a N, onde N€ o ninicro total de par-

ticulas. A energia do sistema correspondente ao estado quantico {wj} é dada por

E{nf} - z S (25)
J

onde & ¢ a energia do orbital 7. O nimero total de particulas € dado por

N :N{nj}= nj (26)

E importante notar que no tratamento estatistico quéntico do gés idcal estamos
preocupados em saber apenas quanias parliculas estao em cada orbital. No cuso
classico, represcntado pelo modelo do gas de Bolzmann, em que as particulas

sao distinguiveis, precisarfamos saber guais particulas estdo em cada orbital.

187
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No ensemble canénico, podemos escrever a funcio de partgao do gas ideal

quantico na forma

Z=2(1.V.N)= ¥ exp|-BY em; |,
o i

)

(27)

onde o problema reside em calcular a soma (que agora nao s¢ tatoriza) sobre os
nimeros de ocupagio com a restricio iuposta pelo nmiimero lixo de particulas.
Essa sitnagdo vai ficar consideravelmente muais simples no ensemble grande candnico
devido aauséncia de restrigdes sobre a conservaciio do niumero total de particulas.

No ensemble grande canénico, temos

E= E(T_, V,y.) = iexp(ﬁyN)z(]”,‘[z” N}=
N=0
= Eexp(ﬁ,uN) Zexp[fﬁelnl —/382!'{2*—...] =
N=0 {";}
(z;‘”‘I:NJ
=y zexp[—ﬁ(gl =1t )y = ey *,U)}??—..‘:I :
N=(} {“,} (28)

[Z},—n}-;NJ

Como a soma é inicialmente feita sobre o conjunto de niumneros de ocupagao ny,
gy, ..y comaresiricao de que N=n) + ny + ... csleja [ixo, mas depois ha uma outra
somasobre todos osvalores de N, podemos simplesmente fazer uma soma miilti pla
sobre todos os nimeros de ocupacio, sem qualquer tipo de resirigio (o que cor-

responde a um mero rearranjo dos termos dessa somal!). Entdo, (emos

E= Zexp[—ﬁ(&;} — 1t )ny = Bley —,u)ng—...],

(29
npLhg,...

quc agora se latoriza, podendo ser escrita na forma

"y

== Z@XD[_B(E} —»,u.)nl] ZCXP[—ﬁ(EQ —,U)’.'IQ] eey (50)
ng
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ou seja,

[1]
1l

E(T,V,y)—n-{zcxp —ﬁ(ej—,u)n] . (31)

j

Apartr de Z, usando o formalismo do cnsemble grande canodnico, podemos obler
expressoes para os valores esperados da energia e do niimero de particulas e
cscrever uma equagao para o grande potencial termodindinico. O valor esperado

(;?ij-_;? do niunero dc ocupacio do orbital j pode ser obtido por meio da relagio

<.”j> — _%% Inz. (32)

Cabe agora distinguir entre os dois tipos passiveis de cslatsticas.
Fstatistica de Bose-Einstein

Nesse caso, a soma cm 2 na equagao (31) varia de 0 a o, Lntdo, temos

Resid

“cxp[—ﬁ(sj - )n] = {] - exp[—ﬁ(ej - ,u)]}_l . (33)

H=L

Note que essa soma sd pode existir desde que exp[- B(g;— p) | < 1 para qual-
quer j. Levando em conta que o menor valor de £ ¢ 0, temos exp(Bu) <1, on
seja, o potencial quimico pu deve sempre ser negativo. A situacao cm gue p — 0— ¢
muito intercssante, dando origem ao fendmeno da condensacao de Bose-Einstein,

que sera estudado mais adiante. Temos, entao,

In E(T, ‘L-’,,u) = —Zln{] - exp[—ﬁ(ej - ,{L)H. (54)
/

A partir da equagao {32}, oblcmos o numero médio de ocupagao do orbital 7,

() ]

i exp[ﬁ(sj —,u)]—l - (35)

A condi¢ao exp|[~ B(Ej— )] << 1 esta, portanto, relacionada a exigéncia fisica de

quie (12;) = 0 para qualquer orbital ;.

i

189
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Estatistica de Fermi-Dirac

Nesse caso, n 50 podc assumir os valores ¢ ou 1. Entao, remos

z exp[—ﬁ(sj—ﬂ)n]:1+exp[——ﬁ(£]- —u)], (36)

n={)1

de onde vem que

ME(T,V,u) = Zln{l +exp[-—ﬁ(5j —H)” : (37)

J

niao,

)

exp[ﬁ(&‘j —Ju)]+1

podendo-sc notar que ) < (n/) = |, em concordancia com as exigéncias do principio
de exclusao de Paull.
As [6rmulas no ensemble grande candnico para os dois tipos de particulas

(férmions ou bosons) podem scr resumidas pelas seguintes equagdces:

In EJ"I),HE = -_f-z 111{1 T exp[—ﬁ(&‘j - ;1)]} (38)

7

I p—
roD.BE exp[ﬁ(gj—,u)]i]

. (59)

onde FD ¢ BE indicam as estatisticas de Fermi-Dirac e Bosc-Einstein, respecti-
vaniente, com o sinal + para férmions e o sinal — para bdsons. Eim portante notar
que tanto = quanto (nj) estao cxpressos em termos das variaveis independenics 7,
Ve p (que, muitas vezes, nem sao as variaveis mais adcquadas para o problema
fisico sob consideragao). Também € importante lembrar que a conexio entre o

ensemble grande canénico e a termodindmica se faz pormeio da corresponddéncia

E(T.V, 1) — exp[—[)’ (D(T,V_,y)], (40)
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no limite termodinamico (V— ®), e que o grande potencial (crmedindmico pode

ser escrito na forma

O(T,V,u)=-Vp(T,u). 40

8.3 LIMITE CLASSICO

Observando a expressao de { n,j> para lemperaturas baixas (8 grande) vemos

. .- . ! . - . N -
que: (i) nocasode [érmions,{n;) = 1 para €<, 15l0 ¢, para os orbitais com energias

7
mais baixas, ¢ (ﬂj}‘ ~ () para E> e (i) no caso dos hosons, {-"'“’j.\) 7= () para a grande
maioria dos orbitais, cxceto para as energitas mais baixas, quancdo {n,;? = 1.

Na situacao classica nao devemos distinguir entre bésons ¢ [érimions {isto
¢, esperamos obler (wj} < | para qualquer §). Portanto, o caso classico deve cor-
responder a um reglme cm que

exp[ﬁ(ei —,u)] >1, (49
para qualquer 7, ou scja,

z= exp(ﬁu) < 1. (13}

Expandindo as equacoes (38) e (39) para exp(Bu} pequeno, lemos

InSrppr = ZCXP[_B(C-’ —;I)Fézfsxp —2[3(5,}- *,u)]-&--- (44}

J 7

<nj>i~‘i),1ﬂv: = exp[—ﬁ(sj —,u)Hl F exp[—ﬁ(ej —,LJ.)]Jr---} ) (45)

Portanto, o limite classico ficainteiramente definido pelo termo dominante dessas

eXPressoes,

nz,; = z cxp[-—ﬁ(t'_j - U)} ; (40)

7

191
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(nj )d = exp[-ﬁ(&‘j —p’)] ) (A7)
Considcrando um espectro de energia dado pela equacao (20),

9.9
g = = n ke
7 ko Dyn ? {18

femos

(49)

No limite termodinamico, a soma nos graus de liberdade de translacio pode ser

substituida por uma integral. Fntdo, temos

9.9
17 F_— i_ =

nE, = }'( , J‘d‘%kexp Bl EE =
o) :

onde y=28+ 1 ¢ adegenerescéncia dos estados de spin. O grande potencial ter-

modinamico € dado pela expressio

4/2
B 2mm T i
D, = —]/V( e J (ch] ) (-:xp[. il },

que deve ser comparada com o resultado obtido no capitulo 7 (item 7.2.C), no
contexto da mecanica estatistica classica, justificando a normalizacio do volume do
espago de fase classico pela constanite de Planck h e a inclusdo do fulor de contagem correta
de Bolizmann (o fator adicional y nao tem realmente um analogo classico).

Escrevendo a equacao (50) na forma

3/2

; (52)
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obtemos o niumero médio de particulas

2
~Tm (53

d
E n; t=z—Ink&,; = ¥V
i Iz 2 2
]‘ ﬁh .

que deve ser identificado com o nimero termodinamico N. Portanto, podemos

csCrever
N B
exp(Bu)= - 7 (54)
}f(?.‘!tml:BT)
Entao, o limite classico deve corresponder a
N W . N
%/2 < ], {55}

v ]f(‘ZTtmkb,T)'

Para entender o significado dessa Gltima desigualdade, basta observar que

L
~ | =« (56)
N
representa uma distancia intcrmolecular tipica ¢ que
(37)

/]

A= ———
2Tk T

pode ser associado ao “comprimento de onda térmico” de de Broglic. De [ato,

considerando partculas comuma encrgiatipica (3/2)kp! e uma velocidade tipica

U= a/f%kBT/m , temos a {requéncia de de Broglie,

_ 5ICBT ’ {58)
20
de onde se obtém o comprimento de onda térmico
(59)

A= 2= __2h
! v \[BkBTm
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que tem a mesma ordem de grandeza do comprimento A dado pela equagio (57).

Entao, no limite classico devemos ter

N

A B3kpTm |

de acordo com as expectativas usuais da mecinica quintica. As expressoes classicas
devem ser usadas num regime diluido (baixas densidades) ¢ 4 temperaturas sufi-

cientemente altas.
(A)Y DISTRIBU T(:AO DE MAXWELI-BOLTZMANN

Utilizando a equagao (46), podemos eliminar o potencial quinico na cquacao
(47) paraovalor esperado do mimero de ocupagao {w.j-} doorbital j. Vamos escrever
a cquagdo (16) na forma

In=, = zz exp(-ﬁsj) . (61)

J

Portanto, o numero termodinamico de particulas deve ser dado por

i
-

N = zailn o ([)', z,V) = z%cxp(—ﬁ&'j) . (62}

Entdo, a partir da cquacio (47) temos

Nexp|-pe;
<nj->d = zc:xp(—ﬁ&tj) = _fyj;((—ﬁgi)) . (63)
J
Portanto,

() __cxpl-Pe;)
Vo Re(-pe)

(64)

que € a lorma discreta da distribuicio classica de Maxwell-Boltzmann. Uma
cxpressao desse mesmo tipo ja [oi obtida anteriormente, no contexto do modelo

de Boltzmann para um gas ideal cldssico com encrgias discretizadas (sem que, no
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cnianto, [osse apresentada qualquer justificativa para a discretizagao das energias) .

No limite termodindmico, lemos

., 2,2
1% fich -
T CXp| ———— d‘)’k
<ﬂ._’,-> 275)5 2m
- 2id o (tf)(l‘u = ) 5
N 14 BRZEE | 5 (65)
jex —— |d K
(QTE)S 2m
Fazendo fi=mv= hi, podemos escrever
e 32 9
2nhyd ; e
polv) = 47{711‘) o2 exp| — :;UT , (66)
] 2k

como também ja foi obtido anteriormente por meio do ensemble candnico classico.
(B) LIMITE CLASSICO NO FORMALISMO DE HELMHOLTZ

A cnergialivre de Helmholtz dever ser dada pela ranslormada de Legen dre

.F:(D+,uN, (67)

onde o potencial quimico ¢ climinado por meio da cquagao

Jd
N =—| — . :
( au }”_, (68)

Utilizando a expressao do grande potencial termodindmico, dada pela equacao

(51), temos

N Y
Vo3, .. 1 h-
F==kgTN{1+In—+=InT-In| - ——— (69)
N 2 Y\ 2nmig

Com y=1 (ou seja, spin nulo), esta ¢ a expressao da energia livre de Tlelmholtz
que se obtém no contexto do ensemble candnico cldssico com as corvecées que Joram
introduzidas de forma ad-hoc (o fator de contagem correta V! ¢ a divisao do clemento

dqdp do espaco de fase classico pela constante de Planck ).
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A entropia, como fun¢io da tlemperatura, do volume e do namero de par-

ticulas, ¢ dada por

F 7 2 —

S =- i :}\Uﬂ]g lllj—+ijiBNlllT+l\’T,ﬁ'() s (70)
IT )y N 2
onde
5/2
5 e~k In - b

s = —kp ~kpln| — —— : -

0T BT ¥\ 2rmky 7

Utilizando a equacao de estado pV= NkgT', podemos escrever a entropia cm lermos
da temperatura, da pressao e do niunero de particulas, estabelecendo umalormula
particularmente Gl para comparagoes com dados cxperimentais. A expressao
(70), com a constante correta dada pela equacgao (71), é conhecida na literatura
como equacao de Sackur-Tetrode, em consideracao aos trabalhos pionciros da
década de 30 que contribuiram paraaaceitacao definitiva do formalismo candnico
da mecdnica estatistica. Nessa época, ja era possivel calcular a fungao de particao
candnica de gases diluidos a partir de dados obtidos mediante experiéncias de
espectroscopia. Todas as constantes na expressio da cntropia sao importantes
paraascomparacdes cuire acntropia espectroscopica e a entropia termodinamica,

obtida por meio de medidas calorimétricas.
(C)  LIMITL CLASSICO DA FUNCAQ CANONICA DE PARTICAO

A partir da equacgao {61) podemos escrever

=, =exp zzexp(—ﬁej) = izNZd(,B,V,N), (79)
J

=0

onde 7 ,(B, V, N) & a fungio candnica de particao classica em termos de 8, do

volume ¢ do niimero de particulas. Ullizando a definigao

Zy = Zexp(—[ﬁej) .
J

{emos
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==l

exp[zZl] = Zz-‘\"zd(ﬁ,v,N) _ (74)
N=0

Portanto, o limite classico da fung¢iao candnica de particio deve ser dado por

N

; 1
7= —g\]I_I_ZIV = zexp(—ﬁej) , (75)
J

que tem exalamente a mesma forma da [ungao canonica de partigao do modelo
do gis de Bolizmann (incluindoacorre¢ao devido ao falor de contagem corretal}.

Numa situacio em que as particulas tenham uma determinada estrutura
interna (como no caso das moléculas poliatdmicas), a energia do orbital § pode

ser decomposta na forma
&, =&, T & = + Eing » 76
7 k 2,”,’, (76)
onde o segundo lermo depende dos graus internos de liberdade. Entao, temos

k

4= S ) = 2 Ssr{ )
/

Portanto,

2,9 2
1% o — 3k 2rmbp!
A :Zim—-gjd" kexp —’(— =tV 'QIL)B . (78)

(211:) 9 “int 1,2

Para particulas sem nenhuma estrutura mterna {ou se¢ja, com Z; , = 1}, recu-

peramos o resultado para o gas ideal monoatdmico classico,

Y
7, = 1 N 27‘5??1,_];37 , o
el A hg (7

incluindo todas as corvecoes iniroduzidas anteriormente.
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8.4  GASDILUIDO DE MOLECULAS DIATOMICAS

Desprezando as interacoes entre os diversos graus cle liberdade, a fung¢io
canonica de particao de um gas diluido de moléculas diatdomicas pode ser escrita

na forma

3N/2

7= LV‘V 2mkyT LN

T 2 int’ (80)

onde m=my + g ¢ amassa tolal da molécula. Para a grande maioria das moléculas
heteronucleares (isto €, constituidas por dois ntcleos distintos), a fungio de

parti¢ao interna € dada por
Zing =N 72 e Lot Ziip (81)

. o ¢ z ot A O . . s, -~ .
onde y; = (25;+ 1}, §; ¢ o spin do uicleo ¢ (i= 1,2}, g, é a degenerescéncia do
estacdo fundamental eletronico e as [uncdes candnicas de rotacao e de vibracio

sao dadas pelas expressocs

- [5!’:2 _

Zo = > (2] +1)exp| - 2I_](]+1) s
J=0

<
- ) Bha .
!

iy = Ez)cxp —ﬁhw(n+§) = | 2senh 5 , (83%)

n=

onde o momento de inércia I ¢ a freqiiéncia fundamental w estao relacionados
com os parametros moleculares (podendo, em principio, scr obtidos através de
dados espectroscopicos). Observando estas expressoes, podemos definir as tem-

peraturas caracteristicas de rotacio e de vibragao,

()
Il—‘
=— ¢ o, =1 (34)
2kl "y

A equacao (83), para o termo vibracional, ¢ idéntica a funcdo candénica de
partigao do modelo de Einstein, produzindo uma contribui¢io para o calor espe-

ctlico a volume constante da forma
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o ) exp(G)P/T) . (85)
! [exp(@t,/T )- 1]—

Coip = Rp

Para baixas ternperaturas (7<€ ® ), o calor especifico sc anula exponencialmente.
Para altas temperaturas (7 % ©,), recuperamos o resultado classico dado pelo
tcorema da equiparticao, ¢, = kp- Na grande maioria das mol¢culas diatomicas
a lemperatura caracteristica €, ¢ muito grande, exigindo autilizagao cosresultados
quanticos para explicar o comportamento experimental (ver tabela seguinte).
No limite d¢ baixas temperaturas (7 0,), a funcao de partigio rotacional

pode ser desenvolvida em séric,

ot = 2(2.]+1)e>~:p d&j(jﬂ) =1+3exp
j=0 7

20
T

V4 ) P (36)

Temos ¢ntio uma contribuicao para a encrgia livre da forma

C

1 o
Foot = "5 —~In7,, =-3kyTexp| - T, o (57)

Nesse limile de baixas temperaturas, o calor especifico rotacional avolume constante
tambdém se anula exponencialmente com a temperalura, e acordo com a expressao

assintouca

~ 2
cH 20,
=12kn| =L | exp] ——F . (88)
/ Bl f "

N}

No limite classico de altas temperaturas (73 @)}, 0 espacamento entre 08 niveis
rotacionais de encrgia ¢ muito pequeno. Portanito, substituindo a soma por wina
integral na cquagao (82), recuperamos o resuliado clissico, ¢, = kg, ¢cm concor-
dincia com o teorema da cqliparticio da encrgia. Nesse regime, no citanto,
vamos fazer um calculo wm pouco mais cuidadoso. Dada uma funcao ¢ (x) bem-
comportada, podemos escrevera expansao de Euler-MacLaurin (ver, por exemplo,
o capitulo 13 de]. Mathews ¢ R. L. Walker, Mathematical Methods of Physics, Amsterdan,
W. A. Benjamin, 1965),

]- ’ 1 #e )
Xgo” (x =Jg0. dx'+2qo(0) T (o)+%@ (0) -+, (89)
O
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que estabelece as condigoes assintolicas para a transformacio de uma soma em

uma integral. Udlizando cssa expansao, podemos escrever a equacio (82) nalorma

ZJ'O! :L l+l g +L ﬂ R (90}
O, AT sy T

¥

Portanto, a contribuigao rotacional para o calor especifico a volume constante €

dada por

1
Cror = kg ]+E 7

E interessante observar que o calor especifico tende ao valor clissico kpa partr de
valores maiores do que kg, De fato, no caso geral das moléculas diatémicas, o grafico
experimental da contribuigao rotacional para o calor especilico em funcio da tem-
peratura exibe um calombo caracteristico antes de atingir o valor classico (na figura

8.1 esbocamos o calor especifico rotacional avolume constante contraa lcmperatura).

(S |

[ I 15 T/Gr

Figura 8.1  Dependéncia do calor especifico rotacionual com @ temperater,

Na tabcela abaixo indicamos osvalores de © e de @ para algumas moléculas

diatdmicas,

Gis | ©,(K) | 0,(kx10%]
Hy | 854 6,10
Ns | 2,86 5,34
Os | 2,07 2,93
co | 2,77 5,07
NO | 2,42 2,69
e | 15,2 4,14
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Fxceto no caso das moléculas com hidrogénio, a temperatura caracteristica Q¢
pequena, permitindo a utiizacao das formulas classicas. Em geral, 0, ¢ grande,
indicando o congelamento dos grausvibracionais deliberdade. No caso de moléculas
homonucleares (como Hs ou Dy}, a andlisc ¢ um potco mais complicada, pois
temos de levar em conlta os requisitos e simetrizacao dos estados quinticos de

particulas idénticas {hd um problema famoso envolvendo osisélopos do hidrogénio).

EXERCICIOS

1. Obtenhade forma explicita o estado fundamental ¢ o primeiro estado excitado
de um sistcma de dois bosons livres, de spin nulo, em uma dimensao, dentro
de uma regiao de comprimento . Repita o problema com dois {érmions de

spin 1/2.

2. Mostre que a entropia de wm gas ideal quantico pode ser escrita na lorma

§ = —kﬂzl{fj =+ (1 T _fj-)ln(l T f)} :
j

onde o sinal superior (inlerior) se refere « [rmions (bdsons) e

1= ()= 1

exp ﬁ(ej —,u)}tl

& a distribuicao de Fermi-Dirac (Bose-Einstein). Mostre que esse resultado

tambdém é valido no limite classico.

3. Mostre que a cquagdo de estacdo

V=2U
4 3

¢ vilida tanto para bésons quanto para [érmions livres (¢ também no caso
classico) e que um gas ideal ultra-relativistico, com espectro de energia = cfik,

obedece uma equagio de estado semelhante.

4. Considere um gas quantico ideal dentro de um cubo de lado L e suponha que

os orbitais das particulas sejam dados por fungoces de onda que se anulam nas
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supcrticies desse cubo. Encontre adensidade de estados no espaco k. Nolinile
termodinamico, mosire que se obtém as mesimas expressoes lermodinamicas

calculadas com condigoces periddicas de contorno.

Um gas ideal de Nitomos de massa m cstid contido dentro de uin recipiente
de volume V, a uma dada temperatura 10 Calcule o potencial quimico desse
gas no limite classico.

Considere agoraum “gas bidimensional”, constituido por N, particnlas tvres
aclsorvidas sobre uma superficie dedrea A A energia de nma particula aclsorvida
¢ dada por

1 o

EA= 5P —&
2m

onde /_J)e o momento (bidimensional) e £, > 0 ¢ a energia de ligacdo que
mantém a particula presa a supcriicie. No limite classico, calcule o potencial
quimico w4 do gis adsorvido.

A condicio de equilibrio cutre as particulas adsorvidas na superficic e as
particulas do gés tridimensional pode ser expressa em termos dos respectivos
potenciais quimicos. Utilize essa condigio para encontrar a densidade saper-
ficial de particulas adsorvidas em termos da temperatura ¢ da pressio pexercida

pelo gas envolvente.

Obtenha uma expressio para a cutropia por particula, em termos da lempe-
ratura e da densidade, para um gas ideal monoatdimico classico de Nparticulas
dc spin § adsorvidas sobre uma superficic de drea A. Obtenha os valores
esperados de 90, (% e H?, onde # € o hamiltoniano do sistema. Quais as
expressoes do segundo ¢ do terceiro momentos do hamiltoniano em relacao

a0 seu valor medio?

Considere uma mistura homogénca de dois gases ideais monoatéomicos, a lem-
peratura 7, dentro de um recipiente de volume V. Suponha quc existam Ny
particulas do gas A e Npparticulas do gas B Fscreva inicialmente uma CXPressiao
para a grande tungao de partigio desse sisterna (que deve dependerde T, Ve
dos potenciais quimicos 4 e i p). No limite classico, obienha expressdes para
afuncao candénica de parti¢iio, a en ergia livre de Helmholtz Fc a pressao pdo
gas. Mostre que p= py + pp (Il de Dalton), onde 4, (Pp) € a pressdo (parcial)

que teria o gas A (B) se ocupasse sozinho todo o volume do recipiente.

Em determinadas condigoes, as amplitudes clas vibragoes de uma molécula dia-

t0mica podem-se tornar muito grandes, cxibindo certo grau de anarmoni-



e

s Ideal Quantico

cidade. Nesse caso, os niveis vibracionais de energia podem ser dados aproxi-

madamente pela expressao

2

i 1
g, =|n+=lhw-xin+=| hw,
2 2

ondce x ¢ o paramcetro de anarmonicidade. Obtenha uma expansao, até a

primeira ordem em x, para o calor especilico vibracional desse sistema.

A energia potencial entre os atomos de uma molécula de hidrogénio pode ser

represcutada pelo potencial de Morse,

o(r = r -
V(r):V(] CXp "(1—?0) --2(:};1) _ﬁ )

£ &

onde V, =7 % 10—19], r,=8X 10-MUm e a=5x10-1m. Calcule as tem peraturas
caracleristicas de vibragao e de rotagao ¢ compare com os dados da tabela da

secao 8.4.
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