GAS IDEAL DE FERMI

Como vimos no capitulo anterior, dados o volume, a tecmperaturae o potencial

quimico, a grande fungio de partigao para férmionslivres pocde ser escritanaforma

mE(T,V, 1) = Zln{l+exp[—ﬁ(6j —,u)]}, 1)

J

onde a soma é sobre 0s estados quanticos de particula inica. O valor esperado do

nimero de ocupacio de um orbital € dado pela expressao

<nj> ) €Xp[ﬁ(€j —,u)]+1 J ®

ne muitas vezes ¢ conhecida como distribuigio de Fermi-Divac. A conexao com a ter-

modindmica, no limite V— o, & [eita por meio do grande potencial termodiniamico,

(T, V., u)= _%11-.5(7“,1/’,#)_ (3)

Como @ = - pV, temos

j)(T,Ju.) =kl Hm %IIIE(T,V,}.I) . (4)

}—reo
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Apartirde Z, escritacm termos de 8, z=exp(Bu) € V, € facit obter expressocs
para o valor esperado daenergia (que serd identificado, no limite termodinamico,
com a cnergia interna do sistema) e para o valor esperado do ntmero total de
particulas (identificado com o numero termodinamico de particulas). Temos,
Cn1ao, a energia interna,

£

exp[ﬁ(sj—u)]+]

) (5)

U= 2@(7&;-) =2
i J
¢ o numero de parriculas,

N=Z<nj>=z . : (6)

F exp[ﬁ(ej—y)]ﬂ

Muitlasvezes nao ¢ conveniente trabalhar com o potencial quimico fixo. Podemos,
por exemplo, utilizar a equagao (6) para obter p = u(T, V, N) e substituir nas
expressoes da energia interna, da pressao ou do valor esperado de ocupagao dos
orbitais. Mais adiante vamos examinar o problema do gas de elétrons livres como
funcao das variaveis mais convenientes 7, Ve N

Para férmions livres, na auséncia de campos clelromagnéticos, o espectro

de encrgia ¢ dado por

J k.o 2m

No limite termodinamico podemos cscrever

ﬁ2k2

2m

mE= ——V—J-(EBEIH 1+ cxp| =B —u (%)

(2"

onde y= 285+ 1 é a multiplicidade do spin. Portanto, (cmos

~1
9,9
(n]—,>: exp i—ﬁ‘u +1 (9)
' 2m
v , Br212 N
N = y—%JAdjk exp| — - fu |+1 (10
(27-[)- 2m
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U=y

/ 22 n2 K
" Jllgkh ex —/3—5—[3;1 +1] . (1

(275)1"’ 2m P 2m

Devido a simetria esférica do espectro de energia dos férmions livees, podemos
reescrever essas [drmulas utilizando a cnergia £ como variavel de integracio. Assim,

temaos

Inz==yV D 111 I+exp[ ﬁ E u)]}ds (12)

‘3'—'—18

8

N = ylf’J-D(ej)f(e)r!e (13

yVJ.eD( )f (€)de, (11)
0

onde

(e) - 1 -
At exp[ﬁ(e—,u)}«rl (15)

& a tuncio de distribuicao de Fermi-Dirac, e

] C)H? 3/:2 ]/t) 1/‘2
D(e)= gt =Cel”, (16)
47”0’

onde a constante Cdepende da massa dos térmions. Logo adiante vai ficar claro
que a fungao D(E) tem wma interpretacdo fisica muito simples: y D{¢) é uma den-
sidade (por energia e por volume) de estados de particula tinica disponiveis para
as particulas do sistema, .

Na realidade, as expressoes (12)-(16) também poderiam ter sido escritas
para bdsons livres, com pequenas modilicacoes, tomando cuidado para tratar

—
separadamente o termo singular da soma (para & = 0). Vainos agora obter um
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resultacio simples que vale tantio para hosons quanto para férmions livees. Fazendo

por partes a integral da equagao (12), temos

In= = }’L-"CJEVQ 111{1 + e_ﬁ(g_”)}dﬁ = %ﬁy\-”cjsgﬁf(e)de :
O ‘ 0

Intao,

Como @ =—kT1in = = - ##V, temos, finalmente,
3
U=—=pV,
2

que é um resultado vilido até para o gas ideal monoatdmico cldssico.

9.1 GAS IDEAL DE FERMI COMPLETAMENTE DEGENERADO

(17)

(18)

(19

Costuma-sc dizer que uIn gas quantico no eslado flundamental, com a tem-

peratura nula, esta complctamente degenerado. No caso de férmions a tempe-

ratura nula {8 — ), o nimero de ocupacio mais provavel dos orbitais ¢ dado

por uma [uncio degrau da energia (ver figura 9.1), O po tencial quimico a tem-

seratlura nula, designado por €, é denominado energia de ermi. No grafico da
a Ir

figura 9.1 fica muito claro que todos os orbitais estdo ocupados at a cnergia de

Fermi &, mas permanecem vazios para € > €p.

A

0 WT =0} =g 2

Figura 9.1  Funciio de distribmicio de FermiDirac f{e) no zero absoluto.
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famos calcular a cniergia de Fermi em termos do ntimero total de particulas

N ¢ do volume total V. No limite 8 — @, a equacao (13) pocde ser escrita como

er
N =9V jD(s)ds. (20)

{0

Agora vai ficar claro o significado da densidade D{€): basta ohservar os graficos
de D(€) e de D(€) f(€) contra a encrgia € a temperatura nula (ver ligura 9.2). A
funcio degrau f(&) corta D(g) na energia &, Abaixo da ¢nergia de Fermi todos
os estados disponiveis estao ocupados; acima da encrgia de Fermi os estados dis-
ponivels estdo desocupados. A partir da equacao (20) temos

9

.f\f=§stFD(sF), (21)

.

de onde vem que

2/3
2 (on2 Yo N
RELNS B (A (22)

8 y = —
Y om ¥ |4

ou seja, a energia de Fermi ¢ inversamente proporcional a massa das particulas e

cresce com a densidade elevada a poténcia 2/3.

9(5)1 Dis)F(e) A

& & 3 &

Figurs 9.2 Graficos da densidade de estudos P(e) e da fangio ) J{€) cortra a energia £ no estado [unda-

mental. A regido hachurada indica os orbitais ocupados (ate a energia de Formi £,).

Utilizando a equagdo (14), a energia interna do cstado (undamental scra
dada por

YWD (er )eT (23)

U= i

| Ko



210 = Introducdo a Fisica Iistatisticn
A partir da cquacao (19) podemos, entao, obter a pressao

. 5 \2/3 5
ER LR

Epr =
5V T TEm| vy v

(24)

Fssc resultado € particularmente interessante. Mesmo a temperatura nula o gis
de Fermi possui uma certa pressio e precisa scr contido dentro de um recipiente
(mais adiante vamos ver que a pressao € nula no cstado fundamental dos bésons).
Fsta ¢ uma consequéncia direta do principio de exclusiao de Pauli, relacionada
com a propria cstabilidade da matéria (0 mundo certamente nao poderia ser
estivel se [osse constituido apenas por bosons!).

A partir da energia de Fermi, pode-se definir a tempceratura de Fermi,

1
ifB

Trp= Er, (25)

que € um valor caracleristico importantc nos diversos tipos de gas de Iermi.
Utilizando a equacgio (22), (cmos
3, 23
. 3> 62 N /-
Tp =——no ! — — : (28)
2mhkg | ¥ v

Percebesse, entao, que acondigao T 1. corresponde ao limite classico estudado
no capitulo anterior (dimensio interatdmica tipica muito maior do que o com-
primento de onda térmico). Em virios casos de interesse, no entanto, a tempe-
ratura ce Fermi ¢ muito grande, bem maior do que a lemperatura ambicnte {ou
seja, o sistema esta proximo do estado completamente degencrado, onde os eleitos
quanticos sao de fundamental importancia). Na proxima secio vamos ver que
nessas circunstancias é possivel escrever as grandezas termodiniamicas na [orma
de¢ uma séric assintética em termos de poténcias da razao T/ 7.

A teoria do gis ideal de Fermi tem uma série de aplicagdes fisicas, embora
o exemplo mais importante seja a explicacio das propriedades (érmicas e de
transporte das substancias metalicas. Segundo o modelo classico de Drude ¢
Lorentz, as propriedades dos metais podem ser explicadas por meio de um gas
de clétrons liviees. Nos atomos de um metal, os elétrons da ltima camada tém a
capacidade de se liberar dos nicleos, formando em primeira aproximagio um
gas ideal dentro do volume da amostra metélica. Kmbora certas propriedades de

condugao scjam qualitativamente explicadas pelo tratamento classico de Drude
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¢ Lorentz, o calor especilico dos metais varia com a temperatura (violando o
resultado clissico do teorema da cquiparticio da energia) ¢ o nuncro de por-
raclores ¢ muito menor do que previsto classicamente, Os primeiros calculos
quinticos para um gas ideal dc [¢rmions de spin 1/2 foram realizados por
Sommerfeld na década de 30. Dessa forma, foram explicadas quase todas as pro-
priedades basicas dos metais, incluindo a vartacao linear do calor cspecifico a
volume constante com a temperatura e a participacao dos clétrons nas vizinhangas
da encrgia de Ferminos processos de conducao. Mais tarde foram feitos cilculos
para um gés de elétrons na presenca de um po tencial eristalino, dando origem as
bandas de energia, que possibilitam a distingiao entre metais, isolantles ¢ semicon-
dutores. Na presenca do potencial cristalino, os elétrons nao sao totalmente livres:
a estrutura de bandas ainda reflete uma determinada relagdo com os nucleos de
origem. Além dos sistemas metalicos, ha outros sistemas fisicos que também podem
ser explicados por meio de um gas ideal de Fermi, como a matéria nuclear ou um
gis de particulas ionizadas dentro de determinados lipos de estrelas. A tempe-
ratura de Fermi de um metal alcaline, como o litio ou o s6dio, com wm elétron
de condugio por atomo, € tipicamente da ordem de 104K (ou seja, muito maior
do que a temperatura ambiente). Para ter uma idéia das ordens de grandeza
envolvidas, é interessante lembrar que leVde energia corresponde a uma tem-
peratura de aproximadamente 10*K; portanto, a energia de Fermi de um metal
pode serda ordem de grandeza da energia de ionizacao do dtomo de hidrogcnio.
Para o gas de elétrons numa estrela ana branca tipica, 1p ~ 109K {muito maior
do que a temperatura da superlicic do Sol, da ordem de 10°K). Para a matéria

nuclear, a temperatura de Fermi é da ordem de 101K,

0.2 GAS IDEAL DE FERMI DEGENERADO (T < Tg)

Javimos que em casos de interesse a tempcralura ambiente € muito menor
do que a temperatura de Fermi. Por excmplo, no caso dos elctrons de conducao
do cobre, que em primcira aproximacio formam wm gas de cl¢trons livres, a tem-
peratura de Fermi € da ordem de 8 x 104K, Torna-se, entdo, muito importante
estabelecer resultados analiticos para T <€ 1p.

No limite 7€ Tp, a [uncao de distribuigao de Fermi-Dirac (&), esbocada
na figura 3.3, tem a forma de um degrau ligeiramente desbastado. Como funcao
de 7, Ve N, o potencial quimico g deve ser ligeiramente menor do que seu valor,
£r, A temperatura nula. A fungao D(g) f{€) contra a energia € cstd eshocada na
figura 9.4. Grasso mado, poclemos dizer que alguns elétrons que estavam abaixo da
energia de Fermi sao excitados para estados com cnergias superiores a &g Essa

alleracio se verifica numa pequena faixa de energias, da ordem de kg7, ecm torno

211
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de gp. Portanto, o niimero total de elétrons excitados sera daco aproximadamente

pela expressao

AN = yD{ep \VkpT . (27)

Figwa 9.3 Funcioe de distibuicio de Fermi-Dirac no limite <€ 1.

Dig)f(a) A -

P.‘I &

Figura 9 Fungido D(e) f(g) contra a energia € no limire '€ 7.,

A variagdo total de energia destes elétrons é dada por
AU = kyTAN = VyD(e 1,-)(if,BT)2 : (28)

Portanto, temos o calor especifico a volume constante,

1 [@AU

v="771 3
g

_ v )
- ~ 27— Dep)h,T . (29)
!.'\’ }V’N N b
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Udlizando a equacao (21}, podemos cscrever

oy = Sky TT . (50)
I

que dilere radicalmente do valor constante, ¢y = 3kp/2, previsto para um gis
classico.

Fssa dependéncia lincar do calor especilico com a temperatura, deduzida
aqui de mancira puramente qualitativa, €, de fato, obscrvada experimentalmente.
A temperatiura ambicnte, a contribuicao eletronica para o calor especifico deum
cristal metalico & muito pequena (pois acaba sendo mascarada pela contribuicio
dos graus elasticos de liberdade). A baixas temperaturas, no entanto, o calor espe-

cifico de um metal pode ser bem ajustado com uma lei do tpo

oy = ¥T + ST, (31)

onde ye 8sao constantes e o segundo lermo esta associado aos graus elasticos de
liberdade da rede cristalina (fonons). Para ¢ncontar a constante vy, costuma-se

lazer um grafico de ¢/ 7 contra T,
v

1
;ffv =y+ 01", (32)

A extrapolacao linear dos dados experimentats desse gralico, no limite 12 =0,
fornece diretamente ovalor de . Natabelaabaixo damos valores teéricos (obtidos
por meio do modelo do gas de elétrons livres) ¢ experimentais para a constante

v de alguns cristais metilicos, em unidades de 104 cal x mol-! x k-2,

Metal | ¥y Yexp | Yexp / Vivor
Lt 1,8 | 4,2 2,9
Na 2.6 | 3,5 1.3
K 4,0 | 4,7 1,2
Cu 1,2 | 1,6 1,5
Fe 1,5 12 8,0
Mn 1.5 40 27

No caso dos metais alcalinos e do cobre, a concordancia com os resultados do

modclo de elétrons Hvres € muito razoavel. Como a constante y & proporcional 4

21
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massa dos clérons, em fisica dos sdlidos costuma-sc introduzir o conceito de massa
cfctiva, associada 4 presenca do potencial cristalino, para corrigir cssas discre-
pﬁncias. Certos mctais de caraler magnético, como o ferro ou o mangandcs, coul
a constante y excessivamcule grande, estao mais distantes do comportamento
ideal, sendo conhccidos como férmions pesados.

Vamos agorafazer a expansao de Sommecrfeld para obter a forma assintotica

do calor especifico do gas de fermions livres. Temos de caleular integrais do tipo

fe)e(e)de (33)

[
Il

onde (&) = Ag”, A € uma constantc ¢ n 2 1/2. Como a fungio /(&) tem a forma
aproximada de um degrau, a derivada f (£) tem um pico muito pronunciado para

€= p. Fazendo uma integracio por partes, temaos
’=f@W4ﬂﬁ—jw@h(Q@, (34)
0

COoIm

Notando quc f(€) vai exponencialmente a zero para £ @, temos
;=_jw@ng@. (36)
0

Como f(€) tem um pico simétrico em £= w, vamos expandir 7(£) em torno desse

pico,

Temos, entao, de calcular as integrais
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i J— l k B
o==Jle-m ey [ g, =
(

para k=0,1.2,... Para temperaturas pequenas (7 < 7)), p esta proximo de £pe
o himite inferior dessas integrais pode ser tomacdo como —%. Narealidade, devido
a forma do integrando, o erro que s¢ comete nessa operagdao ¢ da ordem de

exp(— Bg.). Entao, temos

In=-"0 | dxt ()[exp(—ﬁ £, )] . (39)

Fara I impar, a integral se anula. Para & par, a menos das corregoes exponenciais,

é lacil mostrar que

Iy =1 e Iy =—. (10)

Entao, para 7 <€ Ty, temos o resultado assintético

2
el¢
= dc+— kn'l +eee, 41

ole b(B)(da] - @

Agora pocdemos utilizar a expansao (41) a fim de obter expressoes assin-

thticas para a energia interna e o ntunero termodinamico de pardculas,

9, 2
U= ylfjf ¢ eV2e = el 2 %(kBT)?,u.V? e (42)
o
€
n” 2 1
N = }/VJ.f(E)C eY2de = VG —ug/g T (kB'I‘)'gfl/i o (43)

4]

Lissa 0iltima cxpressao pode ser reescrita na forma

2

!

5
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9]
5/2 g e [ kT
83/_ - u 3200 4 : B

. —— +er. 44
/ s\ u (14)

Nao € dificil inverter essa equagio a fim de obler uma expansao assintética para
o potencial quimico como fun¢io da temperatura T e da densidade N/ V (que
comparcce por meio da expressio da temperatura de Fermi),
9 2
1. T
12\ Tr

==cp

FPortanto, o polcucial quimico p = u(7T, ¥V, N) é realmentc menor do que &, para
temperaturas pequenas, Substituindo a equacio (43) na expressio para a energia

interna, dada pela cquacio (42), temos

< ‘)
3 J 51 i

U=2Nepitel | L

50

(46)
12 L7

Entao, o calor especifico avolume constante sera dado pela expressao assintdtica

n T
kp— (47
o B, |

(1! =

que diferc da forma heuristica dada pela equagio (30) apenas por um pegueno

prefator numérico.

9.3 PARAMAGNTETISMO DFE PAULL

Num sistema de elérons livres, o campo magnético se acopla com os spins
e com o movimento orbital. Vamos, no entanto, separar cssas cduas contribuicocs,
estudando inicialmente apenas o efeito Zeeman, que se refere as interacoes entre
[N Campo externo ¢ os momentos magnéticos permanentes, produzindo o
fendémeno do paramagnetismo. Nessas circunstincias, o hamiltoniano do gas de

clérons livres na presenca de um campo magnético é dado pela expressao

N
9 = 2 1 f_)_z'g —g‘l.l.BI}' Si s (48)
i=1

2m
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onde $; é um operador de spin 1/2, ¢= 2 € o lator giromagnctico ¢ pp ¢ 0
magneton de Bohr. Para um Gnico elétron, com o cixo z ao longo do campo,

temaos o hamiltoniano

‘7‘[1:6}—]) —gh 3[1“) . (4

Porianto, o cspectro de energia ¢ dado por

22,2
P umo, (50)

&,
k.o 2m

comog==1,

A grande [ungido de particao ¢ dada pela expressao

- pnk
111_2221;1 T +zexp T+[5JUBHU =
koo o

. (51)
= VCJEl/lez ln[l+ze}xp( pe +ﬁ,uﬁﬁd)] de .
0

Portante, podemos escrever

InZ=In=, +li=2_, (52)
onde

Inz4 —VCJ-E] 11 1+vcxp( Eei[iLtBU)]}da : (53)

0

O namero médio de elétrons serd dado por

N =z Iz (N, +N_}, (1)

oz

ondce

<NL> = VCJ‘EVQ{;:_I exp(+ﬁ S-T-ﬁ,uBH)-i-l} “lde . (35)
0
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Também podemos utilizar essa notagao para cscrever o valor esperado da magne-

tizacao do sistema,

M=pup(N,-N_). (36)

(A) MAOGNETIZACAO NO ESTADO FUNDAMENTAL

Tomando o limite 8 — ® na cquagdo (55), temos os seguintes resultados

no estado fundamental;

Ep+ipH Ly
(N )y =vC J. eY2de = v J- (£+;13H)1/2d.5 =
0 —ugll
(57)
- %vc(eﬁ +upH )
e
ep—ipH Er
(N_)=vC J. e = ve J. (e-upH ) dc =
( HpH
(58)

9

= %VC(&]’ —-fUBH)S/Q s

onde £, ¢ o potencial quimico para 7= 0 (ou seja, a energia de Fermi). Tudo
s¢ passa como se a densidade de estados para os elétrons com spin para cima
{0 =+ 1) cstivesse deslocada no eixo da energia por um valor — wpH, cnquanto
a densidade para os elétrons com spin para baixo sofre um deslocamento para

+ wpH. Portanto, temos o niimero total de elétrons,

<

2 2 j
N=(N N =2 vc[(cf rupH )+ (e —;:.BH)”;/Q} 59)

~

¢ a magnetizacao,

M=uy(N -N_)= %VCyB[(gF i Y (g —JuBH)E{/Z} 60
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ara Cc¢ ‘~c = &), "V
Para campos fracos (upH < &), podemos escrever

2
v=3yc si’./? +0 (—HBH} (61)
3 Er
¢
H H 3
M =2VCp ei/z{—’uﬂ J+0 (—“B } . (62)
£ EF

Portanto, em ordem dominante, (emos

M=2np, e (653)
2 Ep

Podemos, entao, escrever a suscetibilidade a campo nulo no estado fundamental,

2
IM 3Nu \
w=( 5] T v
T=0V.NH=0 2

que & um dos resultados caracteristicas do paramagnelismo de Pavli.
(BRB) MA(ENETIZACAO NO LIMITE DEGENERADO (T < T})
Para temperaturas finitas, a magnetizacio é dada por

_lc?lnE 3
B o

M=pp{N,-N_}

o0

= uﬂlf’C‘Isl/Q[f(eéuBH)—f(5+y.BH)]ds.
0

(65)

Vamos agora [azer uma expansao para campos fracos (upf <€ £). Em ordem

dominante, temos

o ==

M = -2VC ;%HJ. e 1) de = V(I,u%HJ. £y (e)de . (66)
0 0

219
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A parlir da equacao (54), em ordem dominante, tamhém podemos cscrever

N =ove | eV f(e)de . (67)

 —— 8

-

No formalismo grande candnico que estd scndo utilizado tanto a magnie-
tizacio M quanto o numcro de particulas N sio [uncoes de T, V, H ¢ p. Para
calcular a suscetibilidade, € necessario eliminar o potencial quimico, por meio da
equacao (67}, alim de obter a magnetizagao ¢m (crmos das variaveis apropriadas,
T, ¥, He N No limite degenerado (1< Tp), podemos obter resultados analiticos
utilizando as mesmas expansocs propostas por Somin crfeld para calcular a forna

assintatica do calor especifico do gas de {érmions livres. Temos, entao,

72 (kT Y
M = 2;11,Z V(;‘Hyl/z A AL Sy R (68)
B B
244 U
C
4 2 pyr Y
%Y |k -
N = cvop? 1+ | SBL (69)
3 3 Jii
A partir dessa ultima cxpansao, obtemos
9 7 <)
p=ep|l-= i (70)
12 ; Er
Substituindo na equacao (68), temos
9 . 9
SN, H (kT Y
1\:[:_L_ ]__,_ B +- |, (7])
2ep 128 £
de onde podemos obter a suscetibilidade a campo nulo,
SN2 w2( 7 Y
Xo=—— |1 |t (72)

2e, | 12\ 1p
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que incorporaa primeira corregao devido as [lumagoes termicas. 'm scu trabalho
pionciro, Paunli obteve uma expressao desse tipo, cxplicando a suscetibilidade fra-

camente dependente da temperatura que ocorre no caso dos metais alcalinos (em

aque 17 & muito grande).
(C) LIMITE CLASSICO

Einteressante obter o limite classico {ou de altas temperaturas) das expressocs

para a magnclizacao ¢ o namero de particulas. Nesse limile, com z <€ I, temos
- -1 Bs - -fe -
j(c): e+l e : (73)

Portanto, os limites da magnetizacao ¢ do ntmero de particulas sio dados por

oa

M = ;.tBVszzse}lll(ﬁ -“BH)J. glf? exp(—/} E)ds (74)
(}
e
N = 2VCzcosh (B u BH)J. g2 exp(-pe)de . (75)
0

Eliminando o potencial quimico, temos

pH

M =N pupytanh

de onde vem a suscetibilidade a campo nulo,

aM J\{L!.i; .
Xo = i =T (77)
Hpoo  p

quc ¢ afamosalei de Curie, caracteristica dos maleriais paramagnélicos. No sentido
mais estrito do limite classico, essa suscetibilidade s¢ anula (pois o magneton de

Bohr depende lincarmente da constante de Planck 2}, No entanto, a expressao

221
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(77) pode ser tomada como um tipo de limite classico em que os operacdores de

spin sao substituidos por momentos magnéticos permanentes de modulo p = ug.
*9.4 DIAMAGNETISMO DE LANDAU

Para explicar o [endmeneo do diamagnetismo, vamos agora levar em conta
ainleragao entre o campo magnético externo e o movimento orbital dos elétrons.
Descartando o termo de spin, o hamiltoniano de uma particula de massa mc¢ carga

—
¢, na presenca de um campo magnético I7, é dado pcla expressao
; I

1 N\
=—o/p5-LA4| , (78)
2m ¢

ﬁ
onde A € o potencial vetor associado ao campo e ¢ avelocidade daluz. No contexto
da mecanica estatistica classica, no entanto, nao ha possibilidade de ocorréncia
do diamagnetismo. De fato, basta cscrever a funcae de particao no espaco de fase

classico,

2
7 :jdf%fjd:*p'exl _b p-LA| . (79)
A

2m

I facil perceber que umasimples mudanca de variaveis, F’ — j_))+ (g/¢) E, conduz
a expressao trivial de Z; para o gasideal classico, sem qualquer dependéncia com
o campo magnético. Portanto, o diamagnetismo é wm fendmeno puramaente
quantico. Utilizando a for¢a de Lorentz, pode-se calcular afreqiéncia de rotacao,
w = gH/me, de nma particula na presenga de um campo magnético uniforme. A
quantizagao dessas drbitas das particulas é que vai produzir o diamagnetisnio de
Landau.

Considerando um campo magnético uniforme na dircgao z,

H=HFL, (80)

podemos escolher o potencial vetor no chamado gauge de Landau,

A=xHj. (1)

Entao, o hamiltoniano de particula inica pode ser escrito na forma
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2
af = j)§+[j)y—£x} +p2 (82)

Escolhendo uma funcao de onda do tipo
W= C){p(ﬁi}.j})CXI)(szZ)f(x) , (83)

a cquacgao de Schroedinger independente do tempo, #Hfr = &, pode ser cserita

como

2 1232
! pfﬁt(hk}‘—ﬂx] f(x): gfi_;z f(x) (84)

2m ¢ 2m
Fazendo a mudanca de variaveis

¥ (85)

(#y )2 + flx). (36)

2m

Dessa maneira, o problema fica reduzido & equagao de Schroedinger de um

oscilador harménico unidimensional com Ireqiténcia basica

H
o= (87)
me

que ¢ idéntica a freqiéncia de Larmor classica. Podemos, entio. reescrever a

equacao (86) na lorma

{ L)V +}-,nw2(xf)2} o) = }‘zw( %} (), )

2m 2

onde n=0,1,2,..., ¢

2

2

3
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. N 1 9 ;
o e — ol (89
fa (;x ) H, (x )e:xp > O[(l ) .
onde H, ¢ um polinémio dc Hermite e
_qH
- fie (00

A partir dessas consideragoes, podemos escrever o cspectro de energia,

nZi2 1 (
e=e(n k=2 t1ho nt- |, (91
2m 2
e as [uncoes de Landau,
By ke . . | 1
W= (v ¥s z) = cx[)(zl'f.'\")‘)cxp(zkzz)fn Yo Ry | (92)

ficando muito clara uma enorme degenerescéncia em relagio a k..

Figura 9.5 Orbiras permitidas para win sistewa de elétrons livees na presenca de wn campo magnético na
direcao z.

Para calcular o fator de degenerescéncia, vamos fazer uma comparacao com

0 espectro de elétrons livres, na auséncia de um campo magnetico,

(93)

9

ST I

Elimmes = —— | k- + RS+ K.
‘ 2\ ¥ ¥ *
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Na presenca do campo magnético, os estados de ¢létrons livres no plano k-~ &,
entram em colapso em certas Orbitas permitidas (ver figura 9.5), cujo raic ao

quadrado ¢ dado por

7 1
—hay n+—|= n+—
K 2 fie 2

K2+ k‘i _ 2 (94)

Constderando o sistema dentro de wm cubo de lado L, alé o nivel =0, temos

2 2
0 i nﬂ = & (95)
r fie e
estados cletrénicos. Alé o nivel n=1, temos
LN gH  gHI?
o| Lo | m3 ¥l g f2= (96)
2n fic he
estaclos eletrénicos. Alé o nivel n= 2, (emos
gl HL?
o 2| ppd 251 (o7
27 he hi

estados cletrénicos, e assim por diante. Portanto, a cada nivel de Landau deve ser

associado o fator de degenercscéncia

oy

Levando em conta essa degencrescéncia, devemos reescrever o Cspectro de encergia

na forma

h2E2 1
£=e(nk,8)= 5 =+ ho| nt |, (99)
He =

onde k, =—®,..., + %, com espagamento L/2w, n=012,... ¢cd6=172,..¢
Podemos, finalmente, escrever a fun¢io de particao no enscinble grande

candnico,
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BT k‘

D

HL? L
Inz =21 z J‘dk In< 1+ zexp| -

fic

W 2

(A) LIMITE DE AUTAS TEMPERATURAS

(100

No limite de altas temperaturas {z <€ 1}, o termo dominante da func¢io de

partigao grande candnica pode ser escrito na forma

1/2 _
HI? - haH
mz =21 L {an} zexpli—ﬁ 4 (n +1H . (201)
he 2

ﬁ i n=0 e

Portanto,
nz= qHLB [scnh(ﬁ J1; H)]_l 02
== 2| 5C 3 16
A ke B (102)
onde
qh _
[ = —— 1058
a 2une (%)

¢ o magucton de Bohre

1 h
= (104)
(52 ﬂ:kaT)l/2

& o comprimento de onda térmico. As expressoes classicas (isto €, de altas tempe-

raturas) para o numero de particulas e a magnetizagio sdo dadas por

2 qHL® -1
N = zaln.:z%f—z[senh(ﬁﬂBH)] (105}
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o 19, . gl 1
M=-—=—-—-Inz= — -
JdH B dH Bhel ssnh(ﬁ ;J.BI'I)
B upH cosh(f g H) {106)
senh? (ﬁyBH) '

Eliminando o potencial quimico por meio da equacio (105),a magnerizacao pode

ser escrita na Jorma

M = -NugL{BupgH} , (107)
onde

1
£(x) = coth(x) - - (108)

é a funcdo de Langevin. Esse resultado € curioso: a magnetizacdo no limite dc altas
temperaturas ¢ dada pela mesma expressao obtidano modelo classico de Langevin
para o paramagnetismo, mas com o sinal trocado. Essc sinal da magnctizacdo nao
depende da carga, pois a func¢io £(x) € impar ¢ a carga gcomparece lincarmente
na expressao do magneton dc Bohr. No limile de campos fracos, pfigh < e,

temos o termo dominante

9
NutH
M = Y il _ (109)
?)]EBT
Entio, a suscetibilidade a campo nulo é dada por
-1 N,ui, (110}
0= T

Note que essa cxpressiio ndo tem nenhum andlogo namecdnica estatistica classica
(de fato, g, se anula para £ =0}. Note também que ), corresponde justamente a
um terco, com o sinal trocado, da suscetibilidade de Pauli no regime de altas

temperaluras.

227



228 + Introdugdo a Fisica Estatistica

(B) O FFEITO DE HAAS-VAN ALPHEN

Vamos agora ignorar a direc¢io k,, considerando os niveis de Landau no

plano ky— k.. O espectro de cuergia vai ser dado por
. 1
£, =2UpH| n +5 (111)

com a degenerescéncia

¢= N (112)
Hy
onde
Hy = h_‘ﬁ . (113)
20 12

No estado fundamental, com H > H,, todas as particulas podem ser aco-
modadas 1o nivel de Landan mais haixo. Nesse caso, a encrgia total & dacla por
L, = Nugll

Quando H < 77, wlgumas particulas tém de ocupar niveis mais altos de
cnergia. Vamos supor que para um dado valor do campo os J nivels mais baixos
estejam ocupados enquanto o nivel j+ 1 esteja apenas parcialmente ocupado,

Nessas circunstincias, temos

(i+1)eg<N<(j+2)g, (114)

ou seja,

L < a < ! . (115

Jj+2 Hy j+1
Para o campo nesse intervalo, temos cnergia do estado fundamental
1 /
—Ey =g g +[N ‘(]+])é.]€j+1 =
N ,
=0
(116}

H . . . H
= Uy j_-j; 2j+3—(]+1)(_]+2)n{)
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Introdnzindo o parametro x = H/Ho, podemos, entio, escrever

1.
+ Lo = HaHox

para x = 1, ou
1 . . .
~ %o =ﬂB[fox[Qj+3—(]+1)(_;+2)xl,

para

1 ]
x <

— = —,
j+2 j+1

com 7= 0,1,2,.... Tomando as derivadas dessa expressao em relagdo ao campo
oblemos amagnetizagdo ¢ asuscetibilidade magnética. Em particula, asuscetibilidade
em unidades adimensionais (isto ¢, dividida por 2Nup/ H,) contra x = H/H, tem
a {forma esquematizada no gralico da figura 9.6. Em termos de x—h= H,/H, csse
grafico dususcetibilidade exibe um comportamento oscilatdrio, com um periodo
bem definido. Um cstudo mais detalhado destas oscilacdes com o inverso do
campo, que constituem o eleito de Haas-van Alphen, esti além dos nossos objelivos.
Levando em conta o po tencial cristalino, podesc mostrar quec os diversos perio dos
de oscilagiio sio proporcionais is ireas dassecocs extremais da superlicic de Fermi
numa direcio normal ao campo. O eleito de Haasvan Alphen forncce, portanto,
um esquema muito poderoso de reconstrugao “tomogrifica” da superficic de

Fermi dos cristais metalicos.

; —

I/t 13 i H/H,

Figurie 9.0 Suscetibilidade magnérica {em unidudes apropriacdas) contia o campo magnétcn aplicado no

estado Audamental do modelo diamagnérico de Landau.
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EXERCICIOS

1. Qual & a compressibilidade de um gas de férmions livres a temperatura nula?
Obtenha um valor numeérico para elétrons com a densidade dos elétrons de
condugio do sédio metalico ¢ compare com os valores experimentais para o

sodio a temperatura ambiente.

2. Um gasideal de férmions, com massa me energiade Fermi &, estd em repouso
no zero absoluto. Encontre expressocs para os valores esperados (v, ) e {vf{, ),
—
onde v é a velocidade de uma particula.

5. Considere uimn gas de elétrons livres, num espaco d-dimensional, dentro de uma
caixa hipercubica de lade L. Eshoce gralicos da densidade de estados D(g)
contra a energia € para dimensoes d = 1 ¢ d = 2. Qual a expressio da energia

de Fermi em funcgao da densidade para d=1e d= 23

4. Mostre que o potencial quimico de um gas classico ideal de Nparticulas mono-

atdmicas no volume V, a temperatura 7, pode ser ¢scrito na forma

b3
f=rhplInl — |,
o
ondce
1% ]
v=— c A= !

N w}2?‘£-kaT

¢ o comprimento de onda térmico. Esboce um grilico de p/kyT contra 7.

Obtenha agora a primeira corre¢ao quintica desse resultado. Isto é, mostre que

2
3 3 3
_'L{__n_j_’_:A;L_ +B_/l_ +..-
kgl U 7 U

¢ obtenha explicitamente o prefator A nos casos de férmions e de bésons.
Esboce um grafico de p/kgT contra A=2 (isto &, contra a tempcratura em

unidades convenientes) para férmions, bosons e particulas classicas.
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5. Obtenha uma [orma assintotica, quando T'<€ Ty, para o calor especifico de um
gas de N férmions livres adsorvidos sobre uma superlicic de drca A cm uma

dada temperatura 7.

-—

5. Considere um gés de Nelétrons livres, dentro de umaregiao de volume V, num

regime ultra-relativistico. O espectro de cnergia ¢ dado por

pret +mTc

19 Y ]/2
8:[ 2 2 24] ~ be,

—
onde p é 0 momento lincar.

(a) Calcule a energia de Fermi desse sistema;
(b) Qual a energia do sistcma no cstado fundamental?
{c} Obtenhaumaformaassintdtica parao calor especifico avolume constante

no limite T<€ Tp.

7. Abaixas temperaturas, a energia interna de um sistema de elétrons livres pode

scr escrita na forma

o 9 4
3 s (T T
U ==Nep 1428 — | A |+
5 12 \ Iy Tp

Obtenha o valor da constante A e indique a ordem de grandeza dos termos

que estao sendo desprezados.

8. Considerc um sistema de férmions num espaco d-dimensional, com o cspectro

de encrgia
Ed (1]
S

onde c>0ca>1.

(a) Calcule o prefator A da relagao pV= AU;

(b) Calcule a energia de Fermi em fun¢io do volume Ve do numero de par-
ticulas N;

(¢y Calcule uma forma assintética, quando 1'<€ Tr, para o calor especilico a

voluie constante.
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9. Considere novamente o gis de N elétrons livres ultra-relativisticos, dentro de
uma s (‘g_,ldo devolume V, auma te mperatura T, na presenca de um campo mag-
nético H . Desprezando os eleitos maguéticos orbitais, o espectro de energia é

dado por

o = —upHo,

onde pupé o magneton dc Bohrea =+ 1.
(a) Mostre quc a energia de Fermi desse sistema pode ser escrita na forma

£y = A+ BH? +0(H4).

Calcule expressdes para os prefatores A ¢ B,

(b} Mostre que amagnetizacio no estado flundamenal pode ser escritana forma

M = CH+0(H3).

Obtenha uma expressao para a constante €

(¢) Calcule a suscetibilidade a campo nulo no estado fundamental.

10. A weoria classica de Langevin para o paramaguctismo, proposta antes do esta-
belecimento das estatisticas quanticas, parte de um hamiltoniano classico dado

pela expressio

N

_—Zy, H——Zy!—lcosﬁ? ,

-
onde p; ¢ o momento magnético de um ion.

{a) Mostre que a fung¢io candnica de partigio & dada por

N

7= Z]N = jdil exp(ﬁ,uH CO8 9) .

onde d{} & o elemento de integragio de angulo sélido;

(b} Mostre que a magnetizacio (na direcao do campo) € dada por
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M= N(u cOos 9> =Nur{fuf),

onde

L(x) = colh(x) _!
X
é a funcdo de Langevin e

() Mostre que a suscetibilidade a campo nulo é dada pela lei de Curie,

[+
o Nu”

Ao ShyT

1 1. Obtenha uma expressio para a suscetibilidade magnéticaassociaca ao movimento
arbital dos elétrons Jivees, na presenga de um campo magndtico uniforme 71 em
condicoes de forte degenerescéneia, 1<€ T, ¢ campos muito [racos, upl 7 <€ KT

Como sugestado, utilize a regra de soma de Luler,

oo

: 1 1,
0.f(n+§] - jf(x)mif (0),

n=u 0

=]

a fimn de simplificar a expressao de In 2.



