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Resumo

A construgdo do conceito de niimero negativo deparou-se com varios obsté-
culos. Sabe-se que a regra dos sinais para a multiplicacdo foi inicialmente
apresentada a comunidade cientifica por Diofanto de Alexandria no século
IIT d.C. N&o obstante, somente no século XIX é que Hankel apresentou sua
demonstracao e formalizacdo matematica. Contudo, esse conhecimento -
matemético demanda uma transposicao didatica para a compreensao pelo
discente dessa multiplicacdo entre niimeros negativos, o que muitas vezes
nao ocorre, ou por falta do saber cientifico pelo professor ou pela dificuldade
de elaboracdo de um plano de aula que realmente supere os obstaculos
que se colocam. O que se pretende, nesse artigo, é apresentar um estudo
historico-epistemolégico da multiplicacao entre niimeros negativos, os obs-
taculos para a consolidagdo da nocao de ntmero negativo, a exploragao
de estratégias para a facilitagdo do ensino da multiplicacao entre niimeros
negativos e ainda, duas propostas de atividades elaboradas com estratégias
apresentadas para uso em sala, com o intuito de facilitar a compreensao,
pelos alunos, da multiplicacdo entre nimeros negativos.

Palavras-chave: Numeros negativos; Estratégias de Ensino; Regra de
Sinais



Resumen

La construccion del concepto de ntmeros negativos se enfrentd a muchos
obstaculos. Se sabe que la regla de los signos para la multiplicacién fue
presentado inicialmente a la comunidad cientifica por Diofanto de Alejan-
dria en el siglo 11T de nuestra era. Sin embargo, hasta el siglo XIX que
Hankel presenté su manifestaciéon y formalizaciéon matematica. Pero, este
saber matematico exige una transposicion didactica para la comprensién
por parte del alumno de esta multiplicacién de los nimeros negativos, que
a menudo no se producen, o por falta de saber cientifico del profesor o por
la dificultad de preparar un plan de clase que en realidad supera obstéacu-
los que se presenten. La intencién de este articulo es presentar un estudio
historico-epistemolégico de la multiplicacién de los niimeros negativos, los
obstéculos para la consolidacién de la nocién de niimero negativo, la explo-
racién de estrategias para facilitar la ensenanza de la multiplicacién de los
ntmeros negativos y también dos actividades propuestas preparadas con
estrategias que se presentan para su uso en la clase, con el fin de facilitar
la comprensién de los estudiantes de la multiplicacién de los ntumeros ne-
gativos.

Palabras clave: Numeros negativos; Estrategias de ensenanza; Regla de
los Signos
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Debrucando-se sobre a histéria dos nimeros negativos, observa-se que o pro-
cesso de consolidagao do conceito de ntimero negativo foi lento e muito marcante.
No século III d.C, Diofanto de Alexandria em sua “Aritmética” descreve a regra
dos sinais para a multiplicacdo dos niimeros inteiros. Somente no século XIX,
é que Hankel demonstra, de forma consistente, a regra dos sinais. Matematicos
anteriores a Hankel tentaram provar a existéncia da multiplicacao entre ntimeros
negativos com exemplos praticos e fracassaram. De acordo com Glaeser [5] o
modelo metaférico, usado para facilitar a compreensao das propriedades aditivas,
constitui-se como um obstaculo a compreensao da multiplicacao desses nimeros.

Atualmente, no campo matematico, o teorema de Hankel nao causa nenhuma
dificuldade para o seu entendimento. Nao obstante, nos processos didéatico-pe-
dagdgicos muitos obstaculos necessitam ser ultrapassados. Sabe-se que, através
do modelo metaforico, o aluno consegue compreender que se ele possui dez reais
(+10) e deve sete reais (—7), ao pagar o que deve, restardo trés reais (43).
Todavia, sera dificil convencé-lo que (—1) x (—1) = +1. De que forma uma divida
multiplicada por outra divida pode tornar-se um ganho? Diante desse obstéculo
didatico e motivador para a pesquisa e para o estudo de estratégias de ensino que
venham melhorar as praticas pedagogicas do professor, propoem-se nesse artigo,
primeiramente, um estudo historico-epistemologico dos niimeros negativos. Num
segundo momento, sao apresentadas estratégias de ensino para a transposigao di-
datica da multiplicacdo (—1) x (—1) = +1. A seguir, sao disponibilizadas como
sugestoes para o docente, duas atividades didatico-pedagogicas elaboradas para a
sala de aula com o uso e aplicacao de estratégias de ensino elencadas na segunda
parte desse artigo, com o objetivo de melhorar a compreensao da multiplicacao
entre nimeros negativos pelos alunos.

1 Numeros negativos: obstaculos epistemolégicos

A definicao de obstaculo epistemologico foi apresentada inicialmente pelo filosofo
francés Gaston Bachelard, na obra “A formacao do Espirito Cientifico”, publicada
em 1938. Nessa obra, seu objetivo era interpretar as condicoes de evolucao da
ciéncia, descrevendo bases para realizar o que chamou de psicanalise do conhe-
cimento objetivo. Para isso, delineou com detalhes a nocao de obstaculo que é
atualmente mencionada em estudos de didatica.

Bachelard |2| indicou que a evolu¢do de um conhecimento pré-cientifico para
um nivel de conhecimento passa, na maioria das vezes, pela aceitacao de conheci-
mentos anteriores e se depara com certo numero de obstaculos. Dessa forma, esses
obstaculos nao se constituem na falta de conhecimento, e sim, de conhecimentos
antigos, estaticos, que resistem a aceitacao de novas concepcoes que ameacam a
estabilidade intelectual de quem detém esse conhecimento.

Segundo Bachelard, a analise dos obstaculos no contexto da Matemética deve-
ria ser tomada de maneira diferenciada, ja que a evolugao dessa ciéncia apresenta-



ria uma interessante regularidade em seu desenvolvimento, conhecendo periodos
de paradas, sem etapas de erros ou rupturas que destruissem o saber estabele-
cido anteriormente. Desse modo, torna-se necessaria a analise dessa regularidade
e sua relacao com a aprendizagem. Entretanto, ao se analisar a trajetoria da
historia dos nimeros negativos com rela¢do a multiplicagdo (—1) x (=1) = +1,
nota-se que a regularidade destacada por Bachelard nao se verifica nesse contexto
histérico-epistemologico. Na realidade o que se observa é que a ideia de obstacu-
lo epistemolégico passa por uma evolugao, como é apontada por Almouloud [1]
de modo que observa-se sua presenca na Matematica. Isso é o que ocorre, por
exemplo com o produto de ntimeros negativos, a no¢ao de limites, os nimeros
complexos, dentre outros.

Para se chegar ao saber cientifico apresentado por Hankel com relacao a mul-
tiplicagao entre niimeros negativos e aceito pela comunidade cientifica, a partir do
século XIX, surgiram pelo caminho obstaculos epistemologicos que precederam
tal formalizacdao da multiplicacao entre niimeros negativos.

Diante do problema, torna-se interessante a investigacao dessas barreiras epis-
temologicas para o enriquecimento do desenvolvimento didatico-pedagdgico no
estudo dos nimeros inteiros. Ao se investigar o estabelecimento do conceito de
numero negativo como entidade matemaética, e as operacoes multiplicativas entre
esses numeros, observam-se profundas discussoes de diferentes niveis durante um
longo periodo. O desenvolvimento historico dos ntimeros negativos é marcado
por obstaculos epistemologicos que merecem ser estudados e analisados, pois o
processo historico apresenta, claramente, as varias formas, atitudes e conflitos em
que o conhecimento matemaéatico foi construido.

Sabe-se que as dificuldades encontradas no contexto escolar para a aprendi-
zagem da multiplicagao de niimeros negativos sao consideraveis, principalmente
no que tange a multiplicagdo (—1) x (—=1) = +1, considerada como obstaculo
didatico que precisa ser transposto com a implementacao de estratégias de ensino
diferenciadas.

Existem obras didaticas do Programa Nacional do Livro Didaticos (PNLD)
que contemplam estratégias para o melhor entendimento da multiplicagao entre
nimeros negativos, o chamado saber escolar. Apesar disso grande parte dos
docentes insistem em trabalhar o saber ensinado, aquele que é registrado no
plano de aula do professor. As vezes essa maneira de ensino é pouco flexivel,
valendo-se apenas do uso pedagogico da regra dos sinais.

Sendo assim, inicialmente far-se-4 um estudo histoérico-epistemologico dos ni-
meros negativos e da multiplicacao entre esses ntimeros, abordando o seu sur-
gimento, desenvolvimento e sua formalizacao conceitual e operacional. O que
se pretende ¢é apresentar as dificuldades encontradas ao longo da histéria para
se aceitar os numeros negativos como entidade matematica. Com isso, ao dis-
cutir no campo pedagogico a barreira didatica apresentada pela multiplicagao
(—1) x (—=1) = 41, e criar mais um ambiente para que o leitor possa se familiari-
zar com as estratégias de ensino propostas nesse trabalho, tem-se uma motivagao
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para a melhoria da pratica pedagogica no ensino da multiplicacao entre ntimeros
negativos.

1.1 Numeros negativos: a histéria

Na antiguidade, mais especificamente na Grécia, regiao onde se iniciou a Ma-
tematica demonstrativa, representada pela escola pitagorica, surgiu Diofanto de
Alexandria (250 d.C. - 350 d.C.). Ele ¢ considerado o criador da algebra por
introduzir notacoes abreviadas para representar poténcias e quantidades desco-
nhecidas, além de apresentar resolucoes de equagoes sem utilizar a geometria.
A ele ainda é atribuido a origem da regra dos sinais. Apesar de suas contribui-
¢oes no campo da algebra, ele nao faz qualquer referéncia aos nimeros negativos.
Entretanto, no comeco de sua obra, intitulada “Livro I: Aritmética”’, Diofanto
apresenta uma declaracao afirmando que aquilo que estd em falta multiplicado
pelo que falta resulta em algo positivo, enquanto que aquilo que estd em falta
multiplicado pelo que é positivo resulta em algo que esta em falta. Nota-se que
os antigos gregos ja tinham contato com a regra dos sinais “menos vezes menos
d& mais” e “menos vezes mais d4 menos”. Embora Diofanto nao tratasse isola-
damente os niimeros negativos, pelo sentido pratico do uso, fica sinalizada na
histéria a necessidade do surgimento de um novo tipo de nimero: os nimeros
negativos.

Na Idade Média, o uso dos ntmeros negativos foi marcado por sua pratica
no calculo, apesar de sempre usado pelos matematicos com certo receio. Como
afirma Glaeser em [5]:

“Durante muito tempo eles se espantaram ao perceber que calculos efetua-
dos com falsos numeros levavam afinal ao resultado exato!”.

Nesse periodo, também aparece a figura do indiano Brahmagupta, matemé-
tico e astronomo que em uma de suas obras “Brahmasphutasiddhanta” fornece
as regras operatorias com os niimeros negativos isoladamente, sem se preocupar
em explicar o porqué de negativo multiplicado por negativo resultar em positivo.
Outro matemético hindu que trata de niimeros negativos nessa época é Bhaskara.
Em uma de suas obras, ele resolveu uma equagao do 2° grau determinando duas
raizes distintas: (50) e (—5). A soluc@o negativa, (—5), ele desconsiderou justi-
ficando que as pessoas da época nao a consideravam e também que um niimero
negativo nao se tratava de um quadrado.

A existéncia dos nimeros negativos no periodo que se inicia na idade média
e se estende até o inicio da idade moderna é marcada pelo uso operatorio eficaz
no campo algébrico, todavia inexplicidvel conceitualmente pela comunidade Ma-
teméatica. Como comenta Glaeser em [5]: “Assim, a pratica clandestina do célculo
dos niimeros negativos antecedeu em 1600 anos sua compreensao’.

A primeira tentativa de aceitacao e incorporacao dos ntimeros negativos no
meio académico consta dos trabalhos de Simon Stevin (1548-1620), matemético
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belga, que aceitou esses tipos de niimeros como raizes e coeficientes de equagoes
com o uso de uma proposicao de que as raizes negativas das equacoes sao as raizes
positivas da equagao obtida trocando-se x por (—x), isto é, se —3 é raiz de uma
equaciao 2 — ax = b, entdo +3 ¢ raiz de —a% + ax = —b. Observa-se que esse
artificio criado por Stevin ainda demonstra uma forma de se evitar em assumir o
negativo como um simbolo de uma quantidade, ou seja, um niimero propriamente
dito.

E a partir do século XVIII que os niimeros negativos aparecem naturalmente
em trabalhos cientificos da época, justificados pela seguinte oracao: “A eficacia do
calculo é suficiente para confortar o matematico em sua fé&”. Todavia, no campo
pedagodgico, nao existia naquele momento algum pesquisador que validasse os
processo envolvendo os nimeros negativos. Mateméaticos como Francois Viéte
(1540-1603), René Descartes (1596-1650) e Gottfried Leibniz (1646-1716) contri-
buiram para o amadurecimento do conceito dos nimeros negativos, atualmente
considerados como elementos pertencentes ao conjunto dos niimeros inteiros.

Viéte foi um dos primeiros matematicos a utilizar os simbolos “+”7 e “—”
apesar de usa-los apenas nas operagoes com nimeros positivos. Ele considerava
que os numeros negativos nao possufam um significado intuitivo ou fisico; dizia
“diminua 3” em vez de dizer “acrescente —3”. Descartes, ao apresentar a geome-
tria cartesiana, chamou de “falsas” as raizes negativas e desenvolveu um método
para transformé-las em positivas. Leibniz mostrou que se poderia calcular com
as proporcoes (—1) : 1 = 1 : (—=1), ja que formalmente isso era equivalente a
calcular quantidades imaginarias, introduzidas a época. O que Leibniz fez foi dar
condicoes para validade das operacoes com os negativos.

Em 1748, foi publicado o “Tratado de algebra”, do matemaético Colin Ma-
claurin (1698-1746), obra que vai marcar o inicio do entendimento dos nimeros
negativos, pois tratou de defini¢oes sobre quantidades negativas. Nessa obra, Ma-
claurin apresenta a ideia de que uma quantidade negativa é tao real quanto uma
positiva, nao obstante tomada em sentido oposto. Contudo, ele afirmava que essa
quantidade somente existiria por comparacao e nao isolada. Para isto, ele enun-
ciou que se “uma quantidade negativa nao possui outra que lhe seja oposta, entao
nao se pode dessa subtrair outra menor”. Maclaurin somente admitia quantida-
des negativas em relacao ao zero origem, o que anteriormente causava conflitos,
pois nao se distinguia o zero absoluto do zero origem. Ainda em sua obra, define
a regra dos sinais, o que marcou o inicio do formalismo e a conceituagao atual
dos niimeros negativos. Como afirmam Sa e Anjos em |[8]:

“Maclaurin foi o primeiro matemético moderno que chegou muito perto de
compreender os nimeros negativos tornando-se, portanto, uma importante
referéncia para futuras geragbes de mateméticos”.

Leonhard Euler (1707-1783), notavel matematico do século XVIII, ao tentar
justificar a regra dos sinais em sua obra “Elementos de dlgebra”, deixa transparecer
que ele entendia os ntimeros negativos apenas como uma quantidade precedida
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pelo sinal “—” (menos). Ele ndo raciocinava com negativos sendo quantidades
menores que zero. Outro grande matematico que fez parte da historia dos nime-
ros negativos na idade moderna foi Jean le Rond D’Alembert (1717-1783). Ele
escreveu o artigo “Negativo”, onde apresenta uma ideia equivocada no conceito de
nimeros negativos. Afirma em sua publicacao cientifica que “Quantidades nega-
tivas encontradas no calculo algébrico indicam realmente quantidades positivas
que supusemos numa falsa posicao. O sinal de menos que encontramos antes de
uma quantidade serve para retificar um erro que cometemos na hipo6tese inicial”.
Em 1821, Augustin Cauchy (1789-1857) lan¢ou uma obra destinada a Escola
Politécnica de Paris, na qual faz uma distingdo entre os nimeros reais positivos e
quantidades positivas e negativas. Nessa obra, ele define as leis de crescimento e
de diminuigao pelos sinais “+” e “—” (operatorios) e define quantidades positivas
por grandezas que aumentam representadas por um nimero precedido de um sinal
“4” e quantidades negativas por grandezas que diminuem representadas por um
numero precedido do sinal “—” . No entanto, essas definicoes que facilitavam a
compreensao das propriedades aditivas, tornavam-se um obsticulo & compreensao
da multiplicacdo. Com relagdo a essa barreira didatica, Glaeser relata em [5]:

Neste ultimo caso, pode-se diminuir um ntmero positivo, multiplicando-o
por um fator compreendido entre 0 e 1. Dai resultaria confusdes entre esses
dois tipos de diminuicbes, e numa tal situacdo nebulosa nao se compreen-
deria mais por que o produto de uma diminuicdo por uma diminuicao é
um aumento. Cauchy teria podido, contudo, assimilar o nimero negativo
a uma diminui¢do aditiva (mas nao o fez).

Cauchy de modo formal apresenta em sua obra a multiplicacao sem modelos
concretos e nao utiliza as explicacoes usadas por ele para as propriedades aditivas,
0 que cria uma confusdo entre os sinais operatorios “+” e “—", e que adiante, ird
instigar o interesse de Herman Hankel (1839-1873) pelos nimeros negativos.

Hankel em sua obra “Teoria dos Sistemas dos Complexos”, publicada em 1867,
dedica-se a exposicao formal da teoria dos ntmeros complexos. Todavia, nas
suas considerac¢oes preliminares, finalmente formula o principio de permanéncia
das formas equivalentes e das leis formais que estabelecem um critério geral para
algumas aplicagoes do conceito de nimero, resolvendo assim, a dificuldade en-
contrada anteriormente para o entendimento do conceito de ntimeros negativos.
A formalizacdao de Hankel sobre os nimeros negativos é considerada uma revolu-
¢ao para aceitacao da existéncia desses nimeros. Ele afirma que os niimeros nao
sao descobertos e sim inventados, imaginados. Hankel sinaliza que aqueles que
tentarem procurar todas as respostas logicas na natureza, no cotidiano, nunca
conseguirao adquirir maturidade em conceitos matemaéticos que doravante, sao
definidos para a realidade. Diante dessa reflexao, ele abandona a idéia de se ex-
trair da natureza exemplos praticos para explicar os niimeros negativos de forma
metaforica e adota o ponto de vista formal a partir das propriedades aditivas dos
R e multiplicativas em R™, propondo a extensao das propriedades de R™ em R.
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Como afirma Glaeser em [5]:

O Teorema de Hankel foi enunciado da seguinte forma: “A tnica multipli-
cagao sobre R, que prolonga a multiplica¢ao usual sobre RT respeitando
as distribui¢oes (a esquerda e a direita) é conforme a regra de sinais”. A
demonstracao de Hankel para a regra dos sinais da multiplicagdo é assim
apresentada:

0=ax0=ax (b4 opostob) = ab+ a x (oposto b)

0 = 0 x (oposto b) = (oposto a) x (oposto b) + a x (oposto b);

De onde
(oposto a) x (oposto b) = ab

Conclue-se da histoéria dos nlimeros negativos que se os antecessores de Hankel
tivessem desenvolvido modelos capazes de sustentarem as propriedades sobre o
conjunto dos nimeros negativos, obviamente o nivel de compreensao sobre esses
numeros negativos poderia ter ocorrido bem mais cedo. Da anélise feita com
relacao a trajetoria na histéria da compreensao dos niimeros negativos, pode se
considerar que o sucesso de Hankel, foi de nao tentar buscar um modelo para a
explicagao da existéncia dos nimeros negativos.

1.2 O obstaculo didatico: (—1) x (—1) = +1

Até o inicio do século XIX as duas barreiras epistemologicas envolvendo os ni-
meros negativos sao assim definidas por Glaeser em [5]:

“Estagnacao do estagio das operagdes concretas, em confronto com o esté-
gio das operacdes formais, ou seja, a dificuldade de afastar-se de um sentido
concreto atribuido ao seres numéricos. E a tentativa de um modelo unifi-
cador, de encontrar um “bom modelo” aditivo que fosse igualmente valido
para ilustrar o campo multiplicativo, onde esse modelo é inoperante”.

A pratica pedagogica mostra que ao se apresentar aos discentes os nimeros
positivos e negativos como medidas, utilizando o nimero positivo com a ideia
de ganho e o ntimero negativo com a de perda, consegue-se obter um bom en-
tendimento nas operacoes aditivas com esses nimeros. Contudo, como explicar
que a multiplicacao de uma perda por outra perda se transforma em um ganho?
Estamos diante de um obstaculo didatico. Nesse caso, o que antes poderia ser
apresentado por meio de situacoes concretas, agora precisa ser entendido como
uma regra sem relacao nenhuma com o que foi aprendido nas operacoes de adi¢ao
e subtragao de niimeros positivos e negativos. Hankel, em 1867, propos uma forma
de superar esse obstaculo ao mostrar que a explicacao para a regra dos sinais “—"
X “=7 = “4” nao poderia ser procurada na natureza, e que havia a necessidade
de ser demonstrada formalmente, ou seja, justificada dentro dos principios da
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consisténcia interna da Matematica. Ele conseguiu justificar (—1) x (—1) = +1
através do principio da extensao da propriedade da distributiva dos niimeros po-
sitivos para o caso dos negativos. Crowley em [3] apresenta uma demonstragao
direta para (—1) x (—=1) = +1:

(=D x(=1) = ((=1) x (=1)) +((0) x (1))
= (=D x(=D)) +((=1+1) x (1))
= (=) x(=1)) + ((=1) x (1)) + ((1) x (1))
= (=1 x (=14 1)+ ((1) x (1))
= ((=1) x (0)) + ((1) x (1))

= (1) x (1) =+1

Desta forma, o produto de dois niimeros negativos resultando num valor posi-
tivo justifica-se pelo entendimento das regras consistentes da propria Matematica,
decorrentes dos processos de abstracoes e generalizagoes formalizados com rigor
matematico.

No entanto, sabe-se que se na pratica pedagogica ao ensinar a multiplicacao
de nimeros negativos, aplicar-se somente a formalizacao do saber cientifico com
relacdo a regra dos sinais. Provavelmente a “piramide” formada pela relacao
professor, aluno e saber matematico sofrera rachaduras irreparaveis. Portanto,
para que a estrutura desse “solido geométrico” repleto de qualidades matematicas
diferenciadas nao se desestruture, é necessario que se proponha estratégias de
ensino pois o obstaculo epistemoldgico apontado, envolvendo (—1) x (—1) = +1,
materializa-se em sala de aula como obstaculo didatico, conforme sera exposto a
seguir.

2 Estratégias para ensinar (—1) x (—1) = +1

Lima |[6] inicia a se¢do sobre produto de inteiros contando a seguinte historia
sobre seu aprendizado:

“Meu saudoso professor Benedito de Moraes costumava explicar, a mim e
a meus colegas do segundo ano ginasial, as “regras de sinal” para a multi-
plicagdo de ntimeros relativos da seguinte maneira:

1%) o amigo do meu amigo é meu amigo, ou seja, (+) (+) = +;
2%) o amigo do meu inimigo é meu inimigo, isto é, (+) (=) = —;
3%) o inimigo do meu amigo é meu inimigo, (—) (+) = — ¢;

4%) o inimigo do meu inimigo é meu amigo, logo, (—) (=) = +.

Sem duvida esta ilustracao era um bom artificio didatico, embora alguns de
noés nao concordassemos com a filosofia maniqueista contida na justificagao
da quarta regra (podiamos muito bem imaginar trés pessoas inimigas entre
si).”
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Segundo Lima [6] apos a explicagdo das regras de sinais resta, na cabeca das
pessoas mais inquisidoras, uma sensacao de “magister dixit”, de regra outorgarda
pela forca. Mais precisamente, insinua-se a duvida: serd possivel demonstrar, em
vez de impor, que (—1) x (=1) = 41?7 Existem, como os trabalhos de Crowley
em [3] ou o de Hankel citado em [5], apresentados acima, demonstragdes para as
regras de sinais. O que se busca aqui sao estratégias para a transposicao dida-
tica deste fato matematicamente demonstrado para uma linguagem acessivel ao
estudante de ensino fundamental, como fez o professor do autor do artigo em [6].

Peterson em 7] ressalta ser comum que os professores, ao planejarem suas
aulas, normalmente dispoem de poucas estratégias para abordar este tema. A
fim de contribuir com o docente, ele apresenta 14 estratégias para responder a
seguinte pergunta: “Por que o produto de um ntimero negativo por outro niimero
negativo resulta em um nimero positivo?”. A seguir, sao analisadas algumas
dessas estratégias adaptando-as a realidade tecnologica quando possivel.

2.1 Reta numerada

Esta ¢ uma estratégia popular para ensinar as quatro operagoes basicas com intei-
ros. Sao colocadas duas interpretacoes para os sinais “+” e “—": como direcao de
segmentos orientados na reta, sendo positivo a direita da origem, ou ainda como
alteracao do sentido destes segmentos orientados na reta, podendo estes serem
reversos (“—") ou nao (“47). Desta forma, pela primeira interpretagio, “+4” pode
ser representado por 4 segmentos de tamanho unitario, orientados para direita,
justapostos desde a origem. J& “—3” seria representado por 3 segmentos de tama-
nho unitério, orientados para a esquerda, justapostos desde a origem, entendendo
aqui “justaposicao” como o processo de colocar o inicio de um segmento orientado
na seta que representa o final do segmento anterior.

Combinando estas interpretacoes, tem-se o seguinte significado para a-b = ¢:

1. O tamanho de b é a quantidade de segmentos (unitarios) que representam
b;

2. O sinal de b indica o sentido para onde os segmentos de b apontam: direita
(“4”) ou esquerda (“—7);

3. O valor absoluto de a indica quantas setas de tamanho b serao justapostas
desde a origem,;

4. O sinal de a indica se o sentido das setas que representam b serd mantido
(“4”) ou revertido (“—7);

5. O “Vetor Produto” obtido serda a reuniao de a segmentos orientados de
tamanho b. O tamanho deste serd o médulo de c e o sinal serd determinado
pelo seu sentido em relagao a origem.
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Por exemplo, (—3) x (—2) sera tratado da seguinte forma: Com 3 segmentos
(valor absoluto do primeiro fator) que apontam para a esquerda (sinal “—” do
segundo fator) de tamanho 2 (valor absoluto do segundo fator) tem-se um seg-
mento de tamanho 6 apontando para a esquerda. Como o sinal do primeiro fator
¢ “—", o sentido do resultado serd invertido, obtendo-se um segmento de tamanho
6 apontando para a direita, que representa +6.

2.2 Viagem em uma rodovia

Esta pode ser considerada uma variacao da estratégia anterior. Supondo um
ponto de partida em uma rodovia de sentido leste-oeste, por exemplo uma casa,
podemos pensar neste ponto de partida como a origem da reta numerada, sendo
os pontos a direita desta casa representados por coordenadas positivas e pontos a
esquerda por coordenadas negativas. Viagens a leste sao consideradas de sentido
positivo e viagens & oeste de sentido negativo. Também considera-se tempo futuro
como positivo, tempo atual igual a zero e tempo passado negativo.

Desta forma, pode-se dizer que (+80) x (+2) = +160 significa que uma vi-
agem para leste a 80 km/h por 2 horas partindo da origem resulta em um des-
locamento a leste de 160 km. (+80) x (—2) = —160 significa que uma viagem
para leste & 80 km /h iniciada 2 horas atras, chegando na origem resulta em uma
partida a 160 km a oeste. (—80) x (+2) = —160 significa que uma viagem para
oeste & 80 km/h por 2 horas partindo da origem resulta em um deslocamento
a oeste de 160 km. Por fim, (—80) x (—2) = +160 significa que uma viagem
para oeste a 80 km /h iniciada 2 horas atras, chegando na origem resulta em uma
partida a 160 km a leste.

2.3 Elevadores

Neste caso, a reta numerada é representada por um grande edificio, com muitos
andares acima e abaixo do térreo. Os andares acima do térreo sao denotados por
nimeros positivos, o andar térreo pelo zero e os andares abaixo do térreo por
nlimeros negativos.

O prédio contém dois conjuntos de elevadores. Todos os elevadores sobem
e descem, entretanto alguns elevadores sobem vazios e transportam as pessoas
apenas para baixo (indicados por —). Outros transportam pessoas somente para
cima e descem vazios (indicados por +). As seguintes regras regem o funciona-
mento dos elevadores:

1. Alguns dos elevadores param em todos os andares, outros a cada dois an-
dares, outros de trés em trés andares, e assim por diante.

2. Se um elevador que desce parar em cada andar, serd designado por “—1".
Se ele parar a cada dois andares, seréd indicado por “—2”, e assim por diante.

14



Se um elevador que sobe parar em cada andar, serd denotado por “+1”. Se
ele parar em cada dois andares, serd indicado por “+2”, e assim por diante.

3. Cada elevador deve retornar para o andar térreo (zero) apos cada viagem.

4. Quando um elevador que sobe esta transportando pessoas, estd indo na
direcao positiva e o nimero de paradas que faz é indicado por um nimero
positivo. Se este elevador deixa o térreo para recolher passageiros num piso
abaixo do térreo que desejam subir, o elevador vai para baixo — um sentido
negativo — e o nimero de paradas que o elevador faz é indicado por um
nimero negativo.

5. Quando um elevador que desce esta transportando pessoas, estd indo em
uma direcao negativa e o nimero de paradas que faz é indicado por um
nimero negativo. Se um elevador que desce deixa o térreo para pegar
passageiros em um piso acima do térreo que desejam descer, o elevador
sobe — uma direcao positiva — e o numero de paradas que o elevador faz é
indicado por um niimero positivo.

Por exemplo, (42) x (+3) ¢ ilustrado pelo seguinte problema: Suponha que
uma pessoa embarque em um elevador +3 no térreo e desembarque na segunda
parada. Em que andar esta pessoa saird? No andar +6 pois o elevador +3 fard
+2 paradas, sendo sinal das paradas “4” por levar passageiros para cima.

Uma ilustragao de “(—2) x (—3)” é o seguinte: Suponha que um elevador —3
saia do térreo e suba duas paradas para pegar passageiros. Em que andar estao
esses passageiros? No andar +6, pois o elevador —3 fara —2 paradas, sendo o
sinal das paradas “—" por levar passageiros para baixo.

2.4 Office boy

Usando “historias de office boy” para, intuitivamente, introduzir o produto de
numeros negativos. Suponha que o office boy entregue e colete para uma empresa
créditos (cheques, por exemplo) ou dividas (boletos). O primeiro fator do produto
serd a quantidade trazida (4) ou levada (—) pelo office boy. O segundo fator do
produto sera o valor dos créditos (+) ou dividas (—) da entrega.

Por exemplo, a interpretagao de (+2) x (4+300) é ilustrada a seguir: O office
boy coletou para a empresa dois cheques de R$300,00 cada. Como resultado disso,
a empresa estd “no lucro” de R$600,00, e portanto (4+2) x (+300) = +600. Isso
eventualmente conduz a situagdo onde o office boy entrega duas (—2) dividas de
R$300,00 (—300) cada. Temos (—2) x (—300). Como resultado, a empresa revisa
para cima (+4) sua estimativa de recursos disponiveis. (—2) x (—300) = +600.
Observe que o caso em que o office boy recolhe duas dividas, de R$300,00 cada,
levando & (+2) x (—300) = —600 é bastante natural. De fato as duas dividas
podem ter sido entregues erroneamente e, nesse caso, a empresa volta a ter a

divida de R$600,00.
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2.5 Filmagens
2.5.1 Tanque de agua

Considere um projetor de cinema que exiba para frente (+) ou para tras (—)
e uma bomba que pode por (+) ou tirar (—) adgua de um tanque com paredes
de vidro. A bomba opera a uma taxa de 30 litros por minuto. Uma filmadora
apontada para o tanque é ligada ao mesmo tempo que a bomba. Apds gravar a
acao da bomba por dois minutos, ambas sao paradas. O filme é entao projetado
em uma tela. Qual mudanca no volume de &gua serd observada na tela? Se a
agua estava entrando no tanque (+) e se o filme é exibido normalmente (+) a
mudanca observada na tela é um aumento (+) de 60 litros. Retirando &dgua do
tanque (—) e exibindo normalmente o filme (+) observa-se uma diminuigao (—)
de 60 litros, assim como a bomba colocando dgua no tanque (+) e exibindo o filme
em sentido contrario (—). Finalmente, bombeando dgua para fora do tanque (—)
e exibindo o filme em sentido contrario (—) resulta em um efeito de aumento de
60 litros.

2.5.2 Caminhando

Um refinamento da ideia acima é filmar alguém andando para a frente (4) ou para
tras (—) a uma velocidade constante. Exibindo o filme normalmente (4) ou no
sentido contrario (—) permite aos alunos conjecturar o resultado que se mostrara
na tela: a pessoa andando em frente (+) ou para tras (—). Com filmadoras
baratas (celulares) disponiveis, este caso pode ser realizado muito facilmente por
professores em sala de aula. Ao exibir o filme para a frente ou para tras, os alunos
sao capazes de verificar visualmente as suas conjecturas.

2.6 Bloquinho animado (“flip book”)

Sao dados a cada aluno dois blocos de papel, tipo post-it. No primeiro bloco, os
alunos desenham um carro no canto inferior esquerdo da primeira pagina. Na
pagina seguinte o carro ¢ desenhado alguns milimetros & direita do que estava
na pagina anterior, procedendo assim até que a ultima pégina tenha o carro
desenhado no canto inferior direito. Assim, este bloco mostrara o carro indo em
frente. Este serd o nosso bloco positivo (+).

O segundo bloco seré feito de modo semelhante, porém, com a primeira pa-
gina tendo o carro no canto inferior direito e as paginas seguintes tendo o carro
desenhado um pouco & esquerda da péagina anterior, tendo a tltima folha deste
bloco o carro no canto inferior esquerdo. Assim, este bloco mostrard o carro
retornando. Este serd o nosso bloco negativo (—).

Folhear um dos blocos para frente (4) significa ir da primeira a ultima pagina
do bloco com o polegar. Folhear um dos blocos para tras (—) significa ir da tultima
para a primeira pagina do bloco.
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Folhear o bloco positivo (4) para frente (+) resulta no carro se deslocando
para frente (+). Folhear o bloco positivo (+) para tras (—), ou entdo folhear o
bloco negativo (—) para frente (+) resulta no carro se deslocando para tras (—).
Enfim, folhear o bloco negativo (—) para tras (—) resulta no carro se deslocando
para frente ().

Essa estratégia indica apenas o sinal do produto, nao fornecendo seu valor.

2.7 Reconhecimento de padroes

Esta estratégia utiliza padroes, tais como os seguintes, para “prever” o produto:

A, 3 x +2 = +6 B. -3 x 42 = -6
+3 x +1 = 43 -3 x 41 = =3
+43 x 0 = 0 -3 x 0 = 0
+3 x -1 = 7 -3 x -1 = 7
+3 x -2 = 7 -3 x -2 = 7

E necessario contar com um “pensamento indutivo” dos alunos. Ou seja, que
os sucessivos valores dos produtos indicados ird diminuir em trés unidades no
exemplo A e aumentar em trés unidades no exemplo B.

2.8 Graficos

A estratégia de graficos usa o plano cartesiano e ‘“retas multiplicadoras”. A fim
de encontrar o produto (+3) x (42) primeiro localizamos a reta “multiplicadora
por +2”. Para isso, localizamos o ntimero 1 no eixo x, medimos duas unidades
verticalmente para cima (pois queremos multiplicar por +2) e marcamos o ponto
P. Tracando a reta que passa pela origem e por este ponto P temos a reta
“multiplicadora por +2”. Rotulamos esta reta como +2.

Agora, a fim de resolver (+3) x (+2), localizamos +3 no eixo z e desenhamos
uma perpendicular ao eixo x por +3 de modo a intersectar a reta +2 no ponto 7.
Passando por 7', tracamos uma paralela ao eixo x que intersecta o eixo y em +6,
que é o produto desejado. Usando a reta +2 novamente, é possivel determinar
que (—4) x (+2) = (=8).

A solucao de (—3) x (—2) requer uma reta “multiplicadora por —2”. Esta é
determinada marcando @) medindo-se verticalmente para baixo (—) duas unidades
a partir de 1 localizado sobre o eixo x. Desenhando a reta determinada por este
ponto () e a origem temos a reta —2. Para calcular (—3) x (—2), localizamos
—3 sobre o eixo x e desenhamos a perpendicular ao eixo = por —3. Se esta
perpendicular intersecta a reta —2 em R, entao a reta paralela ao eixo x passando
por R intersecta o eixo y em +6, que é a solucao desejada.

O nivel de sofisticacao usado com este método independe dos alunos, pois
nao é necessario que os estudantes tenham uma compreensao de coordenadas
cartesianas.
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2.8.1 Usando Geogebra na estratégia dos graficos

O software Geogebra se mostra uma poderosa ferramenta na aplicacao deste mé-
todo. A seguir, tem-se os comandos a serem digitados no Geogebra em fonte
destacada. Para construir um grafico com uma “reta multiplicadora genérica”,
que calculard a x b procede-se da seguinte forma:

=]

e Insira um controle deslizante, chamado a. Neste con-
trole se definird o valor da reta multiplicadora, que é a
primeira parcela do produto.

3 2 o 12
a=-3 -1
-3
6
5
4
3
e Defina o ponto A=(1,a) e a “reta multiplicadora por 2
a” seré a reta que passa por A e pela origem (0, 0). .
0
-3 -2 -1 0 1 2
a=-3 -
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e Defina o ponto B no eixo =z, escrevendo
B=Ponto[y=0]. Posicione B no ntimero b do
eixo x, o valor que se quer multiplicar por a.

[}

a=-3

-3

T 6

5

4

e Pela estratégia acima, marque T como intersecao da 3

“reta multiplicadora” com uma perpendicular ao eixo x 2

passando por B. Para isso, digite o comando .

T=Intersecao[Reta[A,(0,0)],Perpendicular[B,y=0]]. 5
3 2 A 0 2

a=-3 -1

e Marque C como o ponto de intersecao entre o eixo y e a
reta paralela ao eixo x que passa por T. Digite no campo
de entrada C=Intersecdo[Reta[T,y=0],x=0]. A orde-
nada de C serda o resultado da multiplicacao de a por

b. 3
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e A fim de facilitar a visualizacdo, defina os seg-
mentos BT e CT, digitando BT=Segmento[B,T] ¢
CT=Segmento[C, T]. *

2.9 Circuitos elétricos

Sabe-se que circuitos elétricos sao muito utilizados para o ensino de logica. A
maioria dos alunos percebe que a resposta para o problema (—3) x (—2) é +6 ou
—6. A estratégia de circuito elétrico pode ser usada para indicar qual é a resposta
correta.

Muitas casas estao equipadas com lampadas elétricas controladas por duas
chaves. Se ambas as chaves estao na posicao “on”, a luz estara acesa, se ambas
as chaves estao na posicao “off”, a luz também estard acesa. Se uma chave estd
“off” e a outra esta “on”, entao a luz estard apagada. Isto é feito por meio de duas
chaves de trés vias como no diagrama da figura.

on on M off

off

off —po | off

Possiveis posicoes dos interruptores

Note-se que esta estratégia, tal como a estratégia do Bloquinho Animado, d&
apenas o sinal do produto e nao seu valor.
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2.10 Particulas carregadas

A estratégia das “Particulas Carregadas” depende de algum conhecimento de
fisica. S&o necesséarios para esta estratégia um campo (representado por uma
regido circular) e particulas positivas (circulo cheio ®) e negativas (circulo vazado
(). Cada carga negativa atrai uma carga positiva e elas se neutralizam. Cada
carga neutra ¢é representada por um pequeno circulo com uma particula positiva
e uma negativa dentro do circulo. O campo usado para a multiplicacao sempre
deve ter uma carga total igual a zero. Isto devera ser ilustrado por um campo
contendo varias particulas neutralizadas, como na figura abaixo.

Circuito neutro

O primeiro fator do produto indica quantos grupos de particulas foram adicio-
nados (+) ou subtraidos (—). O segundo fator indica quantas particulas positivas
(+) ou negativas (—) estdo em cada grupo.

Por exemplo, (+3) x (+2) é ilustrada pela adicdo de trés grupos de duas
particulas positivas cada. Feito isto no desenho, ilustrado abaixo, indica-se que
o0 campo agora tem uma carga de +6.

(—=3) x (=2)=6

Adicionar trés grupos de duas cargas negativas cada é a representacao de
(+3) x (=2) e (—3) x (+2) refere-se a subtrair (ou remover) trés grupos de duas
cargas positivas cada. Finalmente, (—3) x (—2) representa subtrair trés gru-
pos de duas cargas negativas cada. A carga resultante do campo é +6 e assim
(—3) x (=2) = +6.
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2.11 Propriedade distributiva

Este método depende da suposicao de que a propriedade distributiva da multipli-
cacao sobre a subtragao se comporta da mesma forma no conjunto dos nimeros
inteiros como no conjunto dos ntimeros naturais. Assim,

(+3) X (+2) = (+3) x [(+5) = (+3)] = [(+3) x (+5)] = [(+3) x (+3)].
Com esta hipotese, pode ser estabelecido que
(+3) X (=2) = (+3) x [(+2) = (+4)] = [(+3) x (+2)] = [(+3) x (+4)]

= (+6) — (+12) = —6.

Da mesma forma, pode-se mostrar que o (—3) x (+2) = —6. Finalmente, pode-se
demonstrar que o produto de dois niimeros inteiros negativos ¢ um nimero inteiro
positivo. Por exemplo,

(=3) x (=2) = (=3)x[(+2) = (+4)] = [(=3) x (+2)]-[(=3) x (+4)] = —6-(-12)

Observe que —12 é o oposto de 12, sendo — (—12) o oposto de —12, que ¢é o
proprio 12. Conclui-se que

(—3)x (—2) = —6— (~12) = 6+12=6

2.12 Processo dedutivo

A abordagem dedutiva é provavelmente a estratégia mais sofisticada. Embora
seja semelhante a distributiva, as suas diferencas sao suficientes para que esta seja
considerada uma estratégia diferente. Um exemplo especifico para (—3) x (—2)
é o seguinte:

— Elemento neutro da multiplicagao

a) (=3)x(0)=0 o
— Substitui¢ao e Elemento Oposto da
b) (=3) x (+2—-2)=0 Adicio
¢) ((=3) x (+2)) + ((-=3) x (=2)) =0 — Distributiva
d) =6+ (-3)x(=2)=0 — Substituicao
e) -6+6=0 — Elemento Oposto da Adicao
f) (=3)x(-2)=6 — Unicidade do Elemento Oposto da
Adicao
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2.13 Definicoes

Cada uma das treze estratégias anteriores sao usadas para motivar uma com-
preensao da multiplicacao nos ntimeros inteiros. Como resultado desta compre-
ensao, os alunos deverao ser capazes de gerar sua propria definicio de multi-
plicacao de inteiros ou aceitar prontamente uma definicao dada no livro didati-
co ou pelo professor. Também é possivel (talvez ndo muito indicado no ensino
fundamental) comegar com uma defini¢do de multiplicagdo de ntumeros inteiros
sem ter sido utilizada uma (ou mais) das estratégias aqui citadas. Uma abor-
dagem diferente ¢ considerar ntimeros inteiros como pares ordenados e definir
multiplicagdo de pares ordenados. O nimero inteiro +2 é definido como equiva-
lente ao conjunto de pares ordenados (a,b) com a —b = 2, a e b € N. Assim,
+2 = (2,0) = (3,1) = (4,2) = .... Esta definicdo representa —5 por pares
ordenados tais como (0,5), (1,6), (2,7), e assim por diante.
A multiplicacao é definida por (a,b) x (¢,d) = (ac+ bd, ad + bc). Assim,

(+3) x (+2) = (4,1) x (5,3) = ((4 x 5) + (1 x 3), (4 x 3) (1 x 5))

= (20+3,12+5) = (23,17) =6

(=3) x (=2) = (1,4) x (3,5) = (1 x 3) + (4 x 5), (1 x 5) + (4 x 3))
= (3420,5+12) = (23,17) = 6

Essas estratégias apresentam caminhos possiveis que deverao ser preparados
e detalhados para uso em sala de aula de acordo com as necessidades especificas
de cada turma. Na parte seguinte sugere-se como isso pode ser operacionali-
zado tomando como exemplo duas das estratégias listadas. O mesmo podera ser
realizado com cada uma das outras nao tratadas.

3 O ensino da multiplicagao (—1) x (—1) = +1

Durante o ensino fundamental, os educadores se deparam com dois obstaculos:
a introducao do conceito do ntmero negativo e a compreensao das regras dos
sinais na multiplicacao. Geralmente os alunos nesse nivel de escolaridade, ja
apresentam total compreensao da operacao a — b, pois faz parte do seu dia-a-dia
perder ou ganhar objetos, pontos em jogos, guloseimas, etc. Em todos esses casos
percebe-se que a operacao a — b é realizada sempre com o a maior do que o b.
Agora, porém, deve-se ampliar o conceito de subtracao. O aluno precisa entender
que o sinal “—” nao significa apenas retirar ou subtrair alguma coisa de outra e
¢ muito importante essa compreensao, sem a qual ele jamais entenderd como
é possivel retirar uma quantia de outra menor. Grande parte dos professores,
diante desse primeiro obstaculo, utiliza-se dos exemplos do dinheiro (ganho x
perdas), da temperatura (graus positivos e negativos) ou ainda, da reta numérica
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(nimeros a direita ou a esquerda do zero), para ampliar esse conceito do nimero
negativo. Pode-se concluir que esses exemplos fazem parte do cotidiano escolar
de qualquer crianca nessa faixa etaria e, portanto, sao bem compreendidos e
assimilados depois de um minimo de pratica. Geralmente essa pratica acontece
por meios de expressoes numéricas e problemas simples envolvendo apenas a
adicao e a subtracao.

O segundo obstaculo acontece quando o professor chega ao conteido da mul-
tiplicagao de nimeros negativos, onde aplica-se as “regras dos sinais” da multipli-
cacao. Uma bifurcacao de opcoes aparece diante do professor fazendo com que
ele tenha que optar em simplesmente ditar a regra dos sinais e fazer com que seus
alunos aprendam por meio de exercicios repetitivos ou, tentar fazer com que seus
alunos compreendam o porqué das ‘“regras dos sinais”.

Apesar de ja existirem obras didaticas mais atuais incluidas no Programa Na-
cional do Livro Didatico (PNLD) do Ministério da Educagao (MEC) que trazem
algumas estratégias para a aprendizagem da multiplicacao entre ntimeros nega-
tivos, sao poucos os professores que fazem uso desse saber escolar como material
para o planejamento de suas aulas. Acredita-se que, o uso da regra dos sinais
como unica estratégia de ensino para a multiplicacdo entre negativos, origina-se
do fato do docente planejar a sua aula com o apoio de livros didaticos desatua-
lizados; por ter aprendido dessa forma, ou ainda, por considerar que somente a
regra dos sinais ¢ uma boa estratégia para a compreensao desse contetdo.

Talvez esse fato justifique o conhecimento apenas superficial e deficitario da
utilizacao dessa regra por parte dos alunos, quando chegam as séries posterio-
res. Percebe-se que a grande maioria dos alunos responde corretamente quando
o professor pergunta “menos com menos dé& ...”, “mais com menos da ...”, e
mesmo assim continuam usando as regras de maneira equivocada e apresentando
dificuldades na utilizacao das mesmas.

Destacam-se as palavras do fil6sofo e psicélogo francés, Raymond Duval, pre-
ocupado com a educacgao focada no processo de ensino aprendizagem dos alunos.

Segundo Duval [4]

Como compreender dificuldades muitas vezes insuperaveis que muitos alu-
nos tém na compreensao da Matematica? Qual é a natureza dessas dificul-
dades? Onde elas se encontram?

Essas questdes passaram a ter uma amplitude e uma importincia particu-
lares com a recente exigéncia de uma maior formagdo Matematica inicial
para todos os alunos, a fim de preparé-los para enfrentar um ambiente in-
formético e tecnolégico cada vez mais complexo. Mas, para responder a
essas questoes, ndo podemos nos restringir ao campo matemaético ou a sua
historia. E necessaria uma abordagem cognitiva, pois o objetivo do ensino
da Matematica, em formacdo inicial, ndo é nem formar futuros matemati-
cos, nem dar aos alunos instrumentos que s6 lhes serdao eventualmente tteis
muito mais tarde, e sim contribuir para o desenvolvimento geral de suas
capacidades de raciocinio, de analise de visualizacao. (2003, p. 11)
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3.1 Utilizando duas estratégias em sala de aula

Diante da opcao de aumentar ainda mais o nivel de compreensao da multipli-
cacao dos numeros inteiros dos seus alunos e transpor a barreira didatica de
(—1) x (—1) = +1, o professor pode utilizar, como exemplo, a ideia da estratégia
2.4 “Office boy” em sala de aula:

Suponha que o aluno seja dono de uma empresa e, como todo diretor e dono
de empresa, possui uma sala com uma grande mesa. Essa mesa possui duas
gavetas principais onde numa delas, ele coloca todos os cheques e dinheiro que sua
empresa ganha dos clientes e na outra, todas as contas e boletos que precisa pagar
para manter a sua empresa funcionando (dgua, luz, telefone, salarios, impostos,
etc. . .).
lém disso, ele possui uma pessoa que lhe presta o servico de office boy e
todos os dias visita a sua sala trazendo cheques (dinheiro) ou contas para pagar.
E ele quem abastece as duas gavetas. Por ser um homem muito atarefado e
pouco organizado, esse office boy vive se atrapalhando e as vezes confunde as
contas e cheques da sua empresa com as contas e cheques de outra empresa que
ele também presta servico.

Todo cheque (dinheiro) que entra na gaveta, aumenta o patriménio da em-
presa e por isso serd chamado de positivo usando sempre o sinal “+” ao se fazer
referéncia a ele. Por outro lado as contas e boletos depositados na outra gaveta
fazem com que o patrimonio da sua empresa diminua e por isso serd chamado
de negativo usando o sinal “—” quando se fizer referéncia a ele. Chama-se tam-
bém de “+” o ato de o office boy trazer (ou somar) algo nas gavetas, e de “—”
sempre que ele precisar retirar (ou subtrair) algo que tenha depositado por en-
gano em uma das gavetas. Agora, diante dessas condigoes, as seguintes situagoes
multiplicativas sao apresentadas aos alunos:

1%) O office boy depositou na gaveta dois cheques de R$300,00.
Resposta esperada: “O patrimonio aumentou R$600,00, pois 2 x 300 = 600.”
Nesse momento ¢ importante chamar a atencao para os sinais que acompa-
nham cada numero da operacao, explicando que, como o office boy somou
2 cheques na gaveta, entao o numero utilizado é +2 e, como ele depositou
um cheque de R$300,00 entao ha correspondéncia ao valor +300. Sendo
assim a operacao fica:

(+2) x (+300) = +600

2%) O office boy viu que tinha se confundido e teve que retirar da gaveta, trés
cheques de R$200,00 que havia depositado por engano.
Resposta esperada: “O patrimonio diminuiu de R$600,00, pois (3) x (200) =
600.”
Mais uma vez é importante interferir e chamar a atengao para o uso correto
dos sinais e explicar que, como o office boy retirou 3 cheques entao usa-se
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o —3. Por outro lado como cheque representa uma quantia que acrescenta
valor ao patrimonio, deve-se continuar utilizando o sinal “+” como definido
antes. Portanto, a operacao ficara da seguinte maneira:

(—3) x (+200) = —600

3%) Novamente o office boy cometeu um engano, mas agora ele teve que retirar
4 contas de R$100,00 que ele havia depositado por engano na gaveta.
Resposta esperada: “O patriménio vai aumentar R$400,00.”

Explica-se novamente que, como o office boy retirou 4 contas, entao usa-se
o —4 e, como os objetos retirados eram contas (diminuem o valor do pa-
trimonio), usa-se o —100, tornando a operagao correta da seguinte maneira:

(—4) x (—100) = +400

Diante dessas trés situacoes, conclui-se que:

o« (+) - (H) =+

e (=) - (+)=— epelalogica, (+) - (=) =—

o« () () =+

Outra sugestao para o professor trabalhar a compreensao e fixacao da multi-
plicagdo de niimeros inteiros é utilizar a ideia da estratégia 2.5.2 “Caminhando”
com seus alunos em sala de aula.

Com o apoio de um equipamento de video, o professor produzira previamente
dois videos simples e de curta duracao. No primeiro deve aparecer uma pessoa
caminhando naturalmente para frente a uma velocidade considerada constante.
No segundo filme, a mesma pessoa deverd ser filmada caminhando para trés.
Sendo gravados em DVD, ou mesmo celular, esses filmes podem ser reproduzidos
em sentido contrario, facilmente.

Na apresentacao para os alunos o professor devera explicar as seguintes con-
digoes:

e a pessoa caminhando para frente, serd representada pelo sinal “+47;

kb

e a pessoa caminhando para tras, sera representada pelo sinal “—7;
e o filme exibido no sentido normal, sera positivo “4” e

e o filme exibido no sentido contrario sera negativo “—".

Feito isso, o professor vai apresentar as filmagens de quatro maneiras diferentes:

1. Exibindo o filme da pessoa caminhando para frente (+), no sentido normal
(+). Na tela os alunos perceberdo que a pessoa caminha para frente (+).
Pode-se chamar a atengao para o fato de que (+) x (+) = (+);
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2. Exibindo o filme da pessoa caminhando para frente (4), mas no sentido
contrario, ou seja, voltando o filme (—). Na tela a pessoa aparecera cami-
nhando para tras (—).

Ressalte-se que (+) x (=) = (—);

3. Exibindo o filme da pessoa caminhando para tras (—), mas no sentido
normal (+), tem-se como resultado, na tela, uma pessoa caminhando para
tras (—). Assim, (=) x (+) = (—);

4. Por fim, o professor exibiré o filme no sentido contréario, para a compreensao
e aprendizagem da multiplicacdo (—1) x (=1) = +1. Ou seja, voltando o
filme (—) da pessoa caminhando para tras (—) ilustra-se a idéia da cami-
nhada para frente ().

4 Consideracoes Finais

Sao perfeitamente justificaveis as dificuldades apresentadas pelos alunos ao se de-
pararem com as operagoes matematicas envolvendo os niimeros negativos. His-
toricamente, foram necessarios séculos para que os nimeros negativos fossem
aceitos e totalmente compreendidos pela sociedade matemética, ultrapassando
dessa forma, esse obstaculo epistemologico. Ainda assim, é exigida dos alunos a
total compreensao desse conteliddo em poucos meses.

Com relagao a adicao e a subtragao de nimeros negativos, verifica-se que os
livros didaticos, na maioria das vezes utilizam as mesmas taticas, bem como os
professores em sala de aula. Com exemplos ilustrativos, usam a reta enumerada,
a temperatura de algumas cidades (frias e quentes) e movimentagao numa conta
bancaria ficticia, onde se debitam e creditam dinheiro.

O maior problema acontece quando o assunto passa a ser a multiplicacao de
ntmeros negativos, com a famosa “regra dos sinais”. Verificamos que, realizar a
operacao (—1) x (=1) = +1 nao é tdo simples assim, e por isso a maioria dos
professores, talvez influenciados por livros mais antigos, optam por simplesmente
fazer com que os seus alunos decorem a regra. Contudo, o ensino puramente
expositivo destas regras, ao causar a sensagao de regra outorgada pela forca,
cria dificuldades para a compreensao e aplicacao correta nas operacoes. Como
resultado, observa-se que os alunos chegam ao ensino médio ainda apresentando
dificuldades em trabalhar com ntimeros inteiros, embora tenham decorado a “regra
dos sinais”.

O uso de estratégias ou artificios simples e compreensiveis que ilustrem as
regras de sinais contribui com a assimilacao do conceito e dao significado a ele,
sendo superado este obstaculo epistemologico-didatico que costumeiramente im-
pede a progressao dos alunos no aprofundamento na disciplina. Nao que seja
impossivel conseguir resultados favoraveis de compreensao do conhecimento da
multiplicagao entre nlimeros negativos em tao pouco tempo, mas devemos sempre
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estar atentos para o fato de que trabalhar com esses tipos de niimeros nao é algo
natural para a maioria dos alunos. Portanto, é papel do professor estar de posse
do maior ntumero de estratégias para facilitar a compreensao do conteido por
todos os alunos.
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