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Conjuntos Numéricos — 2017_1 — Notas de Aula

Numeros Naturais N A criagdo/uso dos numeros naturais (N) se confunde com a propria histéria da
Matematica. Desde os primérdios, determinar a quantidade de objetos de uma cole¢do, como por exem-
plo animais em um rebanho, desperta no ser humano a necessidade da contagem. Inicialmente N =

L]

{1,2,3,...}, sem maiores dificuldades. Tribos mais rudimentares contam “um”, “dois”, “muitos”.
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Os sistemas de numeragao antigos atribuiam a simbolos seus valores. No sistema que utilizamos, cha-
mado de sistema posicional, € a posicdo do simbolo que determina seu valor relativo. Neste contexto,
€ imprescindivel uma notagédo para o “vazio”. O numero 207, por exemplo, representa duas centenas,
nenhuma dezena e sete unidades.

0 € Nou O ¢ N? A resposta correta € “depende da necessidade e/ou preferéncia”. Porém, a pergunta
por si s6 ndo tem importancia. Na Matematica Grega, por exemplo, ndo fazia sentido pensar no “nada”
ou “vazio”. Mais além, “para os gregos era discutivel se 1 era nimero. Nos ‘Elementos’ de Euclides
encontram-se as definicdes ‘Unidade é aquilo pelo qual cada objeto € um. Numero é uma multitude de
unidades. ” [7] Os livros didaticos usados nas escolas brasileiras consideram 0 € N. Quando isto ocorre
e ha necessidade de se excluir o 0, usa-se a representagdo N*, significando N\ {0}. A repeticdo desta
preocupacdo em um determinado contexto pode ser evitada definindo inicialmente N = {1,2,3,...}. No
contexto da disciplina, favor considerar 0 € N.

Nameros Inteiros Z ([9]) ' A ideia de numeros negativos aparece em escritos chineses datados de
antes de Cristo, embora ndo concebidos como unidades independentes. Na Grécia, a concep¢édo da
Matematica era essencialmente geométrica (contar e medir), onde nao faz sentido falar em negativos.
Porém, considerando o Livro | da “Aritmética” de Diofantino (séc Ill a.C), vé-se

Este paragrafo é uma sintese de [9]. Recomenda-se ler o artigo de referéncia inteiro.



uma declaragao muito importante a respeito do que hoje é a multiplicagdo de niumeros nega-
tivos afirmando que o que esta em falta multiplicado pelo que falta resulta em algo positivo;
enquanto que o que esta em falta multiplicado pelo que € positivo resulta em algo que esta
em falta. Dai pode-se observar que os matematicos gregos ja conheciam a famosa regra de
sinais® “menos por menos da mais” e “menos por mais da menos” ainda muito utilizadas nos
dias de hoje. [9]

Durante a Idade Média, temos BrahmasphutaSidd’hanta trabalho de Bramaghupta escrito em 628 d.C,
no qual se trabalham o conceito dos inteiros como fortunas (positivos) e débitos (negativos). Também se
formaliza o zero (0) como subtragdo de um numero por ele mesmo. Bhéskara (1114-1185), ao resolver
uma equacao quadratica que obtém como resultados 50 e —5, considera este Ultimo como “inadequado”.
Até o século XIX perdura esta nocao de “falsas raizes” para os negativos

Stevin(1548-1620), matematico belga, propde que as raizes negativas de uma equagao com variavel x
sao, na verdade, raizes positivas da mesma equacao com variavel —x. Cardano(1501-1576), trabalhando
em formas de obter as raizes de uma cubica, obteve o que chamou de “numeros ficticios” ou “nimeros
falsos” os negativos e suas raizes quadradas.

Hankel(1839-1873), a fim de definir a teoria sobre nimeros Complexos, desvenda (de passagem) as
duvidas sobre os negativos, saindo de modelos concretos e passando para a formalidade.

Ele afirmava que os niumeros nao sdo descobertos e sim inventados, imaginados. Ou seja,
“aqueles que se aventurarem em procurar todas as explicacdes l6gicas na natureza, ou mundo
real, jamais conseguirdao adquirir maturidade em conceitos matematicos, que outrora, sao defi-
nidos para um mundo ideal”.[9]

Ao final do séc. XIX surgem teorias para construir formalmente Z dos inteiros®. Uma teoria bastante
difundida foi a dos pares numéricos, onde o niUmero negativo é concebido como diferenca de dois naturais
a, bcom a < b. Outra ideia € a de estender a ordem preexistente entre os positivos em sentido contrario
a estes. Nesta abordagem € introduzida a no¢ao de oposto: y é oposto de x se y + x = 0. A notagao para
este oposto y = —x. Comisso, Z = {x|x e Nou — x € N}.
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Numeros Racionais Q = {x\x = commeZ,ne N*}. As fragbes sao conhecidas desde a antigui-

dade. Para os Gregos, as fragdes ndo eram exatamente niumeros, mas sim relagdes entre comprimentos
de segmentos. Fixando um segmento unitario u, a medida de um segmento AB serd a quantidade de
vezes (dada em N) que u cabe em AB. Caso nao seja uma quantidade inteira, procura-se outro segmento

. . : . . 1
w, menor que u, que caiba n vezes em u e mvezes em AB. Com isso, a medida de w sera a fragéo rt a

.. m, - . - .4
fracao " € a razdo entre os comprimentos de AB e u e estes segmentos sao ditos comensuraveis®.

O erro era acreditar que encontrar este segmento w sempre seria possivel, ou seja, que quaisquer dois
segmentos seriam sempre comensuraveis. A impossibilidade foi constatada ao tentar encontrar uma me-
dida comum para um lado de um quadrado e sua diagonal. A “razdo” de uma diagonal de um quadrado

) . . , m
para o lado deste mesmo quadrado é /2 e n&o é possivel encontrar m € Z, n € N* tais que = V2. Os
nuameros que ndo podem ser escritos como razao sao chamados irracionais.

Divisao por zero A ideia de divisdo de dois numeros é associada como operagao inversa a multipli-
cacao. Ou seja,

g=c<:>a=b-c

Supondo possivel a divisdo por 0, vamos tratar de dois casos:

0 . . L ”
e Numerador nulo <0>: Esta é uma das chamadas indeterminagbes matematicas. Supondo algum

c= g temos que ¢ - 0 = 0. Porém, isto vale para qualquer valor ¢ (sejace Nou Z, Q, R, C,...). O
valor é indeterminado.

2Para mais informages sobre este obstaculo epistemolégico e estratégias de ensino, consulte [10]
3Inicial de “zahl”, nimero em alemé&o
4que admitem uma mesma medida



e Numerador ndo nulo (g a#O): Se fosse possivel algum d = g, necessariamente d -0 = a # 0.
Porém d - 0 = 0 # a. Este valor nao existe.

Numeros Reais R A unido do conjunto @ com os numeros irracionais forma o conjunto R. Pode-se
imaginar uma reta,na qual é marcado um ponto de origem O e outro ponto A, distinto da origem. O
segmento OA sera nossa unidade de medida, sendo a reta OA chamada de eixo real. O ponto O define
duas semirretas: A que contém o ponto A é dita positiva, sendo a outra negativa. Por convencgao, dizemos
que A esta a direita de O, tornando positiva a semirreta a direita e negativa a semirreta a esquerda.

Para um ponto X qualquer da reta, fazemos as seguintes consideragodes:

e Se OA cabe exatamente n vezes em OX, significa que X representa o numero n € Z;

m ~
—, entao X

e Se X nao representa um inteiro, mas OA e OX sdo comensuraveis a uma razao A=

. m
representa o racional F;

e Para X ndo inteiro e OA e OX incomensuraveis, entdo X representa um numero irracional.

Em todos os casos considera-se positivo se X estiver na semirreta positiva e negativo caso contrario. Com
isso, a cada ponto de uma reta associamos um, e somente um, numero real.

Expressoes Decimais Uma expressdo decimal o € um simbolo da forma
« = dp,a1a2as...4an ...

onde a € Z e ay, a, as, ..., an, ... Sa0 digitos, ou seja ay, ao, as, ..., an, ... € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Estes digitos sdo as casas decimais e, Vn € N temos uma n? (n-ésima ou enésima) casa decimal. O
namero ag € chamado de parte inteira. Podemos associar a expressao « ao numero real correspondente

~ 0T 90T 102 T 103 T T q0m

Quando a expressao € interrompida na n? casa decimal, dizemos que o niumero real o tem por aproxima-
~ . . ai as as an
ao a soma de racionais ap = @g+ — + o5 + g + e+ .

) "7 A0T T 102 T 108 T 407 . o

da ordem de 10~". Formalmente, o nimero real é o limite desta sequéncia de racionais quando n tende a

infinito.

Se, a partir de uma certa casa decimal a,, todas as casas decimais seguintes forem 0, temos uma

~ . _ 8 7 9 15879
fragdo decimal. Por exemplo: 15,879000000... = 15 + 10 + 100 + 1000 = 1000 °

Também se pode obter um racional de uma expressado decimal quando um grupo de casas decimais
(ou uma casa decimal) se repita periodicamente, as chamadas dizimas periddicas. Comecemos pelo caso
mais “intrigante”

O erro de aproximagao que se comete é

9 9 9 9
=10 " 100 " 1000 * 10000 *
Afirmamos « = 1, pois (formalmente) este é o limite ao qual esta soma de racionais converge. Tomando as
aproximacoes ap, temos que 1 — a, = 107", Para n suficientemente grande, a diferenca fica tdo pequena
quanto quisermos.

Um meio de chegar neste resultado é o que segue: Sendo x = 0,999..., temos 10x = 9,999 ....

a=0,9999999 ...

Subtraindo a primeira da segunda, obtemos 9x = 9 = x = g = 1. Outra forma de compreender (embora

1
nao seja uma demonstracao correta) € assumir 3= 0, 333333... e efetuar 0 “produto” desta igualdade por
3 em ambos os Iados.9 5 5 ] ] ]
Tomando 0,999...= — —

1 .
10+W+1000+...=1,obtemosO,111...= 10+W+1000+...=§e,com|sso,

a
0, aaaa... = —.

Deste ponto podemos deduzir como obter a forma racional de dizimas periddicas, considerando o ra-
ciocinio do exemplos a seguir:



Ex. 1: (apenas com partes periddicas) 0,578578578578 .... A parte periddica € 578, ou seja, com 3 al-
garismos. Chamando x = 0,578578578578 ..., obtemos 1000x = 578,578578578 ... (para periodos de n

digitos, multiplicamos x por 10”). Subtraindo a primeira da segunda, obtemos 999x = 578 .-. x = 999"

Ex. 2: (com partes periddicas precedidas de uma parte nao periédica) 7,52689689689689 .... Temos 7,52
nao periddico e 689 periddico. Tomamos x = 7,52689689689689 ... e usamos 100x = 752, 689689689689 ...
(1) e 100000x = 752689, 689689689 ... (2). Subtraindo (2)—(1), obtemos 99900x = 751937, ou seja, a

parte decimal se cancela (trata-se do mesmo periodo) e a parte inteira fica 752689 — 725 = 751937.
751937

~ 99900 °

Intervalos sao subconjuntos dos numeros reais, com extremos a, b € R, com a < b. Os intervalos
poderado ser

e Abertos, se o0 extremo ndo pertence ao intervalo
e Fechado, se o extremo pertence ao intervalo.

Exemplos: A = (2, 5] é dito “aberto em 2 e fechado em 57, pois2 ¢ Ae 5 € A.
B =0, 1] é fechado em 0 e fechado em 1.

Representacao de Intervalos: Intervalos podem ser representados das seguintes formas:

¢ Notagdo de Intervalo: com uso de parénteses “()” ou colchetes “[]” respectivamente para abertos ou
fechados;

¢ Notacao de Conjunto: com uso de < (ou >) e < (ou >) respectivamente para abertos ou fechados;

e Representacao Grafica: com uso de “bola aberta” o ou “bola fechada” e respectivamente para abertos
ou fechados;

Ex.:

a) Intervalo aberto em —3, fechado em 6:
e Intervalo (-3, 6] e Conjunto {x e R| -3 < x <6}

e Grafico

(-3.6)
b) Intervalo fechado em 1, aberto em 4:
e Intervalo [1,4) e Conjunto {x € R|1 < x <4}
e Grafico

—e o—
[1,4)

c) Intervalo de —oc, aberto em 4:

e Intervalo (—oc, 4) e Conjunto {x € R|x < 4}

e Grafico

(—0o,4)

Sempre que um dos extremos for infinito (+oc ou —o0), 0 intervalo sera aberto neste extremo.

d) Intervalos Disjuntos: Como sdo conjuntos, tomamos a unido (U) de cada intervalo. Por exemplo,
Sendo A = [—1, 3), representar A°;



e Intervalo (—oo, —1) U[3, +00) e Conjunto {x e Rx < -1} U{x € R|3 < x}

e Gréfico

[—1.3)

(=00, —1) U[3,+00)

Curiosidade: (—oo, +o0) = R.
Importante: Nunca diga que (2,5] = {3,4,5} = [3,5]. As duas igualdades sao
FALSAS, pois intervalos sao subconjuntos dos nameros reais!!!
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