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Introducio
m Noc¢3o Intuitiva
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Atividade

(1,1)

Passo 1) Recorte um Quadrado
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Passo 1) Recorte um Quadrado

Passo 2) Cortar em 2 tridngulos iguais
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Atividade

Passo 1) Recorte um Quadrado
Passo 2) Cortar em 2 tridngulos iguais

Passo 3) Separe (pinte) um tridngulo e, com o
ndo pintado, volte ao passo 2
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Atividade

Passo 1) Recorte um Quadrado
Passo 2) Cortar em 2 tridngulos iguais

Passo 3) Separe (pinte) um tridngulo e, com o
ndo pintado, volte ao passo 2

Note que é possivel continuar cortando indefinidamente, embora fisicamente o tamanho fique
muito pequeno, sendo dificil o corte, mas idealmente a quantidade de cortes é infinita.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul



Atividade

Porém, a soma das areas dos tridngulos sombreados, embora sempre aumente, nunca
ultrapassara 1, que é a area do quadrado. Evolugdo das areas pintadas:

19 corte: %
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Atividade

Porém, a soma das areas dos tridngulos sombreados, embora sempre aumente, nunca
ultrapassara 1, que é a area do quadrado. Evolugdo das areas pintadas:

19 corte: %
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Atividade

Porém, a soma das areas dos tridngulos sombreados, embora sempre aumente, nunca
ultrapassara 1, que é a area do quadrado. Evolugdo das areas pintadas:

19 corte:
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o 2° corte: 3+
3° corte:
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Atividade

Porém, a soma das areas dos tridngulos sombreados, embora sempre aumente, nunca
ultrapassara 1, que é a area do quadrado. Evolugdo das areas pintadas:

19 corte: o
2° corte:

39 corte:

NI—= N|—=
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=
+
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4° corte:
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Atividade

Porém, a soma das areas dos tridngulos sombreados, embora sempre aumente, nunca
ultrapassara 1, que é a area do quadrado. Evolugdo das areas pintadas:

1° corte: 1
: 2° corte: i+1=3
3 corte: i4+141-17 3t2=1
$28 8 4° corte: L+i4+Li4Ll =1
5% corte: i4141,1 .1 31 2titgtis 1
P otz tgtietn TR
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Atividade

Porém, a soma das areas dos tridngulos sombreados, embora sempre aumente, nunca
ultrapassara 1, que é a area do quadrado. Evolugdo das areas pintadas:

1° corte: 1
2 0 . 1,1_3
3% corte: 1+141l=1 2" corte: 5 +3=3
T2 4788 4° corte: L+i4+Li4Ll =1
5% corte: i+14141 4 L _31 27478 161
CatatEtetn TR
1 1 1 1 1
— -ttt —=+—=+---=1
2 4 8 16 32
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Atividade

Porém, a soma das areas dos tridngulos sombreados, embora sempre aumente, nunca
ultrapassara 1, que é a area do quadrado. Evolugdo das areas pintadas:

1° corte: 1
: 2° corte: i+1=3
3 corte: i4+141-17 3t2=1
$28 8 4° corte: L+i4+Li4Ll =1
5% corte: i4141,1 .1 31 2titgtis 1
P otz tgtietn TR

1 1 1 1 1
— -ttt —=+—=+---=1
2 4 8 16 32
Ja a area n3o pintada fica cada vez menor mas, teoricamente, nunca chega a zero pois,

qualquer que seja o nimero, sempre tem uma metade que serd maior que zero.
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Introducio

m Problemas de tangente e velocidade
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Reta Tangente

Uma reta tangente a uma curva em um
ponto apenas “toca” a funcdo neste ponto,
tendo a mesma direcdo que a curva tem no
ponto de tangéncia. 1
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Reta Tangente

Exercicio

Encontrar uma equagdo da reta tangente a pardbola
f(x)=2x2-2x+1 no ponto P=(1,1).

R.: Para encontrar uma inclina¢do de uma reta, precisamos de 2
pontos mas, no caso, temos apenas um. Tomemos pontos

Q@ =(x,f(x)) préximos de P (mas sempre diferentes deste) tais
que sejam possiveis construir retas secantes (reta que secciona,
corta, uma curva) a fim de aproximar qual deve ser a inclinagdo
da reta tangente.

A inclinag3o da reta que passa por P e Q tem, como inclinacdo,

. Cf(x)-1  (2x*-2x+1)-1 By 05 1 15
POTTCT T ' . .

x—1

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul s/



Reta Tangente

Exercicio

Encontrar uma equacao da reta tangente a pardbola

f(x) =2x%-2x+1 no ponto P =(1,1).

R.: Calculando a inclinagdo mpg para alguns pontos a esquerda
(do menor para P) e alguns a direita (do maiores para P) temos

| f(x)=2x2-2x+1

Pela Esquerda Pela Direita
X y mpQ X y mpQ
0 1 0 2 5 4
0,5 0,5 1 1,5 2,5 3

0,9 0,82 1,8 11 1,22 2,2
0,99 | 0,9802 | 1,98 1,01 | 1,0202 | 2,02
0,999 | 0,9980 | 1,9980 || 1,001 | 1,0020 | 2,0020
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Reta Tangente

Exercicio
3 ¥ 2
(x) —2x* —2x 41§
|2
o p/
T mpg A0 y — 1
1 05 05 1 15 2 1
V3 — 2 2y / 3
mpo_S/y_Sx 2 m
105 0f 1 15 2 1 05 s 15 2

flx) — 262 2¢ 41/

/

/

O coeficiente angular mpg se aproxima de 2, enquanto o termo independente se aproxima de —1. y =2x-1.
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Velocidade

Suponha que uma bola seja solta, a partir do alto de uma torre, 450m acima do solo. Estimar a velocidade
da bola apés 5 segundos.

R: Dos estudos de Galileu, tem-se que a distancia percorrida por qualquer objeto em queda livre é
proporcional ao quadrado do tempo de queda (desprezando a resisténcia do ar). A equacdo de
deslocamento s(t) para t em segundos, fica s(t) = 4,9t2.

A velocidade é a razdo de variacdo do deslocamento por variagdo do tempo. No exemplo, ndo hd um
intervalo de tempo. Porém, de modo semelhante ao exemplo anterior, podemos usar valores préximos de
5s para estimar a velocidade.

t (s) 4 4,5 4.9 4,99 5,01 5,1 55 6
s(t) (m) | 78,4 | 99,225 | 117,649 | 122,0105 | 122,9905 | 127,449 | 148,225 | 176,4
t)—-s(5
% (m/s) | 44,1 | 46,55 | 4851 48,95 49,05 49,49 51,45 | 53,9

Assim, estimamos a velocidade em t =5s de 49m/s.
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O Limite de uma funcao

__________ Analisamos a fungdo f(x) = x?—x+2 para valores de x préximos

de 2. Podemos ver que para valores de x préximos de 2, o valor de
P/ f(x) é préximo de 4. Veja abaixo:

X f(x) X f(x)
1 2 3 8
1,5 2,75 2,5 5,75
19 | 371 || 21 | 431
1,95 | 3,8525 || 2,05 | 4,1525
1,99 | 3,9701 || 2,01 | 4,0301

NpfE-——————— - "=

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul



O Limite de uma funcao

O que podemos concluir é que, se quisermos encontrar valores de
f(x) tdo préximos de 4 (ndo importa o quanto préximos), basta
escolher valores de x suficientemente préximos de 2.

Definicao
Se f(x) é definida para valores préximos de a (ndo necessariamente
definida em a) e, para um valor L na imagem, pudermos tornar
valores de f(x) o quanto quisermos préximos de L tomando x
suficientemente préximo de a, tanto pela esquerda quanto pela
direita, entdo dizemos que o /imite de f(x) é L quando x tende a

a, sendo denotado por
lim f(x)=L

X—a
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O Limite de uma funcao

Definicdo Formal

A definicao formal de limites traduz o que expressamos em palavras da seguinte forma:
 Valores de f(x) préximos de L, com uma distancia arbitréria ¢ fica |f(x) - L|<e
e Valores de x préximos de a, com uma distincia § e x# a fica 0<|x—a| <§é.

Se, para qualquer € >0 (ou seja, qualquer distdncia na imagem) for possivel encontrar um § >0
(ou seja, é possivel determinar um intervalo no dominio) de modo que os valores de x no
intervalo (a—3&,a+ &) tem imagem dentro do intervalo (L—¢,L+¢€), entdo o limite de f(x) é L
quando x tende a a.

Simbolicamente:

lim f(x):LdéfV£>0,El5>0’0<|x—a|<6 = |f(x)-L|<e

X—a
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Aproximacoes Laterais

Exemplo 1

X—1

Calcular lim )
x—1x2-1

x=1 _ .
n3o é definida para x=1,

x2-1

além de ambas fun¢des (numerador e denominador) tendem a

R.: Note-se que a fungio

0 para x — 1. Porém, o valor do limite é calculado em valores
proéximos a 1, mas n3o necessariamente em 1. Calculando para

valores préximos:

X f(x) X f(x)
0,5 0,6667 1,5 0,4
0,9 0,5263 1,1 0,4762
0,99 | 0,5025 | 1,01 | 0,4975

0,999 | 0,5003 | 1,001 | 0,4998

Mesmo que fosse definido um valor para f(1),
os valores préximos de 1 no dominio tem
imagem préxima de /5.

x-1 1

Logo I 555 <5
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Aproximacoes Laterais
Exemplo 2

. Vt2+9-3
Calcular lim —————.
t—0 t2

Aqui, tanto para valores negativos quanto positivos de t, pelo fato de aparecerem como t2, terdo
o0 mesmo valor.

t +1 +0,1 +0,01 +0,001 | +107* +107° +£107° +1077
Vit2+9-3
t2

0,162278 | 0,16662 | 0,166666 | 0,166667 | 0,166667 | 0,166667 | 0,166533 | 0,177636

Para valores entre —107° e 107 comecam a dar “resultados estranhos”. Isso acontece porque as
limitacSes do calculo eletrdnico ndo conseguem distinguir t2 de 0 para valores muito pequenos.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 112



Aproximacoes Laterais
Exemplo 2

/JV’\

-1 1
Dominio [-1,5,1,5]

Dominio [-0,05,0,05], zoom 8x.
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Aproximacoes Laterais
Exemplo 3

. JU
Calcular limsen —.
x—0 X

Tomando valores de x na sequéncia 1,%/2,1/3,1/4... temos

—cen F = _ 1 T
f(1)=sen 1—senﬂ—O f(/g)—sen l/2—sen 2n=0

1 R 1 T
f(/3) sen 1/3—sen3n 0 f(/4)—sen 1/4—sen4n 0
1) _ T o_ _ 1 )= T o_ —
f(/5)—sen 1/5—sen5n—0 f(/ﬁ)—sen 1/6—sen6n—0

O mesmo ocorre para 7(0,1) =sen 107 =0 e £(0,01) =sen 100z =0. Seria lim sen % =0777

x—0
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Aproximacoes Laterais

Exemplo 3

A resposta é Nao. Com outras sequéncias, sdo obtidos outros valores. Essa funcio,
especificamente, pode assumir qualquer valor entre —1 e 1, dependendo da sequéncia escolhida.
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Aproximacoes Laterais

Conclusdes

O limite é o valor L no contradominio ao qual se aproximam imagens f(x) de valores x

L]
do dominio préximo de a.

e Em alguns casos, o valor obtido pelas aproximagdes pode ser enganoso, seja pela
caracteristica da func3o, seja por limitagdes eletrdnicas de célculo.

As aproximagoes numéricas podem dar uma ideia do valor do limite, mas existem casos em que
os valores das aproximagdes podem ndo ser o real valor do limite.
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Introducio

m Limites Laterais
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Limites Laterais

0, set<O

1, set=0

Esta é a funcdo Heavside, em homenagem ao Engenheiro Elétrico Oliver Heavside, que representa
quando um circuito estd desligado (H(t) =0) ou ligado (H(t) =1).

Se t — 0 pela esquerda (negativos), H(t) — 0. Ja se t — 0 pela direita (positivos), H(t) — 1.
Representamos:

Calcular lir’rgJ H(t), sendo H(t) = {

Limite pela Esquerda: tlirgﬁ H(t)=0e,

Limite pela Direita: Iirg+ H(t)=1e,
t—
Como as aproximagdes por um lado e por outro ndo chegam no mesmo valor, dizemos que

Hll_r:%H(t)
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Limites Laterais

De forma mais abrangente,
e o limite a esquerda de f(x) quando x tende a a, denotado por Jim. f(x), é Lse

pudermos tornar valores de f(x) o quanto quisermos préximos de L tomando x
suficientemente préximos de a, mas menores que a.

o o limite a direita de f(x) quando x tende a a, denotado por lim f(x), é L se
x—at

pudermos tornar valores de f(x) o quanto quisermos préximos de L tomando x
suficientemente préximos de a, mas maiores que a.

Com isso, podemos dizer que

Existe lim f(x) quando existirem ambos lim f(x), lim f(x) com lim f(x)= lim f(x).
X—a X—a x—a* X—a x—a*

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 172



Introducio

m Propriedades
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(iLna(f+g)(x) = lim f(x) + lim g(x)

X—a X—a
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(iLna(f +8)(x)= lim f(x) +)I(iLnag(x)

Produto de Limites: )I(m(fg)(x) = lim f(x)-)l(anag(x)
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(iLna(f+g (x)= lim f(x)+ lim g(x)

~— =

Produto de Limites: )I(ima(fg (x)= I|m f(x) lim g( )
f(x) )I(l_r>n3 f(x)
Quociente de Limites: |im = desde que g(x)#0 e lim g(x) #0.
x=ag(x) " lim g(x) x=a
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(ig12(f+g)(x) =lim f(x)+)|(iLnag(x)
Produto de Limites: )I(m(fg)(x) = lim f(x)-)l(anag(x)
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(ig12(f+g)(x) =lim f(x)+)|<iLnag(x)
Produto de Limites: )I(m(fg)(x) = lim f(x)-)l(anag(x)
f(x) Jim, f(x)
Quociente de Limites: |im == desde que g(x)#0 e lim g(x) #0.
x—a g(x) linag(x) X—a
Limites diretos: Iimc=ce limx=a
X—a X—a

. A . . . n_ . n
Propriedade de Poténcias: )I(er}a[f(x)] = )I(anaf(x)]
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(ig12(f+g)(x) =lim f(x)+)|<iLnag(x)
Produto de Limites: )I(m(fg)(x) = lim f(x)-)l(anag(x)
() Jim () .
Quociente de Limites: |im == desde que g(x)#0 e lim g(x) #0.
x—a g(x) linag(x) X—a
Limites diretos: limc=ce limx=a
X—a X—a
. A . . . n_ . n
Propriedade de Poténcias: )I(er}a[f(x)] = )I(anaf(x)]

Demais: |lim x"=3";
X—a
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(ipa(f+g)(x) =lim f(x)+)|(iLnag(x)
Produto de Limites: )I<|_rg(fg)(x) = lim f(x)-)l(anag(x)
f(x) Jim, f(x)
Quociente de Limites: |im = desde que g(x)#0 e lim g(x) #0.
x—a g(x) )l[nag(x) x—a
Limites diretos: limc=ce limx=a
X—a X—a

Propriedade de Poténcias: )I<|_rna[f(x)]” = Ll(iLnaf(x)]n

Demais: limx"=2"; lim ¢/x = V/a (se 3V/a);
X—a X—a
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Propriedades

Considerando que existam lim f(x) e lim g(x), temos:
X—a X—a

Soma de Limites: )I(ipa(f+g)(x) =lim f(x)+)|(iLnag(x)
Produto de Limites: )I<|_rg(fg)(x) = lim f(x)-)l(anag(x)
f(x) Jim, f(x)
Quociente de Limites: |im = desde que g(x)#0 e lim g(x) #0.
x—a g(x) )l[nag(x) x—a
Limites diretos: limc=ce limx=a
X—a X—a

Propriedade de Poténcias: )I<|_rna[f(x)]” = Ll(iLnaf(x)]n

Demais: lim x"=2a" lim Vx = /a (se 3V/a); lim §/f(x) = {/lim f(x) (se 3¢/lim £(x)).
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Introducio

m Continuidade
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Continuidade

No¢des intuitivas

Intuitivamente, uma fungdo continua é
aquela cujo gréfico é feito “sem tirar o
ldpis do papel”’, ou em “traco lnico”.




Continuidade

No¢des intuitivas

Pontos de descontinuidade s3o saltos ou situacdes onde a fungdo ndo é definida.
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Continuidade

Uma fungdo é Continua em a se, e somente se, lim f(x) = f(a).
X—a

S50 funcdes continuas!:

e Polindmios
e Exponenciais e Racionais
e Radicais
e Logaritmos e Trigonométricas
o Trigonométricas Inversas
. x3-5x%47
Ex: Calcular lim ———.
x—3 2x+4
Como a funcido é definida em x =3, razdo de dois polindmios é continua e

’ x3-5x2+7 33-5.3247 27-45+7
m = = =
3 2x+4 2.3+4 10

nos pontos que forem bem definidas

-0,9

1
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Introducio

m Limites Infinitos e Limites NO Infinito
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Limites Infinitos

Definicdo e exemplo

Importante

Infinito NAO E ndmero
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Limites Infinitos

Definicdo e exemplo

Importante

Infinito NAO E niimero

Temos um limite infinito, no caso lim f(x) = oo, quando para qualquer valor M >0 hd um
X—a

intervalo que contém a (0 <|x—al <d) com valores de x com imagem f(x) > M.
Ex.: Iin(”)l+ 1/X. Temos a seguinte aproximag¢ao:
X—

x |1)01)0,01] 0,001 | 0,0001
f(x)| 1] 10 | 100 | 1000 | 10000

Para qualquer valor M, é possivel encontrar valores x préximos a zero tais que f(x) > M. Assim,

. 1 _
Xll—>r8+ /X -
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Limites Infinitos

Definicdo e exemplo

Importante

Infinito NAO E niimero

Para lim f(x) = —oo, ocorre quando para qualquer valor M <0 ha um intervalo que contém a
X—a

(0<|x—al <&8) com valores de x com imagem f(x) < M.
Ex.: Iin(”)l 1/X. Temos a seguinte aproximag¢ao:
o

x | -1]-0,1]-0,01 | —0,001 | —0,0001
f(x) | -1 | -10 | —100 | —1000 | —10000

Para qualquer valor M, é possivel encontrar valores x préximos a zero tais que f(x) < M. Assim,

lim 1/ =~
R e = e
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Limites Infinitos

Definicdo e exemplo

2 1
Note que ambos os limites laterais existem.
Porém, sendo 11t
lim */x=-oc0e lim !/x=00
x—0 x—0F _2 _1 1 2
temos que 4l
Alim 1
x—0 /X

_2..

1

f(x)=-

()=~
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Limites Infinitos

Assintota Vertical
A reta x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo menos uma das seguintes

condi¢des for satisfeita:

« limf(x)=00 o lim f(x) =00 o lim f(x)=o00
X—a X—a X—a
. )I(l_rgf(x):—oo . XILn;+f(x):—oo . XILn;_f(x):—oo
. 1
B fa) =2

u:*"‘;ﬁf ///UE"R
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Limites Infinitos

Assintota Vertical
A reta x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo menos uma das seguintes

condi¢des for satisfeita:

e limf(x)=o00 o lim f(x)=o00 o lim f(x)=o00
X—a X—a X—a
. )I(l_rgf(x):—oo . X|LFI;+ f(x)=-o0 o Jim f(x)=-o0
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Limites Infinitos

Assintota Vertical
A reta x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo menos uma das seguintes

condi¢des for satisfeita:

e limf(x)=o00 o lim f(x)=o00 o lim f(x)=o00
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. )I(l_rgf(x):—oo . X|LFI;+ f(x)=-o0 o Jim f(x)=-o0




Limite NO Infinito

lim f(x)=L ou Nim f(x)=L

X—00

Definicoes

Infinito Positivo: Seja f definida em (a,00), entdo XI|_)ngo f(x) = b significa que os
valores de f(x) ficam arbitrariamente préximos de b quando tomados valores de x cada
vez maiores (em dire¢do a +00).

Infinito Negativo: Seja f definida em (—o0,a), entdo Jim f(x) = b significa que os
valores de f(x) ficam arbitrariamente préximos de b quando tomados valores de x cada
vez menores (em dire¢do a —oo, valores grandes em médulo, mas com sinal negativo).
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Limite NO Infinito

e o
hz) = =22

222 +1

x?—2x
2x2 41
Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul

Fungdo h(x) = préxima da origem

SeonWlun




Limite NO Infinito

-2
h(x) = 21 ,
2
. X< —=2x )
Funcdo h(x) = -——— ampliada
2x+1
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Limite NO Infinito

Para valores de x préximos de 0, h(x) assume valores entre (—1/2,1). Mas, para valores
“distantes” da origem, as imagens se aproximam de 0,5:

X 1 2 3 4 5 10 100 1000
h(x) | -0,33333 0,15789 | 0,24242 | 029412 | 039801 | 0,48998 0,499
X -1 -2 -3 -4 -5 -10 -100 —-1000
h(x) 1 0,88880 | 0,78947 | 072727 | 0,68627 | 0,59701 | 0,50997 0,501
2
. , , . X —=2x
Assim, y =0,5 é assintota horizontal de h(x) = ———
2x2+1
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Limite NO Infinito

Assintotas Obliquas

Uma reta y = ax + b serd assintota obliqua de f(x) se

lim f(x)—(ax+b)=0 ou Ilim f(x)—(ax+b)=0
Tim £(x) - (ax+b) lim_£(x)~ (ax+b)
Note-se que, com esta definicdo, as assintotas horizontais s3o um caso particular das assintotas
obliquas, sendo a=0. De outro modo, se uma funcdo tem assintota obliqua, n3o terd assintota
horizontal e vice-versa.
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Teorema do Confronto
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Teorema do Confronto

Se, dadas trés fungdes tais que f(x) < g(x) < h(x) em um intervalo préximo de a (mesmo que a
ndo esteja no dominio das fungdes) e )I(i@af(x) =L :iiLnah(x) entdo )I(imag(x) =L

Exemplo: Calcular Iir‘%x2sen (1/X). N3o é possivel calcular Iimox2- Iin})sen (I/X), pois
A Iirrbsen (I/X). Porém, como Vx, temos que
X—
-l<senx=l1
—-1<sen (l/x) <1

—x% < x?sen (1/X) <x? (-x?)
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Teorema do Confronto

Se, dadas trés fungdes tais que f(x) < g(x) < h(x) em um intervalo préximo de a (mesmo que a
ndo esteja no dominio das fun¢des) e )I(imaf(x) =L=lim h(x) entdo )I(imag(x) =L

Exemplo: Calcular Iin})xzsen (l/x)-
X—

Temos que h(z) = 22
lim —x2=0= lim x2
x—0 x—0

. Satisfeitas as condi¢cdes do
Teorema do Confronto,

)I(er})xzsen (1/X) =0
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Teorema do Confronto

Consequéncia do Teorema do Confronto

Dadas duas fung¢des f(x) e g(x) tais que Jim f(x)=0e |g(x)| <M (ou seja, g(x) é uma fungdo
limitada), entdo

lim f(x)g(x)=0
lim F(x)g(x)
Outras situacoes
o Qualquer polindmio é continuo em qualquer valor de R;
e Qualquer func3o racional é continua em seu dominio;

e Se f(x) é continuaem b e )I(ilpag(x) = b, entdo )I(ilpaf(g(x)) =f(b).
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Limite Fundamental

sen 6
m =
6-0 0
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Limite Fundamental

. sen @
lim
6—0
Temos que tanto éinbsen 6=0¢e ging)e =0 e, por isso, ndo é possivel calcular divisao dos limites

=1

(temos %). Tomamos 0<6 < 7.

D Na figura, o arco AOB é um setor de um
B circulo de raio 1 e medida 6. O segmento BC

é cateto oposto a 0 no tridngulo OBC, cuja
hipotenusa mede 1. Portanto BC =sen 6. Da
] e figura vemos que BC < AOB.
Logo,

sen 6

<1

sen <0 =




Limite Fundamental

. sen @
[im
6—0

=1

Temos que tanto éinbsen 6=0¢e ging)e =0 e, por isso, ndo é possivel calcular divisao dos limites

(temos %). Tomamos 0<6 < %

D _Também da figura, AOB < AE + EB. Como
B EB é cateto de um triangulo retangulo com

hipotenusa ED, EB< ED. Assim,
AOB < AE + ED = AD

e AD é cateto oposto 3 § em um tridngulo
cujo cateto adjacente mede 1. Logo,
de  Aa AD =tanf = AOB <tanf = 0 <tanf.
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Limite Fundamental

. sen @
lim
6—0
Temos que tanto éimosen 6=0¢e (Linz)B =0 e, por isso, ndo é possivel calcular divisdo dos limites

=1

(temos %). Tomamos 0<6 < Z.

sen
Temos 0 <

. Como, cos@ é préoximo

cos
B de 1 para x préximo de 0, podemos

sen 0
obtendo cosf <

né@

. cosf
multiplicar por

se
] e Juntando o que temos, cosf < <1.

Como Iim+ cosf =1, pelo teorema do

0—0

confronto,
1

| sen 0
oD C A m =
= 0—-0+ 0
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Limite Fundamental

. sen @O
lim =

1
6—-0 0

sen 0 , . senf
é par e, portanto 9|II"8_

Mas a funcao =1, concluindo nosso resultado.

e




Modos de Calcular Limites
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Calcular Limites

» Se ae Dom(f) e a fungdo é continua, substituir diretamente, pois )I(mr?a f(x)="(a).

x3+2x2-1

Ex.: Calcular lim =——=-——=_ A func3o n3o é definida para x =>/3. Logo
x—1 5-3x
o ox3+2x2-1 1342.1%2-1 2
lim = ===1
x—1 5-3x 5-3-1 2
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Calcular Limites

e Se a¢ Dom(f) mas a fungdo é continua nos valores de seu dominio préximos de a,

primeiro buscamos simplificar a fragdo (em especial quando — %).

-1
Ex.: Caleular lim X2 . A fungdo ndo ¢ definida para x =1 (lim— 9).
X— X —_—
: -1 x=T1 1 .
Simplificando :2_1 =M(x+1) =L 18X 1 deixa de ser problema!

i x—1 i 1 1 1
m = |lm = = —
21 aix+1 141 2

Obs: Ha outra possibilidade de resolugcao de limites que se assemelham a %, mas dependem
de conceitos ainda n3o abordados.
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Calcular Limites

¢ Nem sempre a simplificacdo é direta, podendo ser necessdrio uso de artificios para

simplificar.
Vit24+9-3
Ex.: Calcular Iim ————.
t—0 t2

2
Vi249-3 \/t2+9+3_(Vt2+9) -3 p.gq

Racionalizando o numerador, . =

t2 m+3_t2(M+3)_t2(M+3)_
¥

1
IZ(\/t2+9+3) V21943

e t =0 deixa de ser problemal

Vt2+9-3 1 1 1

lim ————=1 =

1
t=0 t2 t=0v/24+9+3 V0+9+3 3+3 6




Calcular Limites

» Nas condi¢des anteriores (a¢ Dom(f) mas a fungdo é continua nos valores de seu
dominio préximos de a) caso ndo seja possivel simplificar, é preciso avaliar os limites laterais.

Ex.: Calcular lim tanx. A fun¢do ndo é definida para x=g+k-7r, VkeZ. Logo

x—3
. . sen X(_)l) i i sen X(_’l)
lim tanx= lim ————=+400 e lim tanx= lim ————=-o0
X—7 X—% COSX(_,O+) x—»% x—»% COSX(_,O—)
b1

Como os limites s3o infinitos, — é assintota vertical. Por serem distintos, A Iirr)[ tan x.

X—’E

Obs.: Provaveis candidatos a assintota vertical: Valores que zeram denominadores!

N
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Calcular Limites

o Assintotas Horizontais e Obliquas:

o1 1 . , .
» Iim —=0e Ilim —=0. Uma constante, dividida em um nimero cada vez maior de
X—00 X X——00 X

partes, fica cada vez menor.
» Sendo p(x) e g(x) polindémios, lim @:
¢ =0, (ass. horizontal) se grau(p(x)) < grau(q(x));
& =b#0, (ass. horizontal) se grau(p(x)) = grau(q(x));
& =o0, se grau(p(x)) > grau(q(x)) com possibilidade de assintota obliqua se

grau(p(x)) = grau(q(x)) +1;
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Calcular Limites

e Assintotas Horizontais X Assintotas Obliquas: Supondo Jim f(x)=b (ass. horizontal).
—00
A Assintota Obliqua seria uma reta mx+n com Jim [f(x)—(mx+n)]=0
—00

zJLr&f(x)—Jergo(mx+n)=O
= b— lim (mx+n)=0
X—00

= lim (mx+n)=b
X—00

Ou seja, para valores muito grandes, mx+n— b, o que sé é possivel se m=0e n=b,
fazendo a ass. obliqua se tornar ass. horizontal.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul



Calcular Limites

—4
Ex.1: Calcular assintotas de f(x) = s A
R x2-5x+6

e Assintotas Verticais: Zeros no denominador. S ={2,3}.

Estudo de Sinais > XILrT21_ f(x): Sinal f. —, Num. —2, Den. —0.

x—t TP ot - lim £(x) = —oo.
X—2"
x2-5x+6 . — -+ - F
quoc. -+ =+ > Iirr?] f(x): Sinal f. +, Num. — 1, Den. — 0.
o
a4 34 0

.‘.XILrgi f(x) = oo.
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Calcular Limites

X—4
Ex.1: Calcular assintotas de f(x) = ———.
x2-5x+6
R-: . Assintotas Horizontais ou Obliquas: Como grau(x —4) =1<2 = grau(x?® —5x +6), teremos y =0

. . x—4
como ass. horizontal. Procedendo as contas para lim ———:
. . . x—~00 x2 —5x + 6 .
» Colocamos em evidéncia as maiores poténcias do numerador e denominador.
4 4 4
_ x—4 ] x(1-%/« X 1-%/4 o1 1-%/
lim ( ) = / = lim —- lim /

x—00 x2 —5x +6 :X—'°0X2(1—5/X+6/X2) T x—oox2 1-5/,46/ 5 x—cox x—e01-5/ 46/

» Como, para x — oo, 0s termos que tem x no denominador — 0,

-0
=0 o
jim <. N =0
x=0x 1 lim %/, + lim ®/ » 1-0+0
X—00 X—00
0 0
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Calcular Limites

3x“+2x-5
Ex.2: Calcular assintotas obliquas (ou horizontais) de f(x) = X TeXTd
2x2-2x+1
R.: Como grau(3x?+2x—5) =2 = grau(2x? - 2x +1), teremos uma assintota horizontal.
. 3x?+2x-5
Procedendo as contas para lim ——:
x—002x2 —2x +1
i 3x242x-5  x*(3+2%/x-5%/,2) i X2 3+2/,-5/,
m —————= IIm = Im——
x=002x2 —2x+1 x=00x2(2-2/ x+1/0) x=o0 7 2-2/ x+1/,
-0 -0
-1 2 .5
= 3rlim i 34003
x=00" 2 |im 2/ + lim 1/ = 2-0+0 2
X—00 X—00
0 0
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Calcular Limites

x3-3x2+5x-7

x2+2x+3
R.: Como grau(x3—3x?+5x-7)=3=2+1=grau(x®+2x+3) +1, teremos uma assintota

obliqua. Fazendo a divisdo de polinémios,

Ex.3: Calcular assintotas obliquas de f(x) =

POy, 1)

q(x) q(x)
onde g(ra)u(h(x)) =1le gr?u)(r(x)) < grau(qg(x)). Assim,
im 0 —0 = lim 2% p(x)=0.-. h(x) é ass. obliqua.
XILn;om—O Xl_mq(x) h(x) =0.". h(x) bliq
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Calcular Limites

x3-3x2+5x—7

Ex.3: Calcular assintotas obliquas de f(x) =

x2+2x+3
R.: _
.. Assim,
Fazendo a divisao
. . 3_3x245x-7
B3 4B T [ Pa2ce iy 250 iy | 2T )
(X3 +2x% +3x) | x-5 8
—5x? +2x -7 o 12x+8 X(12+;)
-( -5x? -10x -15) x=00 x2 12 +3 x~ooxz(1+§+X%J
12x +8 B 12+0 ~
TU1+0+0
x3-3x2+5x-7

E, portanto, x —5 é assintota obliqua de
P g x2+2x+3
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Teorema do Valor Intermediario

OrER /// UEPR
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Teorema do Valor Intermediario - TVI
Sendo:

e f é continua em (a,b) « f(a)>0 « f(b)<0
Ent3o 3ce (a,b) com f(c)=0.

De forma geral, se f é continua em (a,b), f(a)>N e f(b) <N (ou f(a) <N e f(b) > N) entdo
Jce(a,b) com f(c)=N.

Ex.: Mostrar que o polindmio p(x) = 4x3 —6x2 +3x —2 tem ao menos uma raiz em [1,2].

R.:

p(1)=4-6+3-2=-1<0
p(2)=4-8-6-4+3-2-2=12>0
Como p(x) é continua, pelo TVI, 3c€[1,2] com p(c)=0.
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Até a proximall!
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