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Taxas de variacao

/// UEPR

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 2/



Retas Secantes e Tangente

Voltamos ao exemplo de encontrar uma reta tangente, obtendo a
taxa de variagdo de uma fung¢do em um determinado ponto P.
Noés usamos retas secantes com intervalos em x cada vez menores
até obter o coeficiente da reta tangente.

Lembrando que a inclinac3o da reta que passa por P=(p,f(p)) e
Q=(q,f(q)) é dada por,

f(q)-f(p) _f(p)-£(q) g
q-p pP—q

mpQ =
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Retas Secantes e Tangente

A reta tangente foi obtida fazendo @ — P. Assim, o coeficiente
m7 da reta tangente é obtido por

f(g)-f
mt = lim mpg = lim —(q) (p)
q—p q—p q-p
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Retas Secantes e Tangente

Ex. 1) Encontrar uma equagdo da reta tangente a pardbola
f(x) =2x%-2x+1 no ponto P =(1,1).
Ja vimos no primeiro video de limites que a resposta serd
y =2x-1, por aproximagdo. Vamos confirmar esse resultado
usando o limite, usando Q = (x, f(x)).

f(x)-f(1 2x2 - 2x41-1 2
mr = lim T @) o 2x im 2 o )
x—1 x—-1 x—1 x—1 x—1 x—=T
P
Para calcular o termo independente b de y = myx+ b, é preciso
que para x =1, a reta também precisa resultar em 1. Assim,
1=2.14+bh — b=—1 -1 -05 /0/.5 1 15 2

e a reta tangente fica y =2x—1, como estimamos pelas
aproximacgoes.
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Velocidade

Ex. 2) Voltamos ao problema de velocidade, onde se supde uma bola solta, a partir do alto de
uma torre, 450m acima do solo e se busca estimar a velocidade da bola apés 5 segundos.
No exemplo, vimos que a equacio do deslocamento foi definida como s(t) =4,9t>. Sendo

Adesloc.
velocidade = ﬂ, a velocidade instantanea sera obtida quando Atempo — 0.
Atempo
Calculando
t)-s(5 4,9t2-4,9-52 4,9(t? - 52
v(5) = lim () S()zlim 9 .95 :Iim¥
t—5 t-5 t—5 t-5 t—5 t-5
49(t+5 .
=lim (t+ )M: lim4,9(t+5)=4,9(5+5)=49m/s>
t—5 t=5 t—5
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Velocidade

Indo um pouco “mais além”, vamos
e Encontrar qual seria uma funcdo de velocidade

e Analisar o que seria variacdo da velocidade e uma fungdo para isso.
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Velocidade

Indo um pouco “mais além”, vamos
o Encontrar qual seria uma funcdo de velocidade
o Analisar o que seria variagao da velocidade e uma fungao para isso.

Para a Funcao Velocidade, vamos aproximar t para um ponto x genérico, que serd nossa
variavel.

t)— 4,9t2-4,9.x2 4,9 (t2 - x2
W =sC) _ X _ i 22X
t—x t—Xx t—x t—Xx t—x t—Xx

= tlim 4,9(t+x)=4,9(x+x)=9,8x.
—X
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Velocidade

Indo um pouco “mais além”, vamos
o Encontrar qual seria uma funcdo de velocidade
e Analisar o que seria variacido da velocidade e uma funcio para isso.

Para a Variacdo da Velocidade, que conhecemos como Funcao Aceleracao, vamos tomar
v(t) =9,8t e aproximar t para um ponto x genérico, que serd nossa variavel.

t — —
a(x) = lim v( )_ v(x) = lim 9,8t_9,8x - lim 9,8(t—=J
t—x t—x t—x t—x t—x t—x

= lm9,8 =9,8.
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Definicao de derivada
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Derivada

f(q)-f
Temos que a taxa de variagdo em um ponto P =(p,f(p)) é clvi_r’an.

q
E possivel reescrever, trocando a=pe h=gq—a=q—p, temos g— p=
f(a+h)—f(a)

p )

A derivada de uma fun¢do f em um nimero a denotada por f'(a), caso esse limite exista, é

Assim, a mesma variagdo fica Il7im
—0

F(a)= im fla+ hf))— f(a)
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Derivada

Da forma inicial, trocando p por x (ja tendo trocado g por a), temos uma escrita comum de
derivada

x)—f(a
f'(a) = lim —( )-f(a)
x—a x-—a
e Se a é uma constante, obtém-se o valor numérico;

o Se a3 é uma varidvel, obtém-se uma func¢do derivada.
f(x+h)—f(x)

Ex. Derivar f(x)=2x?>-2x+1  R.: Usando f/(x) = lim —————— temos
f(x+h)—f +h)2=2(x+h)+1-[2x>-2x+1
) = fim TR A0 _ 20+ )2 =2 (22 -2x+1]
h—0 h h—0 h
iy 2(x2+2xh+h2)—2(x+h)+1—[2x2—2x+1]_I_ 2x% + 4xh+2h?=2x—2h + 1-2%% + 251
ks h ks h
2 —
i 2 =20 BRAAX D) o ax -2 2204 4x— 2 ax—2
h—0 h h—0 h h—0
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Derivada

Mas, a reta tangente a f(x)=2x>—2x+1em (1,1) era y =2x—1 e f'(x) =4x 2777
Por qué???
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Derivada

Mas, a reta tangente a f(x)=2x>—2x+1em (1,1) era y =2x—1 e f'(x) =4x 2777
Por qué???

Porque f'(x) é a fung¢do que, para cada valor de x, retorna o coeficiente da reta tangente naquele
ponto. Veja que f'(1)=4-1-2=2.
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Notacoes de derivada

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul &/



Histéria e Notacoes

O Cilculo Diferencial e Integral teve suas primeiras sistematizagdes feitas, de modo
independente, por Issac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, no final do Séc XVII.
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Histéria e Notacoes

Assim, acabaram se popularizando notacdes distintas para derivadas, todas com o mesmo
significado:
_dy df d
—~~ dx dx dx
Newton ey
Leibniz

flix)=y'= f(x) = Df (x) = Dy f(x)

d - ~ . .
Os simbolos D e o sdo chamados operadores, por indicarem a operacdo de diferenciacio.
Ix
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Condicoes de Diferenciabilidade
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Condicoes de Diferenciabilidade

Diferenciabilidade em Intervalo

Uma fung3o é diferenciavel em um intervalo (a, b) se for diferenciavel em qualquer valor do
intervalo.

Como f'(x) é um limite, a primeira condigdo para que exista a derivada é a existéncia do limite.
Ex.) Mostrar se ha diferenciabilidade da fungdo f(x) = |x|.
R.) Primeiro temos que tratar os casos da fung&o:

X, se x=0

f(x)=IxI ={

-x, sex<0
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Condicoes de Diferenciabilidade

Diferenciabilidade em Intervalo

Uma funcdo é diferenciavel em um intervalo (a, b) se for diferenciavel em qualquer valor do
intervalo.

Como f'(x) é um limite, a primeira condi¢do para que exista a derivada é a existéncia do limite.
Ex.) Mostrar se ha diferenciabilidade da fun¢do f(x)=|x|.
R.) Para x>0,

fim XA X h=X e im1=1
h—0 h h—0 h h—0h h—0
Para x <0,
|imw= ”m—x——h+x= “m—_h= lim-1=-1
h—0 h h—0 h h—0 h  h—0

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 10/



Condicoes de Diferenciabilidade

Diferenciabilidade em Intervalo

Uma funcdo é diferenciavel em um intervalo (a, b) se for diferencidvel em qualquer valor do
intervalo.

Como f'(x) é um limite, a primeira condicdo para que exista a derivada é a existéncia do limite.
Ex.) Mostrar se ha diferenciabilidade da fung¢do f(x) = |x|.
R.) Entretanto, para x =0, temos um problema!!! Calculando limites laterais

lim w: lim M: lim —= lim1=1

h—0* h h—0* h h—0* h  h—0*

lim 10+h1-101 _ lim “0-h+0 _ lim —h_ lim -1 =-1
h—0- h h—0- h h—0- h  h—0"

Como os limites laterais sdo distintos, o limite (e, consequentemente a derivada) n3o existe em
x=0.
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Condicoes de Diferenciabilidade

Diferenciabilidade em Intervalo

Uma fung¢do é diferenciavel em um intervalo (a, b) se for diferencidvel em qualquer valor do
intervalo.

Como f'(x) é um limite, a primeira condicdo para que exista a derivada é a existéncia do limite.
Ex.) Mostrar se ha diferenciabilidade da fung¢do f(x) = |x|.

1 1
(%)
-15 -1 -05 0.5 1 1.5 -15 -1 -05 0.5 1 1.5
f(x)=1Ix| -1 _— 1
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Condicoes de Diferenciabilidade

Teorema

Se uma func3o for diferencidvel, entdo a funcio é continua.

Importante!

Contra positiva: Se uma funcdo n3o for continua, entdo ndo é diferencidvel. Verdadeiro.
Reciproca: Se uma funcio for continua, entdo é diferencidvel. FALSO.

Situacdes em funcdes com pontos n3o diferencidveis:

* Uma quina e Uma descontinuidade e Uma tangente vertical
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Derivadas de ordens superiores

SeonWlun
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Segunda Derivada

Sendo f uma fun¢do com derivada f’, a fun¢do f' também pode (possivelmente) ter uma
derivada (f’)" ou, mais simplesmente, ", chamada de segunda derivada ou derivada segunda.
Ex.1) Se temos uma fungdo s(t) de deslocamento, a derivada s'(t) é a velocidade v(t).

J4 a derivada da velocidade v/(t) é a aceleragdo a(t).

Portanto, a(t)=Vv/(t) =s"(t): a aceleragdo é a segunda derivada do deslocamento.

d>f d?y

Na nota¢do de Leibniz, a derivada segunda de f(x) é -2 o o
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Outras ordens

Em sequéncia, a derivada terceira de f, (notagdo f"’(x)) é a derivada da derivada segunda, e
assim por diante.

Funcao Linha | Newton | Leibniz

Fungdo Original f f f
Derivada Primeira f! f ﬁ
dx

. " . d?f
Derivada Segunda f f —
dx

. , ” d3f
Derivada Terceira f f —
di1<3
d f
Derivada Quarta £(4) f —
dx*
&

Derivada n-ésima £(n) d

dx”
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Extra: Binomio de Newton
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Produtos Notaveis

Temos grande uso de (a+ b)? = a® +2ab+ b?. Para (a+b)3, faremos a distributiva

(a+ b)3 =(a+b)(a+b)(a+b)
= aaa+ aab+ aba+ abb+ baa+ bab+ bba+ bbb

=aaa+aab+aab+ abb+ aab+ abb+ abb+ bbb

=a’+3a’b+3ab+b°
Para outros indices, segue-se a mesma ldgica

(a+b)* = a* +423b+6a°b + 4ab® + b*

(a+b)® = a° +5a*b+10a3b% + 1022 + 5ab* + b°
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Triangulo de Stiefel-Pascal e Expansdo do Binémio

A combinac¢3o de n elementos escolhidos em grupos de p elementos, é dada por

Temos que

o)l
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Triangulo de Stiefel-Pascal e Expansdo do Binémio
Os coeficientes das expansdes sdo obtidos pelo Tridngulo de Stiefel-Pascal:

0 (8) 1

v o) (o -
> o) (1) G L1

s (o) ) () 3 Ls s 1

' (g) (111) (g) (g) (3) 14 6 4 1

s o) ) B B () G L5 10010 5 1

o o) G G G @) 1615 20 15 6 1
0B E 66 E G Lroa s om o

V)



Triangulo de Stiefel-Pascal e Expansdo do Binémio

Para construir a expanséo de (a+ b)"
1) A expansdo terd n+1 parcelas, com fatores a e b;
2) Escreva os a das n+1 parcelas com expoentes decrescentes, de n a 0.
3) Escreva os b das n+1 parcelas com expoentes crescentes, de 0 a n.
4) Escreva os coeficientes das parcelas usando a linha n do Tridngulo de Stiefel-Pascal.

Obs.: Caso o bindmio seja (a—b)", considere (a+(—b))". Na prética, todos as parcelas nas
quais os expoentes forem impares terdo sinal negativo.
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Aplicacao

Mostrar, pela definicdo, que f(x) =x? = f'(x)=9x8.
R.) A expansido da linha 9 do tridngulo de Stiefel-Pascal tem os seguintes valores: 1 9 36 84 126
126 84 36 9 1.

,  (x+h)?=x°

)= = —

. X9 +0xBh+36x7 h2 +84x5h3 + 126x5 h* + 126x* b + 84x3 0 + 36x2h7 +9xhB + 0%
h—0 h
_ A(9x® +36x7 h+84x0h% +126x5h3 + 126x* h* + 84x3 h® + 36x2h0 + 9xhT + hB)
s
= lim 9x® +36x" h-+ 84x°h” +126x° h° + 126x " h* +84x>h° + 36xh° + Oxh” + h° = 0x°
-0
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Aplicacao

Mostrar, pela definicdo, que f(x)=x° = f'(x) =9x3.

f(x)—f 9_2%
R.) Usando f'(a) = lim M, a resolugdo ficaria f'(x) = lim X9
9X—’3 X—a Xx—a X—a

... XT—a . ..
Fazendo a divisio ——— por Briot-Ruffini, temos

all 0o 0 0 0 0 0 0 0]-2°
‘1 a a° a a* @ b A 38‘ 0
X929
f'(x) = lim =limx®+ax" +2°x0 + a3x% + a*x* + ®x3 + Ox2 + a'x + B
x—a x—a Xx—a
=ab+a-a’+a%a+a% 2 +at At a4 a% A%+ alara® =028

De modo geral, f(x)=x" = f'(x)=nx""1,

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 1615



Derivadas usuais

: /// UEPR
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Regras

Algumas derivadas usuais
Propriedades e Regras

f(x)=c = f'(x

0

1 (F+8) () = F/(x)+&'()
2 (c-F) (x) = c-F'(x)

- Obs: (£ &)’ (x) # F/(x)-£'(x)

f(x)=ax = f'

f(x)=x" = f'(x

X

(x)
f(x)=x = f'(x)
(x)
(x)
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Até a proximall!
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