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Definicoes
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Defini¢coes

Colegdes retangulares de valores aparecem em diversos contextos:

2 K o 4" L 6" Sab. Dom.
Matemitica 2 3 2 4 1 4 2
Histioria 0 1 4 3 2 2
Linguas i 1 3 1 0 0 2

Figura: Horas de estudo por semana
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Defini¢coes

Colegdes retangulares de valores aparecem em diversos contextos:

Far K 4° & 6" Sab. Dom.
Matemiitica 2 3 2 4 1 4 2
Histdria 0 1 4 3 2 2
Linguas i 1 3 1 0 0 2

Figura: Horas de estudo por semana

Suprimindo titulos de linhas e colunas, obtemos a seguinte colecdo retangular de valores

2 32 41 4 2
0 314322
4 1 3 100 2
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Definicoes

Mais geralmente temos

Definicao

Uma matriz é um agrupamento retangular de nimeros. Dizemos que os nlimeros nesse
agrupamento sao as entradas da matriz.
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Defini¢coes
Mais geralmente temos
Definicao
Uma matriz é um agrupamento retangular de nimeros. Dizemos que os nlimeros nesse
agrupamento sao as entradas da matriz.

Exemplo :

1 2 e
3 0],[2 1 0 —3], 0

-1 4 0

oNI-
—_
w =
2
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Defini¢coes
Mais geralmente temos
Definicao
Uma matriz é um agrupamento retangular de nimeros. Dizemos que os nlimeros nesse
agrupamento sao as entradas da matriz.

Exemplo :
1 2 e m —V2
1 1
3 0[,[2 10 -3,[0 + 1 ,[3],[4]
-1 4 00 O

O tamanho de uma matriz é descrito em termos de ndmeros de linhas e colunas.
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Defini¢coes
Mais geralmente temos
Definicao
Uma matriz é um agrupamento retangular de nimeros. Dizemos que os nlimeros nesse
agrupamento sao as entradas da matriz.

Exemplo :
1 2 e m —V2
1 1
3 0[,[2 10 -3,[0 + 1 ,[3],[4]
-1 4 00 O

O tamanho de uma matriz é descrito em termos de ndmeros de linhas e colunas.
Ex.:

Quais s3o os tamanhos das matrizes do Exemplo acima?
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Defini¢coes
Notacdo

Utilizamos letras maitsculas para denotar matrizes e letras mintsculas para denotar quantidades

numéricas.
2 1 7

A:[342] C[def

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul



Defini¢coes

Notacdo

Utilizamos letras maitsculas para denotar matrizes e letras mintsculas para denotar quantidades

numéricas.
A=[2 1 7] ouC=[a b c

3 4 2 d e f

Quando discutimos matrizes, é costume dizer que as quantidades numéricas sdao escalares. Salvo
mencdes explicitas escalares sdo nimeros reais!
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Defini¢coes

Notacdo
A entrada que ocorre na linha / e coluna j de uma matriz A € denotada por a;.
Uma matriz arbitrdria 3 x4 pode ser escrita como

ail a2 a3 as
A=lax axn ax3 axu
a1 a3 a3 ass

e uma matriz arbitraria m x n como

a1 a2 v ain
a1 axp -+ ap

dml dm2 *°° dmn




Defini¢coes
Notacdo
Quando for desejada uma notacdo mais compacta, a matriz precedente pode ser escrita como

[a,j]mxn ou [a,J]

sendo a primeira notacdo quando é importante frisar o tamanho da matriz.
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Defini¢coes
Notacdo
Quando for desejada uma notacdo mais compacta, a matriz precedente pode ser escrita como

[a,j]mxn ou [a,J]

sendo a primeira notacdo quando é importante frisar o tamanho da matriz.
A entrada na linha i e coluna j de uma matriz A também ¢ denotada por (A);;. Assim

(A)ij = aj
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Defini¢coes
Notacdo
Quando for desejada uma notacdo mais compacta, a matriz precedente pode ser escrita como

[aij]mxn ou [a,J]

sendo a primeira notacdo quando é importante frisar o tamanho da matriz.
A entrada na linha i e coluna j de uma matriz A também ¢ denotada por (A);;. Assim

(A)ij = aj

Ex.:

Para A= [? _03] identifique (A)11, (A)12, (A)21 e (A)2.
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Defini¢coes

Vetores

Matrizes de uma linha (ou de uma coluna) s3o de importéncia especial e chamadas de vetores.
E comum denoté-los por letras mindsculas em negrito, sendo dispensado os indices duplos.
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Defini¢coes

Vetores

Matrizes de uma linha (ou de uma coluna) s3o de importéncia especial e chamadas de vetores.
E comum denoté-los por letras mindsculas em negrito, sendo dispensado os indices duplos.
Assim, um vetor linha a 1 x n e um vetor coluna b mx 1 podem ser escritos como

a=[a a -+ ap] e b=
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Defini¢coes

Matrizes Quadradas

Se uma matriz tem o mesmo ndmero n de linhas e colunas ela é dita matriz quadrada de
ordem n e as entradas a;; formam a diagonal principal de A

aj; a2 -+ Al
a1 axp -+ ax
dnl dn2 - QAnn
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Operacoes com Matrizes
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Operacoes com Matrizes

Matrizes lguais

Definicao
Duas matrizes sdo definidas como iguais se tiverem o mesmo tamanho e suas entradas
correspondentes s3o iguais
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Operacoes com Matrizes

Matrizes lguais

Definicao
Duas matrizes sdo definidas como iguais se tiverem o mesmo tamanho e suas entradas
correspondentes s3o iguais

Exemplo :

Considere
2 1

A:3X

LRI EE
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Operacoes com Matrizes

Matrizes lguais

Definicao
Duas matrizes sdo definidas como iguais se tiverem o mesmo tamanho e suas entradas
correspondentes s3o iguais

Exemplo :

Considere

Se x=5, temos A=B.
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Operacoes com Matrizes

Matrizes lguais

Definicao
Duas matrizes sdo definidas como iguais se tiverem o mesmo tamanho e suas entradas
correspondentes s3o iguais

Exemplo :

Considere
2 1

A:3X

2 1 210
e R

Se x =5, temos A=B.
Ja n3do existe valor de x que torne A= C pois elas tem tamanhos distintos.
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Operacoes com Matrizes

Soma de Matrizes

Se A e B sdo matrizes de mesmo tamanho, a soma A+ B é a matriz obtida somando as entradas
correspondentes de A e B: (a+b);; = ajj + bjj

A diferenca A— B é obtida pela diferenca das entradas: (a—b);; = ajj — bj;

N3o podemos operar com matrizes de tamanhos distintos.
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Operacoes com Matrizes

Soma de Matrizes

Se A e B sdo matrizes de mesmo tamanho, a soma A+ B é a matriz obtida somando as entradas
correspondentes de A e B: (a+b);; = ajj + bjj

A diferenca A— B é obtida pela diferenca das entradas: (a—b);; = ajj — bj;

N3o podemos operar com matrizes de tamanhos distintos.

Ex.:

2 1 0 3
-1 0 2 4
4 -2 7 0

-4 3 5 1
2 2 0 -1
3 2 -4 5

A: ,B:

11
<z 2

O quesio A+B, A-B, A+C, B+C, A-Ce B-C?
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Operacoes com Matrizes

Multiplicagdo por escalar

Sendo A uma matriz e ¢ um escalar, o produto cA é a matriz obtida pela multiplicacdo de cada
entrada da matriz A pelo escalar c.

(cA)ij = c(A)jj = cajj
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Operacoes com Matrizes

Multiplicagdo por escalar
Definicao

Sendo A uma matriz e ¢ um escalar, o produto cA é a matriz obtida pela multiplicacdo de cada
entrada da matriz A pelo escalar c.

(cA)ij=c(A)j = cajj

Ex.:
Para as matrizes
2 3 4 0o 2 7 9 -6 3
A_[l 3 1]’ B_[—l 3 -5/’ C_[S 0 12]

1
Calcule 2A, (-1)B e §C
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Operacoes com Matrizes

Multiplicagdo de matrizes

Temos ainda que definir a operacdo mais importante: a multiplicacdo de duas matrizes. Boa
parte da motivacdo por tras da definicio deriva das aplicacdes a sistemas lineares de equacdes.
Se temos um sistema de uma equacdo linear a uma incégnita, ele pode ser escrito na forma

ax=>b
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Operacoes com Matrizes

Multiplicagdo de matrizes

Temos ainda que definir a operacdo mais importante: a multiplicacdo de duas matrizes. Boa
parte da motivacdo por tras da definicio deriva das aplicacdes a sistemas lineares de equacdes.
Se temos um sistema de uma equacao linear a uma incdgnita, ele pode ser escrito na forma

ax=>b

Geralmente pensamos em a, x e b como escalares; entretanto, eles poderiam ser tratados como
matrizes 1 x 1. Nosso objetivo agora é generalizar a Equagdo acima, de modo a representar um
sistema linear m x n por uma simples equacdo matricial da forma Ax = b em que A é uma matriz
mx n, x é um vetor de incégnitas em R”, e b estd em R™. Consideramos primeiramente o caso
de uma equagdo em vdrias incégnitas.
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Operacoes com Matrizes

Multiplicagdo de matrizes

Caso de uma equacgao e varias variaveis:
Considere 3x1 +2xp +5bx3 = 4. Se fizermos

A=[3 2 5] e x=|x

e definirmos o produto

X1
Ax=[3 2 5] [xz] =3x1 +2x0 4+ 5x3
X3

entdo a equacdo 3x1 +2x2 +5x3 =4 pode ser escrita matricialmente como Ax =4
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Operacoes com Matrizes
Multiplicagdo de matrizes
Por exemplo, se

3
2
Ax=[2 1 -3 4] e x= 1
-2

entao
Ax=2-3+1-24(-3)-1+4-(-2)=-3
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Operacoes com Matrizes
Multiplicagdo de matrizes
Por exemplo, se

3
2
Ax=[2 1 -3 4] e x= 1
-2

entao
Ax=2-3+1-24(-3)-1+4-(-2)=-3

Como o resultado do produto de um vetor linha por um vetor coluna é um escalar, chamamos

esse produto de produto escalar.

Importante: O nidmero de colunas do primeiro vetor precisa ser igual ao niumero de linhas do
segundo!
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Operacoes com Matrizes

Multiplicagdo de matrizes

Sendo A uma matriz mx r e B uma matriz r x n o produto AB é obtido sendo abj; o produto
escalar da linha a; pela coluna b;.
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Operacoes com Matrizes

Multiplicagdo de matrizes

Sendo A uma matriz mx r e B uma matriz r x n o produto AB ¢é obtido sendo ab;; o produto

escalar da linha a; pela coluna b;.

Ex.:
Considerando as matrizes
4 1 4 3
a2 o Befo 13 _1]
2 7 5 2

Calcule AB, BA e analise o tamanho das matrizes obtidas.
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Operacoes com Matrizes

Matrizes em blocos

Uma matriz pode ser particionada ou subdividida em blocos de matrizes menores inserindo
cortes horizontais e verticais entre linhas e colunas selecionadas.
Seguem trés particdes de uma matriz 3x 4

a1l d12 413 | a4 A A
A=lax ax a3 | axu =[ 1 12]
A1 Ax

\as1 as a33 | a3s)
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Operacoes com Matrizes

Matrizes em blocos

Uma matriz pode ser particionada ou subdividida em blocos de matrizes menores inserindo
cortes horizontais e verticais entre linhas e colunas selecionadas.
Seguem trés particoes de uma matriz 3 x 4

ail app a3 as r
A=lax ax ax3 axu|=|r
a3l a3 asz3 ass r3

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul c/2



Operacoes com Matrizes

Matrizes em blocos

Uma matriz pode ser particionada ou subdividida em blocos de matrizes menores inserindo
cortes horizontais e verticais entre linhas e colunas selecionadas.
Seguem trés particoes de uma matriz 3 x 4

ail | a2 | @13 | a4
A=|ax |ax | a3 | aua|=[c1 c2 c3 cq4
asl | a3 | @33 | ass
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Operacoes com Matrizes

Matrizes em blocos

Uma matriz pode ser particionada ou subdividida em blocos de matrizes menores inserindo
cortes horizontais e verticais entre linhas e colunas selecionadas.
Seguem trés particoes de uma matriz 3 x 4

ail | a2 | @13 | a4
A=|ax |ax | a3 | aua|=[c1 c2 c3 cq4
asl | a3 | @33 | ass

A utilidade disto consiste em obter o resultado de parte do produto sem necessariamente
multiplicar a matriz inteira.
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Operacoes com Matrizes

Combinac3o Linear

Se A1, A, ..., A sdo matrizes do mesmo tamanho e ¢y, ¢, ..., ¢, escalares, entdo uma expressao

da forma
C1A1 F C2A2 AF aoe AF CrAr

é denominada combinacao linear de A1, Ao, ..., A, com coeficientes ci, ¢, ..., c;.
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Operacoes com Matrizes

Combinac3o Linear

Se A1, A, ..., A, sd3o matrizes do mesmo tamanho e ¢y, ¢, ..., ¢, escalares, entdo uma expressao
da forma

C1A]_ aF C2A2 AP aoe aF CrAr

¢ denominada combinacao linear de A1, Ao, ..., A, com coeficientes ci, ¢, ..., c;.

Exemplo :
—1 3 2 1
Sendo Ai=| 1], A=1|2]| e A3= —3] podemos dizer que b= [—9] é uma combinacido linear de
2 1 -2 -3
A1, As e A3z pois
1 -1 3 2
[—9 =2|1([-1]|2]+3(-3
-3 2 1 -2
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Operacoes com Matrizes

Combinac3o Linear

Se A1, A, ..., A, sd3o matrizes do mesmo tamanho e ¢y, ¢, ..., ¢, escalares, entdo uma expressao
da forma

C1A]_ aF C2A2 AP aoe aF CrAr

¢ denominada combinacao linear de A1, Ao, ..., A, com coeficientes ci, ¢, ..., c;.

EREEEH

Desta forma, podemos ver o produto de uma matriz por um vetor coluna como a combinagdo linear das
colunas da matriz.

Exemplo :
Note que
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Operacoes com Matrizes

Combinac3o Linear

Exemplo :

Vejamos o produto AB = 1 2 4][ —1°3 1] [12 27 30 13]

2 6 0 7 5 9 8 -4 26 12|
Cada coluna de AB é uma combinac3o linear de A.
12 1 2 4 30 1 2
o] =<l +olel+2ls 5] 2o+
27 1 2 4 13 1 2 4
el =2la]1[el+7lo 2| -2+ s]+2ls
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Operacoes com Matrizes

Combinac3o Linear

Como encontrar os coeficientes de combinagao linear?

-5
Queremos escrever [ 4 | como combinac3o linear dos vetores
0

o]

1 ) 3 -5 X1 —2x0+3x3=-5
Fazendox1 | 2 [ +x | O ] — X3 [1] = [ 4 | temos { 2x7 + x3=4
-1 3 0 0 —x1 +3x2 =0
x1 =3
Resolvendo o sistema, chegamos em < xo, =1

X3 =-2




Operacoes com Matrizes

Combinac3o Linear

Sendo A=

1 -2 3 -5 X1
2 0 1|,b=| 4|, asolugio x= |x2| do sistema
-1 3 0 0 X3

Ax=0>b

sao os coeficientes da combinac3do linear das colunas de A que resultam em b.
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Operacoes com Matrizes

Matrizes Transpostas

Definicao
Se A for uma matriz m x n qualquer, entdo a transposta de A serd uma matriz nx m, denotada
por AT resultante das trocas das linhas com as colunas de A.

(3T)ij = ajj
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Operacoes com Matrizes

Matrizes Transpostas

Se A for uma matriz m x n qualquer, entdo a transposta de A serd uma matriz nx m, denotada
por AT resultante das trocas das linhas com as colunas de A.

(3T)ij=3ji
Ex.:
Dadas
2 3
A=|[1 4|, B=[1 3 5], c=|? 2|, b= 7
5 6 5 3 3 0

Obtenha AT,BT,CcT,DT
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Operacoes com Matrizes

Matrizes Transpostas

Definicao

Se A= AT dizemos que a matriz é simétrica.
Se —A=AT dizemos que a matriz é antissimétrica

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 22



Operacoes com Matrizes

Matrizes Transpostas

Definicao

Se A=AT dizemos que a matriz é simétrica.
Se —A=A" dizemos que a matriz é antissimétrica

Ex.:
Dadas as matrizes
2 3
A=|1 4], B:[_llgg]
5 6

Calcular (se possivel) AB,BA,(AB)T,ATBT,(BA)T,BTAT
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Operacoes com Matrizes

Traco de uma matriz

Se A foi uma matriz quadrada, ent3o o traco de A, denotado por tr(A) é definido pela soma das
entradas na diagonal principal de A. O traco de A n3o é definido se A n3o for uma matriz

quadrada.
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Operacoes com Matrizes
Traco de uma matriz
Se A foi uma matriz quadrada, ent3o o traco de A, denotado por tr(A) é definido pela soma das

entradas na diagonal principal de A. O traco de A n3o é definido se A n3o for uma matriz
quadrada.

Exemplo :

A= ar1 azi1 ax3| = tr(A)=<911+322+a33

= tr(B)=-1+5+7+0=11
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Bons Estudos!!!
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