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Matrizes Elementares

Definicdo - Equivalente por linhas

Dizemos que duas matrizes A e B sdo equivalentes por linhas é possivel obter uma delas a partir
da outra pela aplicacdo de operacoes elementares.

Mas quais s3o essas “operacdes elementares'?
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Matrizes Elementares

Definicdo - Equivalente por linhas

Dizemos que duas matrizes A e B s3o equivalentes por linhas é possivel obter uma delas a partir
da outra pela aplicagdo de operacdes elementares.

Operacgoes Elementares

S3o0 equivalentes as operacdes que aplicamos na resolucdo do sistema linear!
I) Multiplicar uma linha por um escalar ndo nulo
[I) Trocar duas linhas entre si

[I1) Substituir uma linha pela soma dela com um miiltiplo de outra linha
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Matrizes Elementares

Definicdo - Matrizes Elementares

Uma matriz elementar de tamanho n x n é obtida aplicando uma dnica operacdo elementar em
In.

o = O O
= O O O

1 0 3
010

0 0 1

o O O =
o O = O
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Matrizes Elementares

Teorema

Se Amxn € uma matriz qualquer e Exm € uma matriz elementar, entdo o produto EA é a
aplicacdo em A da mesma operacdo elementar aplicada em E.

Exemplo :
Sendo as matrizes
1 0 2 3 1 00
A=12 -1 3 6|l eE=]0 1 0
1 4 4 0 3 01

Calcular EA.
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Matrizes Elementares

Teorema

Se Amxn € uma matriz qualquer e Exm € uma matriz elementar, entdo o produto EA é a
aplicacdo em A da mesma operacdo elementar aplicada em E.

Exemplo :
Sendo as matrizes
1 0 2 3 1 00
A=12 -1 3 6l eE=]|0 1 O
1 4 4 0 3 01

Calcular EA.

Qualquer matriz elementar € invertivel, e sua inversa também é elementar
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Afirmacoes Equivalentes
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Afirmacoes Equivalentes

Teorema

Se A for uma matriz quadrada nx n, ent3o as seguintes afirmacdes s3o equivalentes (isto €, ou
sdo todas verdadeiras ou sdo todas falsas)

(a) A éinvertivel
b

(b) Ax =0 tem apenas a solugio trivial
(c) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,
(d)

d) A pode ser expressa como produto de matrizes elementares.

Ao longo do curso, mais afirmacdes serdo adicionadas a esse teorema
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Algoritmo da inversao
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Algoritmo da inversao

Como inverter uma matriz quadrada nx n?

Para encontrar a inversa de uma matriz A, encontre uma sequéncia de operagdes elementares
com linhas que reduza A a identidade /, e depois efetue essa mesma sequéncia de operagdes em
I, para obter A™1

Um modo pratico para isso serd escrever a matriz identidade a direita de A
[A] 1]
e, em seguida, efetuar operacdes elementares para reduzir A a /, obtendo

[T A™]
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Algoritmo da inversao

Exemplo 1:
1 2 3 1 6 4
Calcular as inversasde A=|2 5 3|l eB=|2 4 -1
1 0 8 -1 2 5

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 71



Algoritmo da inversao

Exemplo 1:
1 2 3 1 6 4
Calcular as inversasde A=|2 5 3|l eB=|2 4 -1
1 0 8 -1 2 5
Exemplo 2:
X1+2X2+3X3=0 X1+6X2+4X3=0

Analise os sistemas { 2x1 +5x0+3x3=0 e { 2x3 +4x0— x3=0
X1 +8x3=0 —x1+2x0+5x3=0
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Ainda sobre sistemas lineares
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Ainda sobre sistemas lineares

Teorema:

Se A for uma matriz invertivel nx n, entdo para cada b,x1 o sistema Ax =b tem solucdo unica, a
saber, x=A"lb
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Ainda sobre sistemas lineares

Teorema:

Se A for uma matriz invertivel nx n, entdo para cada b,x1 o sistema Ax =b tem solucdo unica, a
saber, x=A"lb

X1 +2x0+3x3=5

Assim, o sistema { 2x3 +5x2 +3x3 =3 pode ser escrito matricialmente como

X1 +8x3 =17
1 2 3 5
2 5 3| |x]|=|3
1 0 8 ([x3 17
e sua solucao é dada por

X1 -40

x| =113 —5 —3

X3 5 -2 -1 17
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Ainda sobre sistemas lineares

Sistemas com mesma matriz de coeficientes

Exemplo :

Resolva os sistemas:
x1+2x0+3x3=4 x1+2x0+3x3=1

2X1+5X2+3X3=5 2X1+5X2+3X3=6
X1 +8x3=9 X1 +8x3=-6

Como os dois sistemas tem a mesma matriz de coeficientes, podemos resolvé-los
simultaneamente:
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Ainda sobre sistemas lineares

Sistemas com mesma matriz de coeficientes

Exemplo :

Resolva os sistemas:
X1+2X2+3X3=4 X1+2X2+3X3=1

2x1+5x0+3x3=5 2x1+5x0+3x3 =6
X1 +8x3=9 X1 + 8X3 =-6

Transformando para a forma escalonada reduzida por linhas temos

1 0 0[1] 2
[0100 1]

0 0 1|1]-1
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Mais afirmacoes equivalentes
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Mais afirmacoes equivalentes

Teorema

Se A for uma matriz quadrada nx n, ent3o as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) A éinvertivel
(b) Ax =0 tem apenas a solugio trivial
(c) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,
(d) A pode ser expressa como produto de matrizes elementares.
)
)

©

f

Ax = b é consistente com cada matriz b,x1

(
(

Ax =b tem exatamente uma solucdo para cada bpx1
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Um problema fundamental
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Um problema fundamental

Problema:

Seja A uma matriz m x n fixada. Encontre todas as matrizes b de tamanho m x 1 tais que o
sistema Ax =b seja consistente.
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Um problema fundamental

Problema:
Seja A uma matriz m x n fixada. Encontre todas as matrizes b de tamanho m x 1 tais que o
sistema Ax =b seja consistente.

Se A for quadrada e invertivel, o sistema Ax =b é sempre consistente. Porém, se A n3o for
invertivel ou n3o for quadrada, b precisa atender certas condicdes para essa consisténcia.
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Um problema fundamental

Exemplo 1:
Quais condicoes devem satisfazer by, by e bz para garantir que seja consistente o sistema

X1 +X2+2X3=b1
X1 alx X3=b2
2x1+ X +3x3 = b3
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Um problema fundamental

Exemplo 1:
Quais condicoes devem satisfazer by, by e bz para garantir que seja consistente o sistema

X1 +X2+2X3=b1
X1 alx X3=b2
2x1+ X +3x3 = b3

Ax =b é consistente se, e s se,

b
b= by , com by e by arbitrarios.
b1+ b
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Um problema fundamental

Exemplo 2:
Quais condicoes devem satisfazer by, by e bz para garantir que seja consistente o sistema

X1 +2x2+3x3 = by
2x1+5x0 + 3X3 = b2

X1 + 8X3 = b3
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Um problema fundamental

Exemplo 2:
Quais condicoes devem satisfazer by, by e bz para garantir que seja consistente o sistema

X1 +2x2+3x3 = by
2x1+5x0 + 3X3 = b2

X1 + 8X3 = b3

Ax =b é consistente para

13b; —5by —3b3
5b1 —2by — b3

—40b1 +16b2 + 9b3
b= , com quaisquer by, by e bs.
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Bons Estudos!!!
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