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O que sao determinantes?

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 2/



O que sdo determinantes?

Determinantes

A cada matriz quadrada podemos associar um niimero chamado Determinante.
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O que sdo determinantes?

Determinantes

A cada matriz quadrada podemos associar um niimero chamado Determinante.
A funcdo do determinante é indicar se a matriz tem inversa ou n3o.
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O que sdo determinantes?

Determinantes

A cada matriz quadrada podemos associar um niimero chamado Determinante.
A funcdo do determinante é indicar se a matriz tem inversa ou n3o.

H3 registros de uso de algo semelhante para auxilio na resolucdo de sistemas entre 200 a.C e 100
a.C na China. A teoria atual surgiu simultaneamente, em 1683, nos estudos de Seki Shinsuke
Kowa, no Japao e Gottfried Wihelm Leibniz, na Alemanha.
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Matrizes 2 x 2
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Matrizes 2 x 2

. . . a b
Vimos anteriormente que uma matriz 2x2 A= [c d

tem inversa se o termo ad — bc #0 e

L1

-~ d b
" ad - bc :

=C a
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Matrizes 2 x 2

. . . b .
Vimos anteriormente que uma matriz 2x2 A= [j d tem inversa se o termo ad —bc#0 e
ad—bc [-¢c a

Assim

. . a . ~
O determinante de uma matriz A= [c é a expressdo det(A) = ad — bc.

d
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Matrizes 2 x 2

. . . b .
Vimos anteriormente que uma matriz 2x2 A= [j d tem inversa se o termo ad —bc#0 e
ad—bc [-¢c a

Assim

O determinante de uma matriz A= [i 3 é a expressdo det(A) = ad — bc.
Notacao

a bl . . a b
Sendo A= [c d]’ indicamos det(A) = c d‘
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Matrizes 2 x 2

Importante

Embora A seja uma matriz quadrada, det(A) sempre serd um nimero!
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Determinantes de matrizes de outras ordens
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Menores e Cofatores

Buscamos uma forma de expressar determinantes de matrizes maiores a partir do conhecimento
desta expressao para 2 x 2.

Menor

Sendo A uma matriz nx n, com n>2, o Menor da entrada ajj é o determinante da submatriz
restante apds suprimir de A a linha / e a coluna j.
Notacdo: M.
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Menores e Cofatores

Buscamos uma forma de expressar determinantes de matrizes maiores a partir do conhecimento
desta expressao para 2 x 2.

Menor

Sendo A uma matriz nx n, com n>2, o Menor da entrada ajj é o determinante da submatriz
restante apds suprimir de A a linha / e a coluna j.

Notacdo: M.
Exemplo :
31 -4 - 5 6 3 —4 3 —4
Sendo A=|2 5 6 |, temos M1 = 5 6 :‘4 8’—16eM32:2 6 :‘2 6':26
1 4 8 4 8
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Menores e Cofatores

O Cofator da entrada a;; ¢ dado por

Cij = (-1)" My
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Menores e Cofatores

O Cofator da entrada a;; ¢ dado por

Cij = (-1)" My

Mi; se i +j é par.
Em outras palavras, Cj; = » C
—M;j, se i+ éimpar.
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Menores e Cofatores

O Cofator da entrada a;; ¢ dado por

Cij = (-1)" My

M;; se i+j é par.
Em outras palavras, Cjj={ " S
—M;j, se i+ éimpar.

Exemplo :
3 1 -4

Sendo A=12 5 6 |, temos (i1 = (—1)1+1M11 =Mi1=16e C3p = (—1)3+2M32 =—Ms3r=-26
1 4 8
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Definicdo de Determinantes

Se A for uma matriz quadrada, definimos o determinante de A pelo resultado da soma dos

produtos de cada elemento de uma linha (ou coluna) com seu respectivo cofator. Esta soma
também é chamada de expansdo em cofatores de det(A).

urpr W/ VR

7/20
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Definicdo de Determinantes

Se A for uma matriz quadrada, definimos o determinante de A pelo resultado da soma dos

produtos de cada elemento de uma linha (ou coluna) com seu respectivo cofator. Esta soma
também é chamada de expansdo em cofatores de det(A).

Temos

det(A) = 31jC1j + a2jC2j AFeoodr a,,jC,,j

Expansao pela coluna ;.

det(A) = :3,‘1 C,'l +aj> C,'2 +-.-+ai, Ci’L

Expansao pela linha i.

urpr W/ VR
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Definicdo de Determinantes

Exemplo :
3 1 0

Sendo A= [-2 4 3 | calcular det(A)
5 4 =2

a) expandindo em cofatores ao longo da primeira linha;

b) expandindo em cofatores ao longo da primeira coluna.
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Definicdo de Determinantes

Exemplo :
10 0 -1
31 2 .~

Sendo A= 10 -2 1 qual expansdo é melhor para calcular det(A)?
2 0 0 1
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Determinantes de Matrizes Triangulares

Exemplo :

ail a2 a3 a4
0 ax a3 ax,
0 0 a3z az
0 0 0 d44

Como fica a expansdo em cofatores para calcular
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Determinantes de Matrizes Triangulares

Exemplo :

ail a2 a1z aus
0 ax a3 ax,
0 0 a3z az
0 0 0 d44

Como fica a expansao em cofatores para calcular

Teorema

Sendo A uma matriz triangular (superior, inferior ou diagonal) nx n, temos que o determinante é
o produto dos termos da diagonal

n
det(A) = H aji =ai1a22---ann
i=1
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Técnicas para 2x2 e 3x3

3 1
p _2HZ><2'_3(—2)—1-4_—6—4_—10

Ja temos que
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Determinantes de matrizes de outras ordens

Técnicas para 2x2 e 3x3

3 1
p _2’_B><2‘_3(—2)—1-4_—6—4_—10

Ja temos que

Comparativos

1 2 3

a) Expandir [-4 5 6| pela primeira linha
7 -8 9

b) Comparar com | —4 5
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Calculando determinantes por reducao de linhas

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 122



Calculando determinantes por reducdo de linhas

Teoremas

Sendo quadradas as matrizes citadas

e Se A tem uma linha ou uma coluna inteira nula, seu determinante sera 0.
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Teoremas

Sendo quadradas as matrizes citadas

e Se A tem uma linha ou uma coluna inteira nula, seu determinante sera 0.
o det(A)=det(AT).
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Teoremas

Sendo quadradas as matrizes citadas

e Se A tem uma linha ou uma coluna inteira nula, seu determinante sera 0.

o det(A)=det(AT).

e Se B for a matriz que resulta ao mutiplicar uma dnica linha (ou coluna) de A por k,
entdo det(B) = kdet(A).
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Teoremas

Sendo quadradas as matrizes citadas

e Se A tem uma linha ou uma coluna inteira nula, seu determinante sera 0.

o det(A)=det(AT).

e Se B for a matriz que resulta ao mutiplicar uma dnica linha (ou coluna) de A por k,
entdo det(B) = kdet(A).

e Se B for a matriz obtida ao permutar duas linhas (ou colunas) de A, entdo

det(B) = —det(A).
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Teoremas

Sendo quadradas as matrizes citadas

e Se A tem uma linha ou uma coluna inteira nula, seu determinante sera 0.

o det(A)=det(AT).

e Se B for a matriz que resulta ao mutiplicar uma dnica linha (ou coluna) de A por k,
entdo det(B) = kdet(A).

e Se B for a matriz obtida ao permutar duas linhas (ou colunas) de A, entdo

det(B) = —det(A).

o Se B for a matriz que resulta quando um muiltiplo de uma linha de A é somado a uma

outra linha, ou quando um multiplo de uma coluna de A é somado a uma outra coluna,
entdo det(B) = det(A).
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Determinantes das matrizes elementares

Teorema

Sendo E matriz elementar

e Se E for a matriz que resulta ao mutiplicar uma Unica linha (ou coluna) de I, por k,
entdo det(E) = k.
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Determinantes das matrizes elementares

Teorema

Sendo E matriz elementar

e Se E for a matriz que resulta ao mutiplicar uma Unica linha (ou coluna) de I, por k,
entdo det(E) = k.

o Se E for a matriz obtida ao permutar duas linhas (ou colunas) de /,, entdo det(E) = —1.
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Determinantes das matrizes elementares

Teorema

Sendo E matriz elementar

e Se E for a matriz que resulta ao mutiplicar uma Unica linha (ou coluna) de I, por k,
entdo det(E) = k.
o Se E for a matriz obtida ao permutar duas linhas (ou colunas) de /,, entdo det(E) = —1.

o Se E for a matriz que resulta quando um multiplo de uma linha de /, é somado a uma
outra linha, ent3o det(E) =1.
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Calculando determinantes por reducdo de linhas

Determinantes das matrizes elementares

Teorema

Sendo E matriz elementar
e Se E for a matriz que resulta ao mutiplicar uma Unica linha (ou coluna) de I, por k,
entdo det(E) = k.
o Se E for a matriz obtida ao permutar duas linhas (ou colunas) de /,, entdo det(E) = —1.
o Se E for a matriz que resulta quando um multiplo de uma linha de /, é somado a uma
outra linha, ent3o det(E) =1.

Teorema

Se uma matriz tem duas linhas (ou colunas) proporcionais, entdo seu determinante é nulo.
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Calculando determinantes por reducao de linhas

Usando redug3o para calcular determinante

Exemplo :

Calcular
0 1 5
3 -6 9
2 6 1
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Calculando determinantes por reducao de linhas

Operacdes com linhas e expansdo em cofatores

Exemplo :

Calcular
35 -2 6
1 2 -11
2 4 1 5
3 7 5 3
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Propriedades de determinantes
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Propriedades de determinantes

Resultados de determinantes

o det(KkA) = k" det(A)
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Propriedades de determinantes

Resultados de determinantes

o det(kA) = k" det(A)
e Se B é quadrada e E elementar, ambas de mesmo tamanho det(EB) = det(E)det(B)
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Propriedades de determinantes

Resultados de determinantes

o det(kA) = k" det(A)
e Se B é quadrada e E elementar, ambas de mesmo tamanho det(EB) = det(E)det(B)
e Uma matriz quadrada A é invertivel se, e s se, det(A) #0
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Propriedades de determinantes

Resultados de determinantes

det(kA) = k" det(A)

Se B é quadrada e E elementar, ambas de mesmo tamanho det(EB) = det(E)det(B)
Uma matriz quadrada A é invertivel se, e s6 se, det(A) #0

Se A e B sdo quadradas e de mesmo tamanho det(AB) = det(A)det(B)
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Propriedades de determinantes

Resultados de determinantes

det(kA) = k" det(A)
Se B é quadrada e E elementar, ambas de mesmo tamanho det(EB) = det(E)det(B)
Uma matriz quadrada A é invertivel se, e s6 se, det(A) #0

Se A e B sdo quadradas e de mesmo tamanho det(AB) = det(A)det(B)
1

~ det(A)

Se A for invertivel det(A™1)
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Adjunta de uma matriz
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Adjunta de uma matriz

Definicao

Se A for uma matriz quadrada qualquer e Cj; o cofator de ajj, entdo a matriz

Ciu G2 - Ga
Cyr G - Gy
Cnl Cn2 te Cnn

¢ denominada matriz de cofatores de A. A transposta da matriz de cofatores é denominada
Adjunta de A e denotada adj(A).

Exemplo :

g 2 =1
1 6 3
2 -4 0
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Calcular a adjunta de A=




Adjunta de uma matriz

Teorema - Inversa com adjunta

Se A for uma matriz invertivel, entdo
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Adjunta de uma matriz

Teorema - Inversa com adjunta

Se A for uma matriz invertivel, entdo

Al=

der() 29 A)

Exemplo :

Obter A~ sendo A=

3 2 -1
163]

2 -4 0
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Mais afirmacoes equivalentes
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Mais afirmacoes equivalentes

Teorema

Se A for uma matriz quadrada nx n, ent3o as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) A é invertivel

(b) Ax =0 tem apenas a solugio trivial

c) A forma escalonada reduzida por linhas de A é /,
Ax = b é consistente com cada matriz b,x1

(f) Ax=b tem exatamente uma solugdo para cada b1

)
)
(c)
(d) A pode ser expressa como produto de matrizes elementares.
e)
)
(g) det(A)#
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Bons Estudos!!!
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