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Definicao
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Definicao

Considerando sua utilizagdo na Fisica, vetores s3o objetos matemdticos, isto é, abstracdes, que
trazem consigo trés informagdes: Médulo (ou magnitude), Direcdo e Sentido.
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Definicao

Considerando sua utilizagdo na Fisica, vetores s3o objetos matemdticos, isto é, abstracdes, que
trazem consigo trés informagdes: Médulo (ou magnitude), Direcdo e Sentido.

S3o geometricamente representados por setas, sendo o comprimento relacionado ao mdédulo e
direcdo e sentido da seta a direcao e sentido do vetor.

/

B
A
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Definicao

Notacdo

Notacao

Podem ser denotados com letras mindsculas destacadas (negrito em textos digitados) ou com
uma setinha sobre a letra: v ou v.
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Definicao

Notacdo

Notacao

Podem ser denotados com letras mindsculas destacadas (negrito em textos digitados) ou com
uma setinha sobre a letra: v ou v. .
Dados ponto inicial A e ponto final B podemos representar v = AB
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Definicao

Notacdo

Podem ser denotados com letras mindsculas destacadas (negrito em textos digitados) ou com
uma setinha sobre a letra: v ou v. .
Dados ponto inicial A e ponto final B podemos representar v = AB

Equivaléncia
Dois vetores de mesma direcdo, sentido e médulo s3o ditos equivalentes.

Como médulo, dire¢ao e sentido independem da posicdo do vetor no espacgo, dizemos que dois
vetores equivalentes sdo iguais V = .
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Definicao
Notacdo

Podem ser denotados com letras mindsculas destacadas (negrito em textos digitados) ou com
uma setinha sobre a letra: v ou v. .
Dados ponto inicial A e ponto final B podemos representar v = AB

Equivaléncia
Dois vetores de mesma direcdo, sentido e médulo s3o ditos equivalentes.

Como médulo, dire¢ao e sentido independem da posicdo do vetor no espacgo, dizemos que dois
vetores equivalentes sdo iguais V = .

Vetor nulo

Um vetor que tem inicio e fim no mesmo ponto, ou ainda, um vetor de magnitude nula é
chamado de Vetor nulo e representado por 0.
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Operacoes

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 4/



Operacoes

Adicdo de vetores

Regra do Paralelogramo

- — s - - - - - = - —_— ’
Se dois vetores v e i (bi ou tridimensionais) estdo com a mesma origem, a soma v+ w serd a
diagonal do paralelogramo que tem lados v e W.
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Operacoes
Adicdo de vetores

Regra do Triangulo

Considerando dois vetores v e W sendo a origem de w no destino de v, temos que a soma v+ w
serd o vetor que parte da origem de v até o destino de w. Esse método é mais comum para soma

de 3 ou mais vetores.

W
w v
. 0]
|7
—_—
V+w V+w+u
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Operacoes

Adicdo de vetores

Regra do Triangulo

|
N

No caso de 3 ou mais vetores, podemos ver que a soma é associativa. Ou seja, somar os dois
primeiros e depois somar o terceiro resulta no mesmo que somar os dois tltimos e depois o
primeiro

L\ =0

(v+w)+u +(w+u)
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Operacoes
Vetor Negativo

Negativo ou Oposto

O negativo ou oposto de um vetor v, denotado por —V é o vetor de mesma magnitude, mesma
direcao mas sentido contrario, de modo que

V+(-v)=0

<4
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Operacoes

Diferenca de vetores

_—

Podemos trabalhar com diferenca de vetores de modo semelhante a soma. v—w =V + (-w).

% W

|
|
BN

w—V
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Operacoes

Multiplicagdo por escalar

Multiplicacdo por escalar

-
Seja k um escalar e v um vetor. O produto kv é um vetor que tera:

e A mesma direcdo de v;
e Moddulo igual a |k| vezes o médulo de v;

e Sentido igual a v se k >0; sentido oposto a vV se k <0 e vetor nulo se k=0.

<

Com isso, temos que —v =(—1)-
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Sistemas de coordenadas
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Sistemas de coordenadas

(21)

(0,0)

As coordenadas cartesianas do vetor sio chamadas componentes.
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Sistemas de coordenadas

Se P1 =(x1,y1) € P2=(x2,y2) definem o vetor P1 P>, suas componentes serdo (x2 —x1,y2 —y1i).

Em trés dimensdes, P1 = (x1,y1,21) € P2 =(x2,y2,22) temos P1 P>, suas componentes serdo
(x2=x1,y2=y1,22—21).
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Sistemas de coordenadas
Igualdade de Vetores

Definicao

Dois vetores sdo iguais se suas componentes forem iguais.

Exemplo :
(a,b,c,d)=(1,-4,2,7)
implica que a=1,b=-4,c=2ed=7.
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Sistemas de coordenadas

Operagdes com componentes

Dados V = (v1,v2,...,Vp) €ER", W= (w1, ws,...,w,) €R" e k€ R temos
mv=(V1+W1,V2+W2,...,Vn+w,,)
Wv:(kvl,kvz,...,kvn)
-V =(-v1,—V2,.ee,—Vp)

e

=W+ (—V)= (w1 —Vvi,Wo—V2,...,Wp— Vp)

=
<
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Sistemas de coordenadas

Operagdes com componentes

Teorema:
Para quaisquer u,v,w € R", k e me R temos

V4T k(V+ W = kv + kW
U+V)+W=0+(V+w) (k+m)V =kv+mv
+0=0+0=10 (km)@ = k(mii)
0+ (-1)=0 1-0=0




Sistemas de coordenadas

Combinac3o Linear

Combinacao Linear

Dizemos que w é combinacao linear dos vetores v, v» ..., V, € R" se puder ser escrito como

r
= k1\71 +k2\72+...+kr\7,- = Z k,‘V,‘
i=1

sendo os escalares ki, ko ..., k, os coeficientes da combinacdo linear.
Exemplo :

(2,1,-5)=2(1,0,0)+1(0,1,0) -5(0,0,1)
Exemplo 2:

(2,1,-5)=1(1,0,0)+6(1,1,0) - 5(1,1,1)
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Sistemas de coordenadas

Notacdo alternativa

Vetores também podem ser representados como matriz linha ou matriz coluna dependendo do

contexto.

Exemplo :
2 1 1 1
1{=1(0]+6(1]-5(1
-5 0 0 1
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Norma de um vetor
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Norma de um vetor

Norma

Norma é um termo matemdatico comum para “comprimento”. Assim, a norma do vetor nada
mais é do que seu comprimento, médulo ou magnitude.
Notacao: ||V|| é a norma de V.

Importante:

Norma de vetor é um escalar!!!
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Norma de um vetor

Norma

Norma é um termo matematico comum para “comprimento”. Assim, a norma do vetor nada
mais é do que seu comprimento, médulo ou magnitude.
Notacao: ||V|| é a norma de V.

Importante:
Norma de vetor é um escalar!!!
y
Para R?
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos que
V2 oo (vi,v2)
\\q\\ ‘
! S22 2 >
i X IVIP =vi+vs = |[Vll=y/vZ+ V2
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Norma de um vetor

Norma

Norma é um termo matematico comum para “comprimento”. Assim, a norma do vetor nada
mais é do que seu comprimento, médulo ou magnitude.
Notacao: ||V|| é a norma de V.

Importante:

Norma de vetor é um escalar!!!

(vi,v2,v3)
Para R3

Aplicando o teorema de Pitagoras, a diagonal

y que esyd no plano xy mede ‘/V12 + v22.
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Norma de um vetor

Norma

Norma é um termo matematico comum para “comprimento”. Assim, a norma do vetor nada
mais é do que seu comprimento, médulo ou magnitude.
Notacao: ||V|| é a norma de V.

Importante:

Norma de vetor é um escalar!!!

(vi,v2,v3) Para R3
Assim temos que

2
=112 2 =112 2 22
vl =( vZ+vi| v = VI = vi+vi+vs
y
T = 2 2 2
= |lvll=y/vi +Vv5+v;
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Norma de um vetor

Seguindo esse padrdo, generalizamos para R".

Definicao
Se v=(v1, v, ...,vs) é um vetor de R", entdo a norma do vetor, denotada por ||V|| é definida
pela férmula:

VI =y/VZ+v2+-+v2
1 2 n

Ex.:
Calcular as normas de
a) v=(-3,2,1) b) v=(2,-1,3,-5)
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Norma de um vetor

Teorema

Se v=(v1, v, ...,v,) é um vetor de R” e k um escalar qualquer, temos
[Vl =0;
[IV]| =0 se, e somente se, v =0;
T -
[|kv]| =1kt
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Quando queremos indicar apenas direcdo e sentido, sem necessidade do comprimento, usamos
vetores de comprimento 1. A estes chamamos Vetores Unitarios.
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Quando queremos indicar apenas direcdo e sentido, sem necessidade do comprimento, usamos

vetores de comprimento 1. A estes chamamos Vetores Unitarios.

Para obter um vetor unitdrio o com direcao e sentido de um vetor v n3o nulo qualquer, fazemos
1

i=—-

VIl

-

Esse processo é chamado normalizacao de v.
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Quando queremos indicar apenas direcdo e sentido, sem necessidade do comprimento, usamos

vetores de comprimento 1. A estes chamamos Vetores Unitarios.

Para obter um vetor unitdrio o com direcao e sentido de um vetor v n3o nulo qualquer, fazemos
1

i=—-

vl

-

Esse processo é chamado normalizacao de v.

Ex.:
Normalizar v =(2,2,-1)
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Considerando o sistema de coordenadas retangulares de R? e R3, dizemos que os vetores unitarios
que tem a direcdo positiva dos eixos sdo vetores unitarios canonicos.
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Considerando o sistema de coordenadas retangulares de R? e R3, dizemos que os vetores unitarios
que tem a direcdo positiva dos eixos sao vetores unitarios canonicos.

Em R? esses vetores s3o denotados por

i=(1,0) e j=(0,1)
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Considerando o sistema de coordenadas retangulares de R? e R3, dizemos que os vetores unitarios
que tem a direcdo positiva dos eixos sao vetores unitarios canonicos.

Em R3 esses vetores s3o denotados por

i=(1,0,0),j=(0,1,0) e k=(0,0,1)
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Considerando o sistema de coordenadas retangulares de R? e R3, dizemos que os vetores unitarios
que tem a direcdo positiva dos eixos sdo vetores unitarios canonicos.

Generalizando para R”, temos os vetores

1 '0‘ 701
0 1 0
€1 = 0 , €2 = 0 y,€n = 0
0 0] 1
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Teorema

Cada vetor v =(v1,v2,...,vp) de R” pode ser escrito como combinag&o linear dos vetores
canonicos de R”.

V= viel + wep +... + Vp€en
Exemplo 1:

(=2,3) = —2i+3j
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Teorema

Cada vetor v =(v1,v2,...,vp) de R” pode ser escrito como combinag&o linear dos vetores
canonicos de R”.

V= viel + wep +... + Vp€en
Exemplo 2:

(2,1,-5) = 2i+1j—5k
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Norma de um vetor

Vetores Unitarios

Teorema

Cada vetor v =(v1,v2,...,vp) de R” pode ser escrito como combinag&o linear dos vetores
canonicos de R”.

V= viel + wep +... + Vp€en
Exemplo 3:

(7,3,-4,5)=T7e1 +3ep —4e3 +5ey
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Norma de um vetor

Distancia em R”

Sendo P; e P, dois pontos em R”, a distancia entre eles é a norma do vetor P;P».

Tomando R3 como exemplo, ja vimos que P1P> = (xo —x1,y2—y1,22—21). Assim

d(P1,P2) =|[PiPs|| = /(o= x1)2 + (y2 = y1)2 + (22 - 20)?

que é a férmula da distancia entre dois pontos de Geometria Analitica.
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Norma de um vetor

Distancia em R”

Com isso, temos

Se u=(uy,un,...,up) € v=_(v1,v2,...,vp) sdo dois pontos de R"” entdo denotamos a distancia

entre u e v por d(u,v) e definimos que

d(u,v) = [TV = /(o1 — v1)2 + (2= v2)2 4 -+ (un— vi)2.
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Norma de um vetor

Distancia em R”

Com isso, temos

Se u=(u1,u2,...,un) e v=(vi,v2,...,vp) sdo dois pontos de R"” entdo denotamos a distancia
entre u e v por d(u,v) e definimos que

d(u,v) = |[T=7|| = /(61— v1)2 + (2= v2)2 4 -+ (un— vi)2.

Ex.:
Calcular a distéancia entre u=(1,4,-2,6,3) e v=(0,1,3,-2,2)
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Produto escalar
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Produto escalar

Definicdo de angulo entre vetores

Dados dois vetores i e v em R? com origens coincidentes. Definimos angulo entre ii e V o
angulo 6 formado por estes vetores com 0 <6 < 7.

[ v i
Lo :
0 vma */59—
u o v
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Produto escalar

Dados dois vetores u e v e 6 o dngulo formado por eles, denotamos o produto escalar (ou
produto interno euclidiano) u-v e definimos por

u-v=|lull-|lv||-cosO

Seu=00uv=0, temosu-v=0
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Produto escalar

Dados dois vetores u e v e 6 o dngulo formado por eles, denotamos o produto escalar (ou
produto interno euclidiano) u-v e definimos por

u-v=|lull-||v]]-cosO

Seu=00uv=0, temosu-v=0

Perceba que podemos rescrever essa férmula como cosf = para u e v ndo nulos.

u-v
ull - 1vl|
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Produto escalar

Dados dois vetores u e v e 6 o dngulo formado por eles, denotamos o produto escalar (ou
produto interno euclidiano) u-v e definimos por

u-v=|lull-|lv||-cosO

Seu=00uv=0, temosu-v=0

Perceba que podemos rescrever essa férmula como cosf = para u e v ndo nulos.

u-v
: . » : llull -[lv]| L .
O denominador é sempre positivo. Logo, o sinal do produto interno nos diz o tipo de angulo

temos:

0 agudo se u-v>0. 0 obtuso se u-v<0. 0 reto (ou 8 ="/3) se u-v=0.
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Produto escalar

Ex.:

0 0
Encontrar o produto escalar entre [0] e [2] , sabendo que o angulo formado entre eles é 6 = 45°.
1 2
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Produto escalar

Ex.:

Encontrar o angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas.
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Produto escalar

Calculo via componentes

-

Faremos a deduc3o para R?, tomando @ = (u1, ) e V= (v1,v2).

y - =R o o
Temos que 1+ PQ =V e, portanto, PQ=VvV—1.
P Pela Lei dos cossenos,
o = = =2 - =2 1
[ Q [lv—all= = I[lall* +[IvII*=2][dl[|V]lcosO
9 —
[Vl
X
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Produto escalar

Calculo via componentes

-

Faremos a deducdo para R?, tomando @ = (u1, 1) e V= (v1,v2).

Temos que T+ PQ—ve portanto, PQ= — 1.
y Pela Lei dos cossenos,
P ) =12 =2 0 (113
[lv—="all* = [lall= +1IvII=2]lallIv|lcosO
11| Q :
0 que pode ser reescrita como
vl SO (a2 a2 e =02
e ||U||||V||C059=§ @l +IvIl® = I[lv—udll
—_———

vV

<
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Produto escalar

Calculo via componentes

Faremos a deducdo para R?, tomando @ = (u1,u2) e V=_v1,v2).
Calculando, temos [[Tl|* = u? + u2, |[VIP=vZ+v2 e
= =)
y [lV—1ll“ = (w1 —.u1)2+(vz—uz)2—v1 2u1v1+u%-+-v2 2uzvz+u§
Substituindo fica

2 2 2 2 2 2 2 2
(ul +us+vi +vs—(vi —2uivy + Ui + v —2uzvz+u2))

(yz+u2+yz yZ yz 2u1v1+yz+yz 2u2v2+u2)

(=(—2u1v1 —2wpwv2)) = t1va + tp v

<l
<!
1

=
rs)

vl

I\)II—‘I\DII—‘I\)II—‘
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Produto escalar

Calculo via componentes

Faremos a deducdo para R?, tomando @ = (u1, 1) e V= (v1,v2).
Calculando, temos [[Tl|* = 2 + u2, |[VIP=vZ+v2 e

2
o =@
y ||V —1l| =(V1—U1)2+(V2—U2)2—V1 2U]_V]_+U%+V2—2U2V2+U§
Substituindo fica

<

<i
Il

2, 2, 2, 2 2 2
(u1+u2+v1+v2 ( 2u1v1+u1+v2 2u2v2+u2))

(},Z+u2+}/ yZ yZ 2U1V1+}IZ y’Z 2U2V2+U2))

( (—2U1 %1 —2U2V2)) =uivy+ usxvp

=
o

Il

l\)ll—‘l\)lr—‘l\.)ll—‘

De modo analogo para R3 temos U-V = ujvy + upvo + uz V3.
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Produto escalar

Calculo via componentes

Generalizando para R”

Definicao
Se U= (u1, U, ...,up) € V=_v1, va, ..., V) sdo vetores de R”, entdo produto escalar (ou produto
interno euclidiano) pelas componentes é definido pela férmula:

V=uivi+Uusvo+---+ UpVvp

<y

Ex.:

0 0
Encontrar o produto escalar entre [O] e [2] pelas componentes.
1 2
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Produto escalar

Calculo via componentes

Generalizando para R”

Definicao
Se U= (uy, U2, ...,up) € V=_v1, v2, ..., V) sdo vetores de R", entdo produto escalar (ou produto
interno euclidiano) pelas componentes é definido pela férmula:

-V=uivi+Uupvo+-e-+ Upvp

<y

Ex.:
Encontrar o angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas pelas componentes.
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Produto escalar

Calculo via componentes

No caso de 7=V temos que
S 2,2 2 _
V-VEVIVIt Vot VpVp = vy Vs e vy =V

Assim,
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Produto escalar
Propriedades

Teorema
Se u, v e w s3o vetores de R” e a um escalar, entao:

0-V=v-0 5.7=7.0=0

u-(V+Ww)=0-v+u-w (G+V)-w=0-Ww+v-Ww
a(u-v)=(at)-v=1u-(av) u-(Vv-w)=0-v-u-w
V-v=0ev-v=0se esése v=0 (G-V)-w=0-Ww—-v-w

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 2/



Produto escalar
Desigualdades

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Se U= (uy, uz,...,up) € v=_(v1, v2, ..., v) sdo vetores de R", entdo

[a-vI= 1@Vl

Em termos de componentes

2 2
|u1v1+usz+---+u,,v,,|s\/(u1+u2 +u,,)\/(v1+v2 e VE)
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Produto escalar
Desigualdades

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Se U= (uy, uz,...,up) € v=_(v1, v2, ..., v) sdo vetores de R", entdo

[a-vI= 1@Vl

Em termos de componentes

2 2
|u1v1+usz+---+u,,v,,|s\/(u1+u2 +u,,)\/(v1+v2 e VE)

Desigualdade Triangular

e W sao vetores de R”, entdo:
+ VIl < llull +1v|l (Desigualdade triangular para vetores)

|
b) d(4,v)=<d(d,w)+d(v,w) (Desigualdade triangular para distancias)
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Produto escalar

Equagbes da Geometria Analitica em vetores

Identidade do Paralelogramo com vetores

Se U e v forem vetores em R”, entdo

= o2 s =2 =02 . =i
171+ 112 + 117 = 7117 = 2 (112112 + 17112

Teorema

Se U e v forem vetores em R” com o produto escalar, entdo

1|| 2
4

S U S
u-v=—|lu+vll —leu—VII
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Produto escalar

Produto escalar como multiplicacdo matricial

Representando os vetores como matrizes coluna, podemos dizer que u-v=u’v=v'u.
Exemplo :
1 5
Sendou= [-3| ev= |4 temos
5 0
51
u-v=u'v=[1 -3 5]|4[=1.5+(-3)-4+5-0=-7
0]

.
viu=viu=[5 4 0 [—3 =5-1+4-(-3)+0.5=—7
5 |
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Produto escalar

Produto escalar como multiplicagdo matricial

Teorema

Se A for matriz quadrada nx n, u e v matrizes nx 1, temos que

Auv=u-A'v e u-Av=ATu-v
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Bons Estudos!!!
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