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Definicao
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Definicao

Vetores Ortogonais

Dizemos que dois vetores ndo nulos u e v em R” sdo ortogonais (ou perpendiculares) se
u-v=_0.

Também convencionamos que o vetor nulo em R” é ortogonal a cada vetor em R".

Um conjunto n3o vazio de vetores em R" é denominado ortogonal se qualquer par de vetores do
conjunto for ortogonal. Um conjunto ortogonal de vetores unitdrios é dito ortonormal.
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Definicao

Vetores Ortogonais

Dizemos que dois vetores ndo nulos u e v em R” sdo ortogonais (ou perpendiculares) se
u-v=_0.

Também convencionamos que o vetor nulo em R” é ortogonal a cada vetor em R".

Um conjunto n3o vazio de vetores em R" é denominado ortogonal se qualquer par de vetores do
conjunto for ortogonal. Um conjunto ortogonal de vetores unitdrios é dito ortonormal.
Ex.:

a) Mostre que 71=(-2,3,1,4) e v =(1,2,0,—1) s3o vetores ortogonais de R*.

b) Mostre que o conjunto S ={i, j, k} dos vetores candnicos é ortonormal em R3.
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Produto Vetorial
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Produto Vetorial

Definicao

Se u=(u1,u2,u3) e v=_vi,vs,v3) forem vetores do espago tridimensional, entdo o produto

vetorial ux v é o vetor definido por

uxv=(upv3—U3va,U3vy — U1 V3, U1 Vo — U2 V1)

ou, em notacdo de determinante

i j k
u2 U3 by ug| jur w2

uxv= y— ; =|uy u w3
Vo V3 vi wv3l'lvi w

vi V2 w3
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Produto Vetorial

Ex.:
Encontre uxv sendo u=(1,2,-2) e v=(3,0,1).
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Produto Vetorial

Teorema: Relagoes entre os produtos escalar e vetorial

Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, entao

a) u-(uxv)=0 - uxv é ortogonal a u

b) v-(uxv)=0 - uxv é ortogonal a v

c) lluxvl?=1lull?|lv]|? = (u-v)? - Identidade de Lagrange
d) ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w - Relagdo entre os produtos
e) (uxv)xw=(u-w)v—(v-w)u - Relagdo entre os produtos
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Produto Vetorial

Ex.:
Verifique os dois primeiros itens do teorema sendo u=(1,2,-2) e v=(3,0,1).
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Produto Vetorial

Teorema: Propriedades aritméticas do produto vetorial
Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional e a um escalar, ent3o
xv=—(vxu)=

c c

x(v+w)=(uxv)+(uxw)
(u+v)xw=(uxw)+(vxw)

)
)
)
d) a(uxv)=(au)xv=ux(av)
)
)
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Produto Vetorial

Vetores Unitdrios Candnicos

Ex.:
Dados os vetores i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1), avaliar os seguintes produtos:
ixi 1% k x k
ixj Jxk k xi
jxi k x j ixk
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Produto Vetorial

Vetores Unitdrios Candnicos

Ex.:
Dados os vetores i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1), avaliar os seguintes produtos:
b=l ixj=0 kxk =0
ixj=k jxk =i kxi=j
jxi=—k kxj=—i ixk =—j
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Produto Vetorial

Vetores Unitdrios Candnicos

Ex.:
Dados os vetores i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1), avaliar os seguintes produtos:
b=l ixj=0 kxk =0
ixj=k jxk =i kxi=j
jxi=—k kxj=—i ixk =—j




Produto Vetorial

Vetores Unitarios Candnicos

Importante:

N3o é verdade, em geral que ux (vxw)=(uxv)xw
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Produto Vetorial
Regra da Mao Direita

Se u e v s3o vetores ndo nulos, o sentido de u x v pode ser determinado pela “Regra da Mao
Direita".

“Esticando os dedos da mao direita no sentido de u, com a palma da mao de modo que,
fechando os dedos seja feito o movimento de u para v: O polegar aponta para o sentido de uxv"
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Produto Vetorial

Interpretacdo geométrica

Da identidade de Lagrange, temos

2 2 2 2
Hux v[|* = [[ul[*[Iv]|* = (u-v)

[|v]| sen 6

ull
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Produto Vetorial

Interpretacdo geométrica

Da identidade de Lagrange, temos
llux vl? = [Jull?|Iv]?> = (u-v)?

Sendo 6 o angulo dos vetores, u-v = ||ul|||v||cosB.

[|v]| sen 6

ull
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Produto Vetorial

Interpretacdo geométrica

Da identidade de Lagrange, temos
llux vl? = [Jull?|Iv]?> = (u-v)?

Sendo 6 o angulo dos vetores, u-v = ||ul|||v||cosf. Substituindo temos
llux vlI? = [Jull?1IvI]® = (llull llvllcos8)? = [lull?|IvI — |lul|? |Iv]|? cos? @
=lull?|IvI? (1 - cos?8) = [lul|? [|v]|? sen?6.

[|v]| sen 6

ull
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Produto Vetorial

Interpretacdo geométrica

Da identidade de Lagrange, temos
llux vl? = [Jull?|Iv]?> = (u-v)?

Sendo 6 o angulo dos vetores, u-v = ||ul|||v||cosf. Substituindo temos
llux v]12 = [lul2[Iv]I? = (llulllIv]|cos@)? = [lul[?[Iv]|?  [lul||Iv][? cos? @
= lull[Iv][? (1 - cos?6) = |lul[? [Iv][> sen20.

Como 06 <, temos que senf =0 e podemos reescrever

[|v]| sen 6

ol - [luxv[|=[lull|lv]l sen®
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Produto Vetorial

Interpretacdo geométrica

Da identidade de Lagrange, temos
llux vl? = [Jull?|Iv]?> = (u-v)?

Sendo 6 o angulo dos vetores, u-v = ||ul|||v||cosf. Substituindo temos
llux v]12 = [lul2[Iv]I? = (llulllIv]|cos@)? = [lul[?[Iv]|?  [lul||Iv][? cos? @
= lull[Iv][? (1 - cos?6) = |lul[? [Iv][> sen20.

Como 06 <, temos que senf =0 e podemos reescrever

[|v]| sen 6

" [luxv[|=[lull|lv]l sen®

ull

Como ||v|| sen @ é a altura do paralelogramo de lados u e v, relativa a
u, temos que [luxv|| é a Area desse paralelogramo.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 1116



Produto Vetorial

Interpretacdo geométrica

Teorema

Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, entdo ||u x v|| é igual & area do
paralelogramo determinado por u e v.
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Produto Vetorial

Interpretacdo geométrica

Teorema

Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, entdo ||u x v|| é igual & area do
paralelogramo determinado por u e v.

Ex.:
Encontre a drea do tridngulo determinado pelos pontos P;(2,2,0), P2(-1,0,2) e P3(0,4,3).
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Produto Misto
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Produto Misto

Definicao

Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, dizemos que

u-(vxw)

é o produto misto deste vetores.
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Produto Misto

Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, dizemos que

u-(vxw)

é o produto misto deste vetores.

Para calcular:

V2 V3 vi w3 Vi w2
u-(vxw)=u- = ;
wy w3 wi w3|'|wi we
uy Uz U3
V2 V3 Vi w3 vi W2
=u — +u =1 Vo V3
wo w3 wi w3 Wi W




Produto Misto

Ex.:
Calcule o produto misto u-(v x w) dos vetores

u=3i-2j—5k,v=i+4j— 4k, w=3j+ 2k
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Produto Misto

Interpretacdo Geométrica

Se V é o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores u, v e w, temos que
u-(vxw)==+V

onde + ou — dependem do angulo formado entre u e v x w.
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Produto Misto

Interpretacdo Geométrica

Se V é o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores u, v e w, temos que
u-(vxw)=+V

onde + ou — dependem do angulo formado entre u e v x w.

Teorema

Se os vetores u = (u1,up,u3), v=_(vi,v2,v3) e w=(wjy, wo,w3) tiverem o mesmo ponto inicial,
ent3o esses vetores sio coplanares se, e sé se,

up uz U3
u-(vxw)={vi v v3(=0
wip w2 w3
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Bons Estudos!!!
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