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Axiomas de Espaco Vetorial

O que sdo Axiomas?

Nocdo comum; afirmagdo geral aceita sem discussdo. Na filosofia,
premissa considerada necessariamente evidente e verdadeira, fundamento de uma de-
monstragdo, porém ela mesma indemonstrdvel, originada, segundo a tradicdo raciona-
lista, de principios inatos da consciéncia ou, segundo os empiristas, de generalizagcées da
observacdo empirica.
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Axiomas de Espaco Vetorial

Seja V um conjunto ndo vazio qualquer de objetos no qual estejam definidas duas operacées: a adicdo e a

multiplicacdo por escalares. Se os axiomas seguintes forem satisfeitos por todos os objetos u, v e w em V
e quaisquer escalares a e b, diremos que V é um espaco vetorial e que os objetos de V s3o vetores.

1. Se u e v s3o objetos em V, entdo u+v é um objeto em V.
2. u+tv=v+u 3. u+(v+w)=(u+v)+w

4. Existe um objeto 0 em V, denominado vetor nulo de V, ou vetor zero, tal que 0+u=u+0=u, com
qualquer u em V.

5. Dado qualquer u em V, existe algum objeto —u, denominado negativo de u, tal que
u+(—u)=(-u)+u=0.

6. Se a for qualquer escalar e u um objeto em V, ent3o au é um objeto em V.

7. a(u+v)=au+av 8. (a+b)u=au+bu 9. a(bu) = (ab)u 10. 1-u=u
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Axiomas de Espaco Vetorial

Passos para mostrar que um conjunto, com duas operagoes, € um espaco vetorial

Passo 1: ldentifique o conjunto V de objetos que serdo os vetores.
Passo 2: ldentifique as operacoes de adicao e multiplicacdo por escalar.
Passo 3: Verifique as validades dos axiomas 1 e 6:

1) Se u e v sdo objetos em V, entdo u+v é um objeto em V. (fechamento da adigdo)
6) Se a for qualquer escalar e u um objeto em V, entdo au é um objeto em V.
(fechamento no produto por escalar)

Passo 4: Verificar os demais axiomas.
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Axiomas de Espaco Vetorial

Ex.:

Mostrar que R" é um espaco vetorial.
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Axiomas de Espaco Vetorial

Ex.:

Mostrar que o conjunto May> é um espaco vetorial.
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Axiomas de Espaco Vetorial

Ex.:
Mostrar que o conjunto F(—oo,00) é um espaco vetorial.
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Axiomas de Espaco Vetorial

Ex.:

Sendo V =R?, u=(u1,u) e v=_v1,v2) com u+v=(u3+vi,un+vp) e au=(aus,0). E espaco
vetorial?
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Axiomas de Espaco Vetorial

Ex.:

Sendo V =R, com u+v=uv e au=u?. E espaco vetorial?

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul s/



Axiomas de Espaco Vetorial

Teorema

Sendo V um espaco vetorial, u um vetor em V e a um escalar, ent3o:

a) Ou=0 b) a0=0 c) (-l)u=-u

d) Se au=0 entdo a=0ouu=0
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Axiomas de Espaco Vetorial

Aqui estabelecemos um elo comum entre objetos matematicos distintos como vetores
geométricos, vetores em R”, sequéncias infinitas, matrizes, fungdes reais entre outros.

Com isso, sempre que se descobre um novo teorema sobre espacos vetoriais arbitrarios, esse
resultado se aplica a qualquer um destes temas.
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Subespacos
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Subespacos

Definicao
Um subconjunto W de um espaco vetorial V é denominado subespaco de V se W for um espaco
vetorial por si sé com as operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar definidas em V.
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Subespacos

Definicao
Um subconjunto W de um espaco vetorial V é denominado subespaco de V se W for um espaco
vetorial por si sé com as operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar definidas em V.

A vantagem dos subespacos é que, sendo subconjunto de um espaco vetorial, muitos dos axiomas
sao “herdados”, nao sendo necessdrios de serem provados!
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Subespacos

Nao s3o herdados!

Axioma 1 - Fechamento na adicdo.

Axioma 4 - Existéncia de vetor zero em W.
Axioma 5 - Existéncia de negativo em W para cada vetor em W.

Axioma 6 - Fechamento na multiplicacao por escalar.
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Subespacos

Nao s3o herdados!

Axioma 1 - Fechamento na adicdo.

Axioma 4 - Existéncia de vetor zero em W.
Axioma 5 - Existéncia de negativo em W para cada vetor em W.

Axioma 6 - Fechamento na multiplicacao por escalar.

Teorema

se W for um conjunto de um ou mais vetores num espaco vetorial V, entdo W é um subespaco de
V se, e s6 se, as condigcoes seguintes forem validas:

a) Se u e v forem vetores em W, entdo u+v estd em W.
b) Se a for um escalar qualquer e u algum vetor de W, entdo au estd em W.

Em outras palavras, W é um subespaco de V se, e sé se, for fechado na adicao e na multiplicacao

por escalar.
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Subespacos

Ex.:
Verifique que W = {0} é subespaco de V.
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Subespacos

Ex.:

Verifique que as retas que passam pela origem em R? e R3 s3o subespacos.
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Subespacos

Ex.:

Verifique que as matrizes simétricas formam um subespaco de My,
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Subespacos

Ex.:

Verifique que o conjunto C(—o0,00) das fun¢des continuas é subespago de F(—o0,00).
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Subespacos

Ex.:
Verifique que o conjunto Py, dos polinémios é subespa¢o de F(—o0,00).
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Subespacos
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Subespacos

Combinagdo Linear no espaco vetorial

Dizemos que w é combinacao linear dos vetores vi, vy ...,v, € V se puder ser escrito como

r
W =3a1V] +agVvp+...+a,Vy = Z a;V;
i=1

sendo os escalares aj, a» ...,a, os coeficientes da combinacao linear.
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Subespacos

Combinagdo Linear no espaco vetorial

Dizemos que w é combinacao linear dos vetores vi, vy ...,v, € V se puder ser escrito como

r
W =3a1V] +agVvp+...+a,Vy = Z a;V;
i=1

sendo os escalares aj, a» ...,a, os coeficientes da combinacao linear.

Teorema

Seja S ={wj, Wy ...,w;} um conjunto ndo vazio de vetores num espaco vetorial V.
a) O conjunto W de todas as combinacdes lineares possiveis de vetores em S é um subespago de V.

b) O conjunto W da parte acima é o “menor” subespaco de V que contém todos os vetores de s, no
sentido de que qualquer outro subespaco de V que contenha todos aqueles vetores contém W.
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Subespacos

Espaco Gerado e Conjunto Gerador

Definicao
Dizemos que o subespaco de um espaco vetorial V que é formado com todas as combinagoes

lineares possiveis de vetores de um conjunto n3o vazio S é gerado por S e dizemos que os vetores
em S geram esse espaco.

Pode-se dizer que o subespaco é chamado espaco gerado e S o conjunto gerador.
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Subespacos

Espaco Gerado e Conjunto Gerador

Definicao
Dizemos que o subespaco de um espaco vetorial V que é formado com todas as combinagoes

lineares possiveis de vetores de um conjunto n3o vazio S é gerado por S e dizemos que os vetores
em S geram esse espaco.

Pode-se dizer que o subespaco é chamado espaco gerado e S o conjunto gerador.

Ex.:
Verifique que i,j,k gera o R3.
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Subespacos

Ex.:
Identifique um conjunto gerador para Pp,.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 141



Subespacos

Teorema

As solugdes de um sistema linear homogéneo Ax =0 em n incégnitas é um subespaco de R”.
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Bons Estudos!!!
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