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O que sao Coordenadas?
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O que sdo Coordenadas?

Na Algebra Linear, podemos usar vetores no lugar dos eixos coordenados para especificar
sistemas de coordenadas.

cY,

Na primeira figura, OP = avy + bva. Na segunda, OP = avi + bva + cvs.
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O que sdo Coordenadas?

Na Algebra Linear, podemos usar vetores no lugar dos eixos coordenados para especificar
sistemas de coordenadas.

cY,

av,

Na primeira figura, OP = avy + bva. Na segunda, OP = avi + bva + cvs.

Entretanto, vimos na aula passada que a existéncia de “vetores excedentes’ acabam com a
unicidade das combina¢des lineares. Como resolver isso?
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Base
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Base

Definicao

Se V for um espaco vetorial qualquer e S ={vy,v2,...,v,} for um conjunto finito de vetores em
V, dizemos que S é uma base de V se valerem ambas as condi¢Ges:

a) S é linearmente independente. b) S gera V.
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Base

Definicao

Se V for um espaco vetorial qualquer e S ={vy,v2,...,vn} for um conjunto finito de vetores em
V, dizemos que S é uma base de V se valerem ambas as condicGes:

a) S é linearmente independente. b) S gera V.

Exemplo 1:

Os vetores unitarios canonicos de R” formam uma base para R".
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Base
Definicao

Se V for um espaco vetorial qualquer e S ={vy,v2,...,vn} for um conjunto finito de vetores em
V, dizemos que S é uma base de V se valerem ambas as condi¢es:

a) S é linearmente independente. b) S gera V.

Exemplo 1:

Os vetores unitarios candnicos de R” formam uma base para R".
R.: (a) O conjunto é LI? Se tentarmos escrever 0 = kjej + kpep +... + kpepn, necessariamente
ki=ko=..=k,=0. S3o LI.
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Base

Definicao

Se V for um espaco vetorial qualquer e S ={vy,vs,...,v,} for um conjunto finito de vetores em
V/, dizemos que S é uma base de V se valerem ambas as condices:

a) S é linearmente independente. b) S gera V.

Exemplo 1:

Os vetores unitarios candnicos de R” formam uma base para R".

R.: (b) Um vetor genérico b = (b1, ba,...,b,) pode ser escrito como b= biej + brez +... + bep.
Gera R".

Portanto, é base para R”.
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Base

Definicao

Definicao
Se V for um espaco vetorial qualquer e S ={vy,v3,...,va} for um conjunto finito de vetores em
V, dizemos que S é uma base de V se valerem ambas as condi¢Ges:

a) S é linearmente independente. b) S gera V.

Exemplo 2:

O conjunto S = {1,x,x2,...,x"} formam uma base para P,,.
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Base

Definicao

Se V for um espaco vetorial qualquer e S ={vy,va,...,v,} for um conjunto finito de vetores em
V, dizemos que S é uma base de V se valerem ambas as condi¢es:

a) S é linearmente independente. b) S gera V.

Exemplo 2:

O conjunto S = {1,x,x2,...,x"} formam uma base para P,,.
R.: (a) O conjunto é LI? Se tentarmos escrever 0 =ag-1+ a;x + axx
ag=ai=a>=...=ap=0. S3o LI.

24 . +a,x", necessariamente
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Base

Definicao

Se V for um espaco vetorial qualquer e S ={vy,vs,...,v,} for um conjunto finito de vetores em
V/, dizemos que S é uma base de V se valerem ambas as condi¢des:

a) S é linearmente independente. b) S gera V.

Exemplo 2:

O conjunto § = {1,X,X2,...,X”} formam uma base para P,.

R.: (b) Um polinémio genérico p € P, pode ser escrito como p=ap-1+a;x+ azx
Gera P,.

Portanto, é base para P,.

24 +apx.
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Base

Definicao

Exemplo 3:

Mostrar que os vetores vy =(1,2,1), vo =(2,9,0) e v3 =(3,3,4) formam uma base para R3.
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Base

Definicao

Exemplo 3:

Mostrar que os vetores vy =(1,2,1), vo =(2,9,0) e v3 =(3,3,4) formam uma base para R3.
R.: (a) O conjunto é LI? Se tentarmos escrever 0 = cjvy + cpva + c3v3, temos

c1+2c+3c3=0
2c1+9c+3c3=0
a +4c3=0

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul



Base

Definicao

Exemplo 3:

Mostrar que os vetores vy =(1,2,1), v =(2,9,0) e v3 =(3,3,4) formam uma base para R3.
R.: (b) Um vetor genérico b = (b1, bp, b3) pode ser escrito como b = byvy + bpva + b3vs se o

sistema
c1+2c+3c3 = b1

2C1 ar 9C2 ar 3C3 = b2
c1 +4c3=b3

tiver solucdo dnica!
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Base

Definicao

Exemplo 3:

Mostrar que os vetores vy =(1,2,1), v2 =(2,9,0) e v3 =(3,3,4) formam uma base para R3.
1 2 3

R.: Ambos os sistemas tem a mesma matriz de coeficientes |2 9 3|. Se esta matriz tiver
1 0 4

inversa, ambas as situacoes serao atendidas!
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Base

Definicao
Exemplo 3:
Mostrar que os vetores vy =(1,2,1), v2 =(2,9,0) e v3 =(3,3,4) formam uma base para R3.
1 2 3
R.: Ambos os sistemas tem a mesma matriz de coeficientes [2 9 3] . Se esta matriz tiver
1 0 4
inversa, ambas as situacoes serao atendidas!
123 1 2 3 s 3
2 9 3|lp—I[y-2L1=|0 5 -3[=1(-1)* . ‘:5—6:—1;«&0
1 0 4| [3—1L3-L7 |0 -2 1

E base!
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Base

Teorema

Se S ={vq,vy,...vy} for uma base de um especo vetorial V/, entdo cada vetor ve V pode ser
expresso na forma v = cjvy + Vp + ... oV, de maneira tnica.
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Base

Teorema

Se S ={vq,vy,...vy} for uma base de um especo vetorial V/, entdo cada vetor ve V pode ser
expresso na forma v = cjvy + Vp + ... oV, de maneira tnica.

E, por essa unicidade podemos definir:

Definicao

Se S ={vq,v2,...vy} for uma base de um especo vetorial V, e
V =C1V] + V2 +...ChVp

é a expressdo de um vetor v em termos da base S, entdo os escalares ci, ¢, ..., Cn S30
denominados coordenadas de v em relacdo a base S.
Notagdo: (v)s=(c1,c2,...,Cn)
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Base

Ex.:
Vimos que S ={v; =(1,2,1), v2 =(2,9,0), v3 = (3,3,4)} formam uma base de R3.
a) Encontre o vetor de coordenadas v =(5,-1,9) em relagdo a base S.

b) Encontre o vetor de R3 que, em relagdo a base S tem como coordenadas (v)s = (~1,3,2).
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Base

Ex.:

Vimos que S ={v; =(1,2,1), v =(2,9,0), v3 =(3,3,4)} formam uma base de R3.

R.: a) Precisamos encontrar (ci1, ¢, c3) tais que (5,-1,9) =c1(1,2,1) + 2(2,9,0) + c3(3,3,4) ou
c1+2c+3c3=5 (

c1+2c+3c3=5 L1<—L1—%L2
ainda { 2¢1 +9c +3c3 = -1 L2<—L2—2L1)= 5¢0—3c3=-11 L2<—%L2 =
c +4c3=9 \Lz—=Ll3-L; 20+ =4 \L3—Ll3+3l
a +3a=% (-4 [a =1
- da=-2|lL<L+ils|= o =-1.(v)s=(1,-1,2)
_ %C3=—% L3 ——-5L3 c3=2
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Base

Ex.:

Vimos que S ={v; =(1,2,1), v =(2,9,0), v3 = (3,3,4)} formam uma base de R3.
R.: b) Pela definicdo de (v)s

v=(-1)vy +3vp +2v3 = (-1)(1,2,1) +3(2,9,0) +2(3,3,4) = (11,31, 7).
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Dimensao
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Dimensao

Teorema

Todas as bases de um espaco de dimens3o finita tem o mesmo nimero de vetores.
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Dimensao

Teorema

Todas as bases de um espaco de dimens3o finita tem o mesmo nimero de vetores.

A dimensao de um espaco vetorial de dimens3o finita V' é definida como o nimero de vetores

em uma base de V.
Notacdo: dim(V).
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Dimensao

Teorema

Todas as bases de um espaco de dimens3o finita tem o mesmo nimero de vetores.

A dimensao de um espaco vetorial de dimens3o finita V' é definida como o nimero de vetores
em uma base de V.

Notacdo: dim(V).

Dimensoes de alguns espacos vetoriais
dim(R")=n dim(P,)=n+1 dim(Mpnp) = mn

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul ¢/



Dimensao

Dimens3o de um espaco solu¢do

Ex.:

Encontre uma base e a dimens3o do espaco solucao do sistema homogéneo

2x1+2x0 — X3 +x5=0
—x1— Xp+2x3—3x3+x5=0
X1+ Xo—2x3 —-x5=0

X3+ X4+X5=O
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Dimensao

Dimens3o de um espaco solu¢do

Ex.:
Trocando de inicio Ly < L3
1 1 -2 0 -1 o0 1 1 -2 0 -1 0]Ly—Ly+2l4 1 1 0 2 1 o0]li—L1-2
-1 -1 2 -3 1 O0|Ly—Ly+tLy |0 0 0 -3 0 0 _jo0o 0o -3 0 of -3, _
2 2 -1 o0 1 0|Lg—lz-2L; [0 0 3 0 3 0[Llzg—L3-3L4 |0 0 0 -3 0 O|i3—I3+3ly
0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0fy—iy-1Ly
X1 =Sttty il -
11 0 0 1 0 1 1 0 0 1 O 1 55=0 o s X1 B A
00 0 1 0 o0 |0 o 1 0 1 0 2
o 0 o o0 o olTlo o o 1 o o7 X3 +x5=0 = {x3 =-t <©|[x3|=s|0 [+t|-1f.
0 0 1 0 1 o0 [0 0o 0 0 0 O x4 =0 x4 =0 x4 & g
X5 0 1

x5 =t

Como estes vetores nao sao muiltiplos um do outro, sdo LI e geram o espaco de solugcbes deste
sistema homogéneo. Logo, o espaco de solugao tem dimensao 2.
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Alguns Teoremas
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Alguns Teoremas

Teorema do Mais/Menos

Seja S um conjunto n3o vazio de vetores em um espaco vetorial V.

a) Se S for um conjunto LI e ve V um vetor fora do espaco gerado por S, entdo o conjunto
Su{v}, que resulta do acréscimo de v a S ainda é LI.

b) Se ve S pode ser expresso como combinagdo linear dos outros vetores de S e S —{v}
representa o conjunto obtido retirando v de S, entdo S e S —{v} geram o mesmo espaco.
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Alguns Teoremas

Teorema

Sejam V um espaco vetorial de dimensdo n e S um conjunto em V com exatamente n vetores.
Entdo S é uma base de V se, e sé se, S gera V ou S é LI.
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Alguns Teoremas

Teorema

Seja S um conjunto finito de vetores num espaco vetorial V' de dimens3o finita:

a) Se S gerar V, mas ndo for uma base de V, entdo S pode ser reduzido a uma base de V
removendo vetores apropriados de S.

b) Se S for um conjunto LI, mas n3o for uma base de V, entdo S pode ser ampliado a uma
base de V acrescentando vetores apropriados a S.
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Alguns Teoremas

Teorema

Se W for um subespa¢o de um espaco vetorial V' de dimens3o finita, entdo:
a) W tem dimens3o finita.
b) dim(W)<dim(V).
c) W=V se esése dim(W)=dim(V).
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Mudanca de bases
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Mudanca de bases

Uma base conveniente para um problema pode n3o ser conveniente para outro. Desta forma,
precisamos de uma maneira de efeturamos mudanca de uma base para outra em um mesmo
espaco.

Problema:

Se v for um vetor em um espacgo vetorial V' de dimensdo finita e mudamos de uma base B de V
para uma base B', qual a relagdo entre os vetores de coordenadas [v]g e [v]g?
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Mudanca de bases
Avaliando para espacos bidimensionais
Chamemos B de “base velha” e B’ de “base nova” e tomemos

B={uj,up} e B'={uj,uy}
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Mudanca de bases
Avaliando para espacos bidimensionais
Chamemos B de “base velha” e B’ de “base nova” e tomemos

B={uj,up} e B'={uj,uy}

Precisamos dos vetores de coordenadas dos vetores da base nova em relacdo a base velha.

Tomamos
a

b

©

e [uylg= J

[uilg =

ou ainda
uj = auy + bup
uj = cuy +dup
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Mudanca de bases
Avaliando para espacos bidimensionais
Chamemos B de “base velha” e B’ de “base nova” e tomemos

B={uj,u} e B'={u},uj}

Precisamos dos vetores de coordenadas dos vetores da base nova em relacdo a base velha.

Tomamos
a

b

©

e [u’z]B: J

[uilg =

ou ainda
{u'l = auy + buy

uj = cuy +dup

Seja, agora, v um vetor qualquer em V com [V]B’ = o novo vetor de coordenadas, isto é

kq
ko

_ / /
v = kiuj + kou,
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Mudanca de bases

Avaliando para espacos bidimensionais

Para encontrar as coordenadas de v na base velha, devemos escrevé-lo como combinagdo dos
vetores de B. Ou seja

v = k1 (auq + bup) + ka(cuy + dup) = (k1a+ koc)uy + (ki b+ kod)ug
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Mudanca de bases

Avaliando para espacos bidimensionais

Para encontrar as coordenadas de v na base velha, devemos escrevé-lo como combinagdo dos
vetores de B. Ou seja

v = k1 (auq + bup) + ka(cuy + dup) = (k1a+ koc)uy + (ki b+ kod)ug
Ent3o, as coordenadas velhas de v ficam

k1a+ sz
k1b+ k2d

a ¢
b d

a ¢
b d

[vlg=

[v]g:

k1
ko
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Mudanca de bases

Avaliando para espacos bidimensionais

Para encontrar as coordenadas de v na base velha, devemos escrevé-lo como combinagdo dos
vetores de B. Ou seja

v = k1 (auq + bup) + ka(cuy + dup) = (k1a+ koc)uy + (ki b+ kod)ug
Ent3o, as coordenadas velhas de v ficam

k1
ko

k1a+ k2C
k1b+ k2d

a c
b d

a c
b d

vlg =

[v]g:

Portanto, as coordenadas na base velha sao obtidas pela multiplicacdo do vetor de coordenadas
S , a ¢
na base nova a esquerda pela matriz P = b 4| aue tem como colunas as coordenadas dos

vetores da base nova em relacdo a base velha.
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Mudanca de bases

Solu¢do do problema

Matriz mudanca de base

Se mudarmos a base de um espaco vetorial V' de alguma base velha B = {uj,us,...,u,} para uma
nova base B’ = {u’l,u'z,...,u:,}, entdo, dado qualquer vetor ve V, o velho vetor de coordenadas
[v]g esta relacionado com o novo vetor de coordenadas [v]g pela equagdo

Vg =Pv]e

onde as colunas de P sdo os vetores de coordenadas dos vetores da base nova em relacdo a base

velha. Ou seja,
P:([ull]g [ulz]B [U:I]B)

Essa matriz é chamada de matriz de transicdo de B’ para B.

As colunas da matriz de transicao de uma base velha para uma base nova sdo os vetores de
coordenadas da base velha em relacdo a base nova. -
UFPR UEPR
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Mudanca de bases

Ex.:

Considere as bases B={uj,us} e B' = {u’l,u’z} com
ur =(1,0),u2 =(0,1),u] = (1,1),uy =(2,1)

a) Encontre a matriz de transi¢do de B’ para B

b) Encontre a matriz de transi¢cdo de B para B’

|

c) Encontre [v]g sabendo que [v]g =
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Mudanca de bases
Ex.:

Considere as bases B ={uj,us} e B' = {u’l,u’z} com

ur =(1,0),u2 =(0,1),u] = (1,1),uy = (2,1)

R.: a) Base velha: B'={(1,1),(2,1)}. Base nova: B=1{(1,0),(0,1)}. Queremos escrever as
coordenadas dos vetores da base velha na base nova.

E facil vermos que e podemos escrever
u; =(1,1)=uy +uy 1 2
1=(L.1) wle=[;| e Wala=]
uy =(2,1) =2ug +up
Logo,
1 2
PR“B‘[1 J
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Mudanca de bases
Ex.:

Considere as bases B ={uj,us} e B' = {u’l,u’z} com

ur =(1,0),u2 =(0,1),u] = (1,1),uy = (2,1)

R.: b) Base velha: B=1{(1,0),(0,1)}. Base nova: B'={(1,1),(2,1)}. Queremos escrever as

coordenadas dos vetores da base velha na base nova.
e podemos escrever

Queremos
up = auj + bu, _ (1,0)=(-1)(1,1)+1(2,1) , 1 , 5
u = cuf + dul (0,1)=2(1,1) + (-1)(2,1) [wilg =] { e [uplg = _1]
Logo,
-1 2
Pe—p=1 —1]
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Mudanca de bases

Ex.:

Considere as bases B = {uy,up} e B' = {u],u,} com
u; = (1,0),UZ = (0, 1),u’1 = (1, 1),u’2 = (2, 1)
R.: c) Temos |[v]g = Pp—g[v]g € [v]lg = Pe—p/[v]g. Assim

Me=ly 1] [5]= [ Gl
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Mudanca de bases

Qual a relacdo entre Pg/_.g e Pg_p?
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Mudanca de bases

Teorema

Se P for a matriz de transicdo de uma base B’ para uma base B de um espaco vetorial V de
dimens3o finita, entdo P é invertivel e P~1 é a matriz de transicio de B para B'.
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Mudanca de bases

Teorema

Se P for a matriz de transicdo de uma base B’ para uma base B de um espaco vetorial V de
dimens3o finita, entdo P é invertivel e P~1 é a matriz de transicio de B para B'.

Um procedimento para calcular P de B para B’

Passo 1: Montamos a matriz (B’ | B]

Passo 2: Reduzimos essa matriz a forma escalonada reduzida, usando operacdes
elementares com as linhas.

Passo 3: A matriz resultante é [/ | P]
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Mudanca de bases

Teorema

Se P for a matriz de transicdo de uma base B’ para uma base B de um espaco vetorial V de
dimens3o finita, entdo P é invertivel e P~1 é a matriz de transicio de B para B'.

Um procedimento para calcular P de B para B’

Passo 1: Montamos a matriz (B’ | B]

Passo 2: Reduzimos essa matriz a forma escalonada reduzida, usando operacdes
elementares com as linhas.

Passo 3: A matriz resultante é [/ | P]

operacdes com linhas
——

[base nova | base velha] [l 1P]
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Mudanca de bases

Ex.:

Considere as bases B ={uj,us} e B’ = {u’l,u’z} com
u; =(1,0),uz = (0, 1),u’1 =(1, 1),u’2 =(2,1)

Usando o procedimento anterior:
a) Encontre a matriz de transi¢do de B’ para B

b) Encontre a matriz de transi¢cdo de B para B’
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Mudanca de bases

Ex.:

Considere as bases B ={uj,us} e B' = {u’l,u'z} com

ur =(1,0),u2 =(0,1),uj =(1,1),uy =(2,1)
Usando o procedimento anterior:
1 2]

R.: a) De B’ para B: [base nova | base velha] = [(1) (1) 11

Ja temos a identidade no primeiro bloco. Logo,

Pe-8=| 4

L 1]
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Mudanca de bases
Ex.:

Considere as bases B ={uj,us} e B' = {u’l,u’z} com

ur =(1,0),u2 =(0,1),u] = (1,1),uy = (2,1)

Usando o procedimento anterior:
R.: b) De B para B

1 2110 1 2,1 0
[base novalbasevelha]z[l 110 1]L2<—L2—L1:[0 -1|-1 1]L2‘—(_1)L2:
1 2/1 0 L1<—L1—2L2:[1 0] -1 2]
0 1|1 -1 011 -1|°

Temos a identidade no primeiro bloco. Logo,




Mudanca de bases

Transicdo para a base candnica

Teorema

Sejam B’ ={uq,uy,...,uy} uma base qualquer do espaco vetorial R" e S’ = {e1,e»,...,e,} a base
candnica de R". Se os vetores dessas bases forem escritos em formas de colunas, entdo

Pg_s=[u1 | uy | - | up]
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Bons Estudos!!!
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