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Espacos linha, coluna e nulo
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Espacos linha, coluna e nulo

Definicao

Para uma matriz mx n

a1l ar -t ain
ani an2 a2n
A=

dml dm2 ' dmn

oS vetores 0s vetores
r1=[a11 alp - aln] ail ai2 aln
azi a2 azn

rp=[a ax - a2 ci=| . |,e2=| . |,"",€Cn=

rmz[aml am2 amn] aml am?2 dmn

em R” s3o denominados vetores linha de A. em R™ s3o denominados vetores colunas de A.
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Espacos linha, coluna e nulo

Exemplo :
Seja

2 1 0
3 -1 4
Os vetores linha de A s3ao

rn=[2 10 e r=[3 -1 4

e os vetores coluna de A sao

ol

2 1
im [rcam|
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Espacos linha, coluna e nulo

Definicao

Dada uma matriz A, x, entao:
O subespaco de R gerado pelos vetores linha de A é chamado espaco linha de A;
O subespaco de R™ gerado pelos vetores linha de A é chamado espaco coluna de A;

O espaco solucdo do sistema homogéneo Ax =0, que é subespaco de R” é chamado
espaco nulo de A ou nucleo de A;
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Espacos linha, coluna e nulo

Definicao

Dada uma matriz A, x, entao:

O subespaco de R gerado pelos vetores linha de A é chamado espaco linha de A;
O subespaco de R™ gerado pelos vetores linha de A é chamado espaco coluna de A;

O espaco solucdo do sistema homogéneo Ax =0, que é subespaco de R” é chamado
espaco nulo de A ou nucleo de A;

Questoes:
e Quais as relacdes entre as solucdes do sistema Ax =b e esses espacos?

e Quais as relactes desses espacos entre si?
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Espacos linha, coluna e nulo

Quais as relagdes entre as solu¢des do sistema Ax=Db e esses espacos?

Sendo ¢y, €y, ..., €, 0s vetores coluna de A do sistema Ax=b. Podemos escrever
Ax = X1€C1 +X2€C2 + ... + XpCp
e reescrevemos o sistema como

X1C1 + X2C2 + ... + XpCpn = b.
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Espacos linha, coluna e nulo

Quais as relagdes entre as solucdes do sistema Ax =b e esses espacos?

Sendo ¢y, €y, ..., €, 0s vetores coluna de A do sistema Ax=b. Podemos escrever
Ax = X1€C1 +X2€C2 + ... + XpCp

e reescrevemos o sistema como
X1C1 + X2C2 + ... + XpCpn = b.

Com isso temos que

Teorema

Um sistema Ax =b é consistente se, e sé se, b estd no espaco coluna de A.
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Espacos linha, coluna e nulo

Quais as relagdes desses espacos entre si?

Teorema

As operacoes elementares com linhas:
nao alteram o espaco nulo de uma matriz;
nao alteram o espaco linha de uma matriz;

alteram o espaco coluna de uma matriz.
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Espacos linha, coluna e nulo

Quais as relacdes desses espacos entre si?

Exemplo :

Encontrar uma base do espaco nulo da matriz

13 -2 0 2 O
A 2 6 -5 -2 4 -3
0 0 5 10 0 15
2 6 0 8 4 18
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Espacos linha, coluna e nulo

Quais as relacdes desses espacos entre si?

Exemplo :
1 3 2 0 2 0 1 3 -2 0 2 0|ly—Li+2L, |1 3 0 4 2 6|L;—Li—-6ly
2 6 =5 =2 4 =G|lheix=2 @ @ =1 =2 0 =8| h=-iy 0 0 1 2 0 3|Ly—Ly-3L4
00 5 10 0 15 0 0 5 10 0 15|l3—L3-5[, [0 O 0O 0 0 O
2 6 0 8 4 18|Ly—L4-2L; [0 O 4 8 0 18|Ls—Ls—4Ly [0 O O 0 O 6| Li—Ls/6
1 3 0 4 2 0 X1 +3x2 +4x4 +2x5 =0 X1 = —3x0 —4xa —2x5
00 1 2 0 0

= X3 +2x4 =0 = {x3=-2x
00 0 0 0 O
000 0 0 0 1 X6 =0 % =0

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul



Espacos linha, coluna e nulo

Quais as relacdes desses espacos entre si?

Exemplo :
~3] [-4] [-2
1 0 0
0 =2 0
SEV Lot | o]
0 0 1
[ 0] LOf [O]
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Espacos linha, coluna e nulo

Base dos espacos

Teorema

Se uma matriz R estd em forma escalonada reduzida por linhas:

os vetores linhas com os pivés (ou seja, os vetores com linhas ndo nulas) formam uma
base do espaco linha de R,

os vetores coluna com os pivos vetores linha formam uma base do espaco coluna de R.
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Espacos linha, coluna e nulo

Base dos espacos

Exemplo :
1 -2 50 3
. 0 1 3 00 [ . .
A matriz A= 00 010 estd reduzida. Logo, tem como base do espaco linha
0 0 00O

rn=[1 -2 5 0 3/,rp=[0 1 3 0 0]ers=[0 0 0 1 0]

e base do espaco coluna

1 0
0 1 0
C1=1g[:€2= ] o [T |1
0 0




Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Exemplo :

Encontrar base do espaco linha de

1 -3 4 -2 5 4
a2 609 -1 8 2
"2 -6 9 -1 9 7

-1 3 -4 2 -5 -4
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Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Exemplo :

Escalonando
1 -3 4 -2 5 4 1 -3 4 -2 5 4 1 -3 4 -2 5 4
2 -6 9 -1 8 2 [Lyp—Ly-2Ly 0 0 1 3 -2 -6 0 0 1 3 -2 -6

2 6 9 -1 9 7|lz—1L3-2L;7 |0 0O 1 3 -1 -1|lz3—Il3-L, [0 0O 0O 0O 1 5
-1 3 -4 2 -5 —4|ly—l4+l;y [0 0O O 0O 0O 0O o 0 0 0 0 0
Como as operagdes em linha n3o alteram o espaco linha, temos que

rn=[1 -3 4 -2 5 4,p=[0 0 1 3 -2 —6ler3=[0 0 0 0 1 5]

formam uma base para o espaco linha.
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Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Mas, e o espaco coluna?
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Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Mas, e o espaco coluna?

As operagdes em linhas alteram o espago coluna, mas ndo alteram a relacdo LI/LD entre as
colunas!
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Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Mas, e o espaco coluna?

As operagdes em linhas alteram o espago coluna, mas ndo alteram a relacdo LI/LD entre as
colunas!

Teorema

Sejam A e B equivalentes por linhas.
a) Um conjunto qualquer de vetores colunas de A é LI se, e s6 se, o conjunto de vetores coluna
correspondente em B é LI.
b) Um conjunto qualquer de vetores colunas de A forma uma base do espago coluna de A se, e
s6 se, o conjunto de vetores coluna correspondente em B forma uma base do espaco coluna
de B.
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Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Exemplo :

Encontrar base do espaco coluna de

1 -3 4 -2 5 4
a2 609 -1 8 2
"2 -6 9 -1 9 7

-1 3 -4 2 -5 -4
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Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Exemplo :
1 -3 4 -2 5 4 1 34 -2 5 4
2 6 9 -1 8 2 0 0 1 3 -2 -6
Escalonando A=, o o _; o ,|tmosR=1, o 4 o 1 5
103 -4 2 5 -4 0000 0 O

2

As colunas 1, 3 e 5 de R contém os pivos dos vetores linhas. Entdo, suas correspondentes em A

[l

formam uma base para o espaco coluna de A.

[y
(6]

N
~ © © &

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 1,



Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Assim, temos um procedimento para encontrar bases em um espaco gerado por vetores em R”
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Espacos linha, coluna e nulo

Encontrando bases

Assim, temos um procedimento para encontrar bases em um espaco gerado por vetores em R”

Base para o espago gerado por S: ger(S)

Passo 1. Formamos a matriz A com os vetores em S ={vy, vy, ..., Vx} como vetores coluna.
Passo 2. Reduzimos a matriz A a uma forma escalonada reduzida por linhas R.
Passo 3. Denotamos os vetores coluna de R por wy, wy, ..., Wk.

Passo 4. Identificamos as colunas de R com os pivos. Os vetores coluna de A correspondentes
formam uma base de ger(S).
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Posto e Nulidade
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Posto e Nulidade

Teorema

Os espacos linha e coluna de uma matriz tem uma mesmam dimens3o!
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Posto e Nulidade

Teorema

Os espacos linha e coluna de uma matriz tem uma mesmam dimens3o!

Definicao

Chamamos:

Posto de A: A dimensdo do espaco linha de A (que coincide com a dimens3o do espaco
coluna). Notagdo pos(A)

Nulidade de A: A dimens3o do espago nulo de A. Notagdo nul(A)
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Posto e Nulidade

Exemplo :

Encontrar posto e nulidade de

1 -2 0 -4 -5 3
3 -72 0 1 4
A=lo 52 4 6 1
4 -9 2 -4 -4 7
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Posto e Nulidade

Exemplo :

Escalonando

1 2 0 -4 -5 3 1 -2 -4 -5 3|Lj—L3-2l, |1 0 -4 -28 -37 13

12 16 -5| Lr—-Lp o 1 -2 -12 -16 5|

3 -7 2 0 1 4|ly—1I,-31; [0 -1

12 16 -5|l3—1I3-Ly [0 O 0O 0 0 o

NN O

2 -5 2 4 6 1|lz—I3-2L; [0 -1
4 -9 2 -4 -4 T|lpg—ls-4L; |0 -1 2 12 16 -5|Lls—Ls—Ly |0 O O 0 0 o0
O posto é a dimens3o do espaco linha. No caso, pos(A) =2.
Ja a nulidade depende da solucao de
X1 —4x3 —28x4 —37X5 + 13X6 =0 x1 =4x3+28x4 +37x5 —13x5
Xp—2x3—12x4 —16x5+ 5x6 =0 - Xo =2x3+ 12x4 + 16x5 — 5xg
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Posto e Nulidade

Exemplo :
'4X3+28X4+37X5—13X6- [4] 28 [37] -13
2x3+12x4 4+ 16x5 — bxp 2 12 16 -5
S= s =1 Ui | 9o |8 45| © ’
- x4 Yol T | T 0| T o | [
X5 0 0 1 0
X6 0] [ 0] [ 0] [ 1]
nul(A) =4.
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Posto e Nulidade

Relag¢Ges entre posto e nulidade

Valor méximo do posto

Para uma matriz Amx, 0 maior valor possivel de posto serd min(m, n). Ou ainda

pos(A) < min(m, n)
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Posto e Nulidade

Relag¢Ges entre posto e nulidade

Valor méximo do posto

Para uma matriz Amx, 0 maior valor possivel de posto serd min(m, n). Ou ainda

pos(A) < min(m, n)

Teorema

Para uma matriz Apx, temos pos(A) + nul(A)=n
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Posto e Nulidade

Relag¢Ges entre posto e nulidade

Valor méximo do posto

Para uma matriz Amx, 0 maior valor possivel de posto serd min(m, n). Ou ainda

pos(A) < min(m, n)

Teorema
Para uma matriz Apx, temos pos(A) + nul(A)=n

Teorema
Para uma matriz Amxn
a) pos(A) = nimero de variaveis lideres na solugdo geral de Ax=0

b) nul(A) = nimero de pardmetros na solugdo geral de Ax=0
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Teorema das Afirmacoes Equivalentes

Se A for uma matriz quadrada nx n, ent3o as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) A é invertivel.

b)

c) A forma escalonada reduzida por linhas de A é /.
d

e) Ax=b é consistente com cada matriz bp;.

—

Ax =0 tem apenas a solucdo trivial.

—_ o~

A pode ser expressa como produto de matrizes elementares.

—_

f) Ax=b tem exatamente uma solu¢do para cada bj.1.
g) det(A) #0.

(h) Os vetores coluna de A sdo LI.

(i) Os vetores linha de A sdo LI.

—~

(j) Os vetores coluna de A geram R".
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Teorema das Afirmagdes Equivalentes

(k) Os vetores linha de A geram R".

(I) Os vetores coluna de A formam uma base de R".

)
)
(m) Os vetores linha de A formam uma base de R".
(n) A tem posto n.

)

(o) A tem nulidade 0.
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Espacos fundamentais de uma matriz
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Espacos fundamentais de uma matriz

Espacos fundamentais

o O espaco linha de A

e O espaco coluna de A
e O espaco nulo de A

e O espaco linha de AT
e O espaco coluna de AT
e O espaco nulo de AT

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 1921



Espacos fundamentais de uma matriz

Espacos fundamentais

o O espaco linha de A

e O espaco coluna de A

e O espaco nulo de A

+—O-espace-tinha-de AL = espaco coluna de A
+—O-espaco—coluna-de AL = espaco linha de A

e O espaco nulo de AT
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Espacos fundamentais de uma matriz

Dimensos de Espacos fundamentais

Se pos(A) =r, entdo
e dim(lin(A)) =
e dim(col(A ))

o ul(A)=n-r

S

(
o nul(AT)=m-—r
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Bons Estudos!!!
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