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Produtos Internos
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Produtos Internos

Definicao

J4 vimos um produto interno entre vetores, o produto escalar. Agora veremos caracteristicas de
distintas operacoes que podem ser classificadas como produtos internos, generalizando o produto
interno para distintos espacos.
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Produtos Internos

Definicao

J4 vimos um produto interno entre vetores, o produto escalar. Agora veremos caracteristicas de
distintas operacoes que podem ser classificadas como produtos internos, generalizando o produto
interno para distintos espacos.

Definicao
Um produto interno num espaco vetorial real V' é uma fung¢do que associa um nimero real

(u,v) a cada par de vetores em V de tal maneira que sdo atendidos os seguintes axiomas, com
quaisquer u, v e w de V e a escalar:

1) (u,v) =(v,u) Axioma de Simetria

2) (u+v,w) = (u,w)+(v,w) Axioma de Aditividade

3) (au,v) = au,v) Axioma de Homogeneidade
4) (v,v)=0e(v,v)=0ov=0 Axioma de Positividade

Um espaco vetorial real com produto interno é chamado espaco com produto interno real.
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Produtos Internos
Definicao

Exemplo :
O produto escalar
(U,v) =u-v=uivi+Upvo+---UpVp
atende aos quatro axiomas.
Este produto costuma ser denominado produto interno euclidiano ou produto interno
canodnico em R".
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Produtos Internos

Norma

Os produtos internos permitem a definicio de normas.

Definicao

Se V for um espago com produto interno real, entdo a norma (ou comprimento) de um vetor v

em V é definida por
vl = v/<v,v)

e a distancia entre dois vetores é denotada por d(u,v) é definida por

d(u,v) =lu—vll=v{u-v,u-v).

Dizemos que um vetor de norma 1 é um vetor unitario.
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Produtos Internos

Norma

Teorema

Se u e v forem vetores em um espaco com produto interno real V' e k um escalar, entdo
a) lvi[=z0ellvl=0&v=0
b) kvl = Ikl|lvl|

c) d(u,v)=d(v,u)

d) d(u,v)=0e d(u,v)=0u=v
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Produtos Internos

Ponderac¢do
Existem situacoes em que podemos incluir pesos para cada termo no produto interno euclidiano.

Produto interno euclidiano ponderado

Se wi,ws,...,w, forem nimeros reais positivos denominados pesos com u e v forem vetores em
R", a férmula

(U,V),, = WiULV] + Wolip Vo + ... + WplpVp

define um produto interno ponderado.

Universidade Federal do Parané - Campus Jandaia do Sul ¢/



Produtos Internos
Ponderac¢do
Existem situacoes em que podemos incluir pesos para cada termo no produto interno euclidiano.

Produto interno euclidiano ponderado

Se wi,ws,...,w, forem nimeros reais positivos denominados pesos com u e v forem vetores em
R" a férmula

(U,V),, = WiULV] + Wolip Vo + ... + WplpVp

define um produto interno ponderado.

Exemplo :

Sendo u=(uy,u2) e v=(vi,w), verificar que
<U,V>W =3u1vi +2uo v

€ um produto interno.
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Produtos Internos

Ponderac¢do

Exemplo :
R.:

1) (v,u),, =3viug +2voup =3upvy +2upvo = (u, V),
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Produtos Internos

Ponderac¢do

Exemplo :
R.:
1) (v,u),, =3viug +2voup =3upvy +2upvo = (u, V),

2) (u+v,2z), =3(u1+v1)z1+2(u2 + v2)zp =3u1z1 +3v1 21 + 2Up20 + 2020 =
3urz1 +2upz0 +3viz1 + 2w 20 = (u,z)W + (V,Z)W
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Produtos Internos

Ponderac¢do

Exemplo :
R.:
1) (v,u),, =3viug +2voup =3upvy +2upvo = (u, V),

2) (u+v,2z), =3(u1+v1)z1+2(u2 + v2)zp =3u1z1 +3v1 21 + 2Up20 + 2020 =
3urz1 +2upz0 +3viz1 + 2w 20 = (u,z)W + (V,Z)W

3) (au,v),, =3(au1)vi +2(aw)ve = a(3urvi +2urvr) = alu,v),,
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Produtos Internos

Ponderac¢do

Exemplo :
R.:
1) (v,u),, =3viug +2voup =3upvy +2upvo = (u, V),

2) (u+v,2z), =3(u1+v1)z1+2(u2 + v2)zp =3u1z1 +3v1 21 + 2Up20 + 2020 =
3urz1 +2upz0 +3viz1 + 2w 20 = (u,z)W + (V,Z)W

3) (au,v),, =3(au1)vi +2(aw)ve = a(3urvi +2urvr) = alu,v),,
4) (v, W)y, =3v2+2v3=0e (v,v), =031 +2vi =03 =-2vi o v =1=0ov=0
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Produtos Internos

Ponderac¢do

Importante:

Como a norma é definida por produto interno, se usarmos um produto interno ponderado, a
norma também é afetada por esse produto interno.
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Produtos Internos

Produto interno Matricial

Produto interno em R” gerado por A

Sendo A nx n invertivel, u e v vetores de R" em forma de coluna, a operacio

(u,v) 5 = Au- Av

define um produto interno em R" gerado por A.
Como o produto u-v, sendo u e v colunas significa u-v=u’v, podemos reescrever

(u,v) 4 = Au-Av = (Au) Tav=uTAT Av
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Produtos Internos

Produto interno Matricial

Exemplo :

Avalie o produto gerado pela matriz A=

v 7]
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Produtos Internos

Produto interno Matricial

Exemplo :
: : V3 0

Avalie o produto gerado pela matriz A= 0 \/5]

v3 0][vV3 O 30
. TAaA_ — — —
R.: Calculando A" A= o vallo \/ﬁ] = [O 2]. Dados u = (u1,u2) e v=(v1,v2), temos
3 0] v

UTATAV = [ul U2] 0 2 V; =3u1vi+2u v

o produto interno ponderado que vimos anteriormente.
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Produtos Internos

Produto interno Matricial

Exemplo :

Se U e V forem matrizes nx n a férmula (U, V) = tr(U" V) define um produto interno no espaco

vetorial de matrizes M,,,.

u u Vv V:
Por exemplo, tomando U = Lo ="t 2| temos
Uy V3
UTV— up uz| vy Vvof |uUivi+tuzvy Uujvp+uzva
a up ug| vz va a Upvy + Ugv3y UV + U4V

tr(UTV) =U1v1+U3V3+ UoVo + LgVa
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Produtos Internos

Produto interno em outros espacos

Exemplo :

Para o espaco de polindmios, sendo
p=ag+aix+--+apx" e q=bg+bix+---+bpx"
o produto interno candnico desse espaco é

(p,q) =aobo +aib1 +---+anby
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Produtos Internos

Produto interno em outros espacos

Exemplo :

Para o espaco de fung¢des continuas no intervalo [a, b], sendo f =f(x) e g =g(x) podemos definir

€= [ (8000

b
||f||=\/<f,f>:\/f e

Nesse caso,
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Produtos Internos
Propriedades

Teorema

Se u, v e w forem vetores em um espaco com produto interno real V e k escalar, entdo

a) (0,v)=(v,0)=0

b) (u,v+w)=(u,v)+(u,w)
c) (u,v—w) = (u,v)—(u,w)
d) (u—v,w) = (u,w)—(v,w)
e) k{u,v)=(u,kv)
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Angulos e Ortogonalidade
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Angulos e Ortogonalidade
Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Vimos, entre vetores de R” que o dangulo 8 formado entre eles pode ser expresso por

u-v
0 = arccos| ———
[ull [Iv]]

A validade dessa férmula vem da desigualdade abaixo

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Se u e v forem vetores em um espago com produto interno real V, entdo

Ku,v)| < [lullflv]]
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Angulos e Ortogonalidade
Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Usando as definicoes de produto interno e norma para um espaco vetorial com produto interno, a
desiguldade é valida e podemos definir

Definicao
Sendo u e v vetores de um espaco vetorial com produto interno V, o dngulo (em radianos) entre
u e v é dado por

(u,v) )

9:arccos(—
[ull v
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Angulos e Ortogonalidade
Propriedades

Teorema

Se u, v e w forem vetores em um espaco com produto interno real, entdo
a) llu+vll <[lull+|lv|| (Desigualdade triangular de vetores)
b) d(u,v) =< d(u,w)+d(w,v) (Desigualdade triangular de distancais)
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Angulos e Ortogonalidade
Ortogonalidade

Definicao

Dizemos que dois vetores u e v de um espaco com produto interno sdo ortogonais se (u,v) =0

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 17/«



Angulos e Ortogonalidade

Ortogonalidade

Definicao

Dizemos que dois vetores u e v de um espaco com produto interno sio ortogonais se (u,v) =0

Importante:

A ortogonalidade depende do produto interno que estd sendo utilizado!
Sendo u=(1,1) e v=(1,-1), para o produto interno candnico,

uvy=1-1+1-(-1)=1-1=0
Porém, com o produto ponderado (u,v),, =3uivi +2upvo eles ndo sdo, pois

W), =3-1-142.1-(-1)=3-2=1#0
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Angulos e Ortogonalidade

Ortogonalidade

Exemplo :

el 3

g A . 1
Verificar o angulo entre as matrizes U = [1 1 0 0
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Angulos e Ortogonalidade

Ortogonalidade

Exemplo :
o o . {10 [0 2
Verificar o angulo entre as matrizes U = [1 1l € V = [O O]'
R.: Usamos (U, V) =tr(UT V). UTV = [(1) H 8 (2)] = [8 g . Logo tr(UTV)=0+0=0. As

matrizes sao ortogonais.
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Angulos e Ortogonalidade
Ortogonalidade

Teorema de Pitagoras Generalizado

Se u e v forem vetores ortogonais em um espaco com produto interno, entdo

2 2 2
lu+v][= = lul[* +lvl|
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Angulos e Ortogonalidade

Complemento Ortogonal

Definicao

Se W for um subespago de um espaco com produto interno V/, entdo o conjunto de todos os
vetores de V ortogonais a cada vetor de W é denominado complemento ortogonal de W e

denotado por W+
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Angulos e Ortogonalidade

Complemento Ortogonal

Se W for um subespago de um espaco com produto interno V/, entdo o conjunto de todos os

vetores de V ortogonais a cada vetor de W é denominado complemento ortogonal de W e
denotado por W+

Teorema

Se W um subespaco de um espaco com produto interno V/, entdo

a) W+ também é um subespaco de V.
b) O dnico vetor comum a W e W+ é0, ou seja Wn W+ =0.

c) O complemento ortogonal de W™ é W.
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Angulos e Ortogonalidade

Complemento Ortogonal

Alguns espacos que sdo complementos ortogonais

Se A for uma matriz mx n
a) O espago nulo de A e o espa¢o linha de A sdo complementos ortogonais em R”

b) O espaco nulo de AT e o espaco coluna de A sio complementos ortogonais em R™
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Angulos e Ortogonalidade

Complemento Ortogonal

Exemplo :

Encontrar uma base do complemento ortogonal do espaco W gerado pelos vetores

wy =(1,3,-2,0,2,0) wy =(2,6,-5,-2,4,-3)
w3 = (0,0,5,10,0,15) ws =(2,6,0,8,4,18)
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Angulos e Ortogonalidade

Complemento Ortogonal

Exemplo :

1 3 -2 0 2 0

6 -5 -2 4 -3
0 0 5 10 0 15
2 6 0 8 4 18
complemento ortogonal desse espaco linha, buscamos Ax 0. Escalonando,

R.: O espaco W é o espaco linha da matriz . Como o espac¢o nulo de A é

n 3 -2 0 2 0 2 01Lp—Li+2L
2 6 -5 -2 4 -3|lp—Lp-2ly_ —1 —2 0 -3| Ly—-Lp _
00 5 10 0 15 5 10 0 15|Lz—L3-5Ly
2 6 0 8 4 18|lg—L4-2L4 8 0 18]|Lg—Ls—4Ly
1 3 0 4 2 6)Li—L1-6Ls |1 3 0 4 2 0 x1+3x)  +4xa+2x5 =
0 0120 3/la=L2-3L4_f0 0 1 2 0 0f _ o o
0000O0O “lo 0o 0o 0o 0 of e e
0000 0 6] [k 0000O0 1 X6 =0
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Angulos e Ortogonalidade

Complemento Ortogonal

Exemplo :
1 3 -2 0 2 0
R.: O espaco W é o espaco linha da matriz 2 S 2 4 -3 Como o espaco nulo de A é
o 0 0 5 10 0 15]°
2 6 0 8 4 18

complemento ortogonal desse espaco linha, buscamos Ax=0. Tiramos disso que

—3x9 —4x4 — 2x5 =3 =2
X2 1 0
_ -2xy4 _ 0 0
55 X4 - 0 1 0
X5 0 0 1
0 0 0 0
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Teorema das Afirmacoes Equivalentes

Se A for uma matriz quadrada nx n, ent3o as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) A é invertivel.

b)

c) A forma escalonada reduzida por linhas de A é /.
d

e) Ax=b é consistente com cada matriz bp;.

—

Ax =0 tem apenas a solucdo trivial.

—_ o~

A pode ser expressa como produto de matrizes elementares.

—_

f) Ax=b tem exatamente uma solu¢do para cada bj.1.
g) det(A) #0.

(h) Os vetores coluna de A sdo LI.

(i) Os vetores linha de A sdo LI.

—~

(j) Os vetores coluna de A geram R".
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Teorema das Afirmagdes Equivalentes

(k) Os vetores linha de A geram R".
(I) Os vetores coluna de A formam uma base de R”.

(m) Os vetores linha de A formam uma base de R".

(o) A tem nulidade 0.
(p
(

A =0 n3o é um autovalor de A.

q
(r) O complemento ortogonal do espaco linha de A é 0.

)
)
)
(n) A tem posto n.
)
)
) O complemento ortogonal do espago nulo de A é R".
)
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Conjuntos Ortonormais
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Conjuntos Ortonormais

Definicao
Dizemos que um conjunto de dois ou mais vetores num espaco com produto interno real é

ortogonal se quaisquer dois vetores distintos do conjunto forem ortogonais.
Se cada vetor desse conjunto tiver norma 1, ele é dito ortonormal.
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Conjuntos Ortonormais

Definicao
Dizemos que um conjunto de dois ou mais vetores num espaco com produto interno real é

ortogonal se quaisquer dois vetores distintos do conjunto forem ortogonais.
Se cada vetor desse conjunto tiver norma 1, ele é dito ortonormal.

Exemplo :
0 1 1

Com o produto interno euclidiano de B3, u; = |1, up = [0] euz=| 0 | temos que
0 1 -1

S ={ug,uz,u3}

€ um conjunto ortogonal.
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Conjuntos Ortonormais X

Ao multiplicar um vetor v por — Tk obtemos um vetor unitdrio. Esse processo é denominado

normalizacdao de um vetor. Assim, um conjunto ortogonal pode ser convertido em ortonormal!

Exemplo :

Como [|lull =1, [lug]| = V2 e [luzl| = V2 podemos normalizar S.

0
vy = ! u;=|1
llusll™ o
1 1 L %
vy = up=—10|=10
2™ gl 27 V2 1] 3
2
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Conjuntos Ortonormais

Teorema

Se S ={v1,Vv2,...vy} for um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos em um espaco vetorial com
produto interno, entdo S é LI.
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Conjuntos Ortonormais

Teorema

Se S ={v1,Vy,...vy} for um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos em um espaco vetorial com
produto interno, entdo S é LI.

Com esse resultado, temos que um conjunto ortonormal de k vetores em um espaco V é base de
um subespaco de V' com dimens3o k.

Exemplo :
1 1
01 (2| | 2
O conjunto S=< 1],/ 0],] O é uma base ortonormal de R3.
1 1
OF 1351 1735
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Conjuntos Ortonormais

Por formar uma base, podemos estabelecer coordenadas de um vetor u em relacdo a
S ={vq,vp,...vp}.

Teorema

a) Se S={vy,v2,...vy} for uma base ortogonal de um espago com produto interno V' e u um
vetor qualquer de V/, entdo

<u’V1>V <u1V2> (usvl’l>v
= 1 27T n
lIvyll? llvall? lIvall?

b) Se S ={vy,va,...vy} for uma base ortonormal de um espaco com produto interno V e u um
vetor qualquer de V/, entdo

u=(u,vi)Vvy+U,v) v+ +{U,Vp) Vy
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Conjuntos Ortonormais

Exemplo :

Escrever as coordenadas de u=(1,1,1) em relagdo & base S=(0,1,0),(-%,0,2),(2,0,2)]

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 24



Conjuntos Ortonormais

Exemplo :
Escrever as coordenadas de u=(1,1,1) em relagdo a base S=[(0,1,0), (—%,0, %) Al %)]
R.: Fazendo os produtos internos:

(u,v1)=1-0+1-1+1.0=1

4 3
<U,V2>:1'(?)+1‘0+1'g
E
5

3 4
w3)=1--+1.0+1-—-=
(u V3) 5 5

Portanto
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Conjuntos Ortonormais
Teorema da Projecdo

Teorema da Projecdo

Se W for um subespaco de dimens3o finita de em espaco com produto interno V/, entdo, cada
vetor u de V pode ser expresso de maneira tinica como

u=wj+wp

em que wy é um vetor em W e wp é um vetor em W+,

Esses vetores sao chamados de projecao ortogonal de u em W e projecao ortogonal de u em
W+ e costumam ser denotados por

W1 =projyyu € Wy =projyLu
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Conjuntos Ortonormais

Teorema da Projecdo

Teorema

Seja W um subespaco de dimens3o finita de em espaco com produto interno V

a) Se S={vy,va,...vy} for uma base ortogonal de W e u um vetor qualquer, entdo

o <usv1> <U,V2> <uyVn>
projyy u = 5 V1 5 B arFcce 2Vn
vl [Ivall [Ivnll

b) Se S ={vy,v2,...vy} for uma base ortonormal de W e u um vetor qualquer, entdo
Projyy U = {u,v1) vy +{U,va) va + -+ + (U, Vp) vy

Ou seja, escrever u em coordenadas da base S é encontrar a projecdo ortogonal de u em W,
espaco para o qual S é base.
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Processo de Gram-Schmidt
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Processo de Gram-Schmidt

Teorema

Cada espaco vetorial ndo nulo de dimensdo finita tem alguma base ortonormal. O algoritmo para
encontrar essa base é chamado de Processo de Gram-Schmidt.
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Processo de Gram-Schmidt

Teorema

Cada espaco vetorial ndo nulo de dimensdo finita tem alguma base ortonormal. O algoritmo para
encontrar essa base é chamado de Processo de Gram-Schmidt.

Seja S ={uy,uy,...,u,} uma base de um espaco W. A partir desta base, vamos produzir uma base
B ={v1,v2,...,v,} ortogonal (que, para se tornar ortonormal depois, basta normalizar os vetores).
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Gram-Schmidt

Passo 1: Tomamos vq =uj.
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Gram-Schmidt

Passo 1: Tomamos vq =uj.

Passo 2: O vetor vy serd a componente de up ortogonal ao espago Wp gerado por vy.

<UZ,V1>
2
(vl

V2 = U —projy, ug =up — v
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Gram-Schmidt

Passo 1: Tomamos vq =uj.

Passo 2: O vetor vy serd a componente de up ortogonal ao espago Wp gerado por vy.

<u2!vl>v

V2 = U —projy, ug =up — 5
[Iva ]
Passo 3: O vetor v3 serd a componente de ug ortogonal ao espaco W5 gerado por vy e vjp.

~ <U3,V1>vl_ (u3,v2)
[Ivall? [Iva?

V3 = U3 — projyy, u3 = u3
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Gram-Schmidt

Passo 1: Tomamos vq =uj.

Passo 2: O vetor vy serd a componente de up ortogonal ao espago Wp gerado por vy.

(U2,V12>v
[[va]]

Passo 3: O vetor v3 serd a componente de ug ortogonal ao espaco W5 gerado por vy e vjp.

V2 =Up —projyy, up =up -

~ <U3,V1>vl_ (u3,v2)
[Ivall? [Iva?

Préximos passos: O vetor vy serd a componente de uy ortogonal ao espaco W)._1 gerado pelos vetores ja obtidos.

V3 = U3 — projyy, u3 = u3

_{uevn) o (ueve) o (oo vie1)

1 2 k-1
Vi V2 Vk-1
[lval > ivall® [[vic-1]?

Vk = Uk
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Processo de Gram-Schmidt
Note-se que, se a cada passo o vetor for normalizado, jd obtemos uma base ortonormal e
simplificamos um pouco as férmulas.

Processo de Gram-Schmidt com nromalizacdo

Passo 1: Tomamos vy = ” ||

Passo 2: O vetor v serd a componente de up ortogonal ao espago W; gerado por vj.

V2 = up — projyy, up = up —(up,vy)vy. Normalize vj.

Passo 3: O vetor v serd a componente de uz ortogonal ao espago W, gerado por vy e vjp.

V3 = u3 — projy, uz = uz — (uz,vy) vy —(uz,va)vo. Normalize v3.

Préximos passos: O vetor vy serd a componente de u ortogonal ao espago W)_1 gerado pelos vetores ja obtidos.

Vi = ug — (ug, vy )vy — (ug,va)vp — - — {ug,vik_1)Vk_1. Normalize v.

O conjunto B ={vq,vs,...,vr} é uma base ortonormal de W.
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Processo de Gram-Schmidt

Exemplo :
Aplicar o processo de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal a partir de

ulz(l,l,l), UQZ(O,I,I), U3=(0,0,1)
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Processo de Gram-Schmidt

Exemplo :

Aplicar o processo de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal a partir de

ulz(l,l,l), u2:(0,1,1), U3=(0,0,1)
R.: Vamos fazer a normalizagdo dentro dos passos.

Passo 1: vy = up = (1,1,1)= \/§,\/§,\/§ .
Jual] © V12112412 (¢¢.5)

Passo 2: vy =up—(up,vq)vy :(0’1’1)_<(0’1’1)’(\/T§’\/T§’\/T§)>(\/T§’\/T§’\/T§)
=(0,1,1) - % (‘/Tg,‘/?g,‘/?g) = (0,1,1)—[%,%, %) = (—%, %,%) Normalizando vy = (—‘/?6, ‘/Té, ‘/Té)

Passo 3: v3 =u3—(u3,vy)vy —(usz,vo)vy
<00 (000) (.8 FJ(54.6)- (oo .4 F)(-5.6.9

EEERES AR 3°6°'6 3°6°6
0.0~ F (£ 5. 5)- £ (-FE.F) =000 (3.1.3)- (3.2 3)=o-1.3)
Normalizando v3 = [0,—%,?]
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Decomposicao QR
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Decomposicao QR

Problema

Se A for uma matriz nx n com vetores colunas LI e @ matriz formada pelo resultado da aplicacio
de Gram-Schmidt nas colunas de A. Ha alguma relacdo entre A e Q7
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Decomposicao QR

Problema
Se A for uma matriz nx n com vetores colunas LI e @ matriz formada pelo resultado da aplicacio
de Gram-Schmidt nas colunas de A. Ha alguma relacdo entre A e Q7

Sejam A=[u; uz .. upJe@Q=[g1 g2 .. qn]. Podemos escrever os vetores ux como
combinac3o dos vetores de Q.

u1 ={u1,q1)q1 +{u1,q2) g2 + -+ +{U1,qn) dn
uz =(u2,q1)q1 +{u2,q2) g2 + -+ +{U2,qn) dn

up ={Un,q1) g1 +{Un,q2) g2 + -+ + {Un,qn) dn
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Decomposicao QR

Problema
Se A for uma matriz nx n com vetores colunas LI e @ matriz formada pelo resultado da aplicacio
de Gram-Schmidt nas colunas de A. Ha alguma relacdo entre A e Q7

Sejam A={u; uz .. usJe@=[q1 g2 .. dn|. Estas equagcdes podem ser reescritas
matricialmente
(ug,q1) (u2,q1) -+ (un,qp)
<u15q2> <u2aq2> (UmQ2>
[uu w2 ... u=[a1 g2 .. 4 : : . :
A © (U1,Gn)  (U2,0n) == (Un,Qn)
R
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Decomposicao QR

Problema
Se A for uma matriz nx n com vetores colunas LI e @ matriz formada pelo resultado da aplicacio
de Gram-Schmidt nas colunas de A. Ha alguma relacdo entre A e Q7

Sejam A=[u; uz .. usJe@=[qr g2 .. dn]. Pelo préprio processo de
Gram-Schmidt, o vetor q; para j =2 é ortogonal a todos os vetores u; com / <j. Logo, todas as
entradas abaixo da diagonal de R s3o nulas.

(u1,q1) (u2,q1) - (unp,qp)
0 (u2,92) -+ (un,q2)
0 0 <Un,Qn>
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Decomposicdo QR

Teorema

Se A é uma matriz mx n com vetores coluna linearmente independentes, entdo A pode ser
fatorada como

A=QR

onde @ é uma matriz mx n com vetores coluna ortonormais e R é uma matriz n x n triangular
superior invertivel.
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Decomposicdo QR

Teorema

Se A é uma matriz mx n com vetores coluna linearmente independentes, entdo A pode ser
fatorada como
A=QR

onde @ é uma matriz mx n com vetores coluna ortonormais e R é uma matriz n x n triangular
superior invertivel.

Teorema

Uma matriz @ m x n formada por colunas ortonormais, temos que QRT=1,eQTQ=1,.
Se for quadrada sera invertivel e serd dita matriz ortogonal pois Q1 =Q7.
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Decomposicao QR

Exemplo :
1 00
Encontrar a decomposicdode (1 1 0
111
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Decomposicao QR

Exemplo :
1 00
Encontrar a decomposicdo de |1 1 0| R.: Ja fizemos a base ortonormal gerada das colunas de A,
1 11
V3 6 2V3 V3
3 —3 O (ui,q1) (u2,q1) <U3 a1) A
obtendo Q = \/Tg \/Té _\/TE . Da férmula de R= 0 (ug,q2) (uz,q2)| = % \/Té
V3 V6 V2 0 0 (u3,a3) 0 V2
3 6 4 q
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Teorema das Afirmacoes Equivalentes

Se A for uma matriz quadrada nx n, ent3o as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) A é invertivel.

b)

c) A forma escalonada reduzida por linhas de A é /.
d

e) Ax=b é consistente com cada matriz bp;.

—

Ax =0 tem apenas a solucdo trivial.

—_ o~

A pode ser expressa como produto de matrizes elementares.

—_

f) Ax=b tem exatamente uma solu¢do para cada bj.1.
g) det(A) #0.

(h) Os vetores coluna de A sdo LI.

(i) Os vetores linha de A sdo LI.

—~

(j) Os vetores coluna de A geram R".
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Teorema das Afirmacoes Equivalentes

(k) Os vetores linha de A geram R".

(I) Os vetores coluna de A formam uma base de R".
(m) Os vetores linha de A formam uma base de R”.
(n) A tem posto n.
(o) A tem nulidade 0.

)

)

)

)

p) A =0 n3o é um autovalor de A.

(
(g
(r
(

S

O complemento ortogonal do espago nulo de A é R".
O complemento ortogonal do espaco linha de A é 0.

A tem uma fatoracio QR.
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Bons Estudos!!!
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