Diagonalizacao e formas quadraticas

. JANOO3A / BIAES003
Algebra Linear e Geometria Analitica

Prof.2 Carlos Galvao

Campus Avan¢ado em Jandaia do Sul
Universidade Federal do Parana

Esta obra tem a licenca Creative Commons “Atribuicdo- @ @@

Compartilhalgual 4.0 Internacional”.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 123


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt

Matrizes Ortogonais
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Matrizes Ortogonais

Vimos na aula anterior sobre matrizes ortogonais. Vamos retomar

Definicao

Uma matriz é dita ortogonal se sua transposta for sua inversa, ou seja

AL=AT ouainda ATA=AAT =
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Matrizes Ortogonais

Exemplo :
3 2 6
A matriz A:% -6 3 2| é ortogonal pois
2 6 -3
1 3 -6 2 1 3 2 6 1 49 0 O
ATA=?236-——632=—0490=I
6 2 -3 2 6 -3 0 0 49
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Matrizes Ortogonais

Exemplo :

cosf — senf

A matriz de rotac3o anti-hordria em R? A=
senf  cosf

é ortogonal pois

AT A= cosd  senB| [cos® —senf| _
~ |-senf cosf send cosf |
B cos?6 + sen 20 —cosf sen @ +cos6 senf y
|~ cos sen @ +cos6 send (- sen6)? +cos? 0
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Matrizes Ortogonais

Teorema

Sendo A matriz nx n sdo equivalentes as seguinte afirmacdes:

a) A é ortogonal

b) Os vetores linha de A formam um conjunto ortonormal de R” em relagdo ao produto interno
euclidiano.

c) Os vetores coluna de A formam um conjunto ortonormal de R” em relagdo ao produto
interno euclidiano.
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Matrizes Ortogonais

Teorema

Sendo A matriz nx n sdo equivalentes as seguinte afirmacdes:

a) A é ortogonal

b) Os vetores linha de A formam um conjunto ortonormal de R” em relagdo ao produto interno
euclidiano.

c) Os vetores coluna de A formam um conjunto ortonormal de R” em relagdo ao produto
interno euclidiano.

Temos ainda que
a) A inversa de uma ortogonal é ortogonal
b) Um produto de matrizes ortogonais é ortogonal

c) O determinante de uma matriz ortogonal vale 1 ou —1.
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Matrizes Ortogonais

Exemplo :

Sl

Verificar se A= [

¢é ortogonaln e calcule o determinante.

S

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul

6/23



Matrizes Ortogonais

Exemplo :

N

é ortogonaln e calcule o determinante. As colunas de A formam um

- \/> \/7 7
conjunto ortonormal. Logo, é ortogonal.

1 1
Verificar se A= [ ‘/i i

N
N

=1,

N

i .11 (1)1 _1
Calculando o determinante: A ( fz)ﬂ 5+
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Matrizes Ortogonais

Teorema

Sendo A matriz nx n s3o equivalentes as seguinte afirmacdes:
a) A é ortogonal
b) |IAx|| = [IxI| para qualquer x € R"
c) Ax-Ay=x-y, quaisquer que sejam x,y € R".
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Matrizes Ortogonais

Bases ortonormais

As bases ortonormais de espacos com produto interno s3o convenientes, pois muitas férmulas que
ja usamos sao validas nessas bases.

Teorema

Se S for uma base ortonormal de um espaco com produto interno V' de dimens3o n e

ulg =(ur,u2,...,up) e [v]g=(vi,v2,...,Vn)

entao

— 2 2 2
a) llull=\/uf +us5+...u5

b) d(u,v)= \/(ul —v1)2+ (up—v2)2 +...(up—vp)?
c) (U,v)=uivi+ Vo + ...+ UpVp
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Matrizes Ortogonais

Bases ortonormais

Teorema

Se V é um espaco com produto interno de dimens3o finita. Se P for matriz de transicdo de uma
base ortonormal de V/ para outra base ortonormal de V/, entdo P é ortogonal.
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Diagonalizacao Ortogonal
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Diagonalizagdo Ortogonal

Sejam A e B duas matrizes quadradas. Dizemos que A e B s3ao ortogonalmente semelhantes
se existir uma matriz ortogonal P tal que PT AP =B.

Se A for ortogonalmente semelhante a uma matriz diagonal D, dizemos que A é
ortogonalmente diagonalizavel.
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Diagonalizacdo Ortogonal

Exemplo :
4 2 2
Diagonalizar A= |2 4 2
2 2 4
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Diagonalizacdo Ortogonal

Exemplo :
4 2 2

Diagonalizar A= |2 4 2
2 2 4
A

R.: det(A/-A)=| -2 1-4 -2 Amd =202 22
(-A=[2 a4 2 e SO e )
[(A-4)(A-4)-4] - (-2)[-2(A - 4) - 4] + (-2) [4 - (-2(A-4))] =
(A=4+2)(A—4-2)+2(-2A+4)—2(—4+21) = ( )(;L 2)(A-6)-8(1—2) =
[(A-4)(1-6)—8]=(1-2) (A2~ 101+24-8) = (1—2) (A% =101+ 16) =
(A2-21-81+16) = (1-2)?(A-8). Sdo autovalores AM=A2=2eA3=8
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Diagonalizacdo Ortogonal

Exemplo :
4 2 2
Diagonalizar A= |2 4 2
2 2 4

R.: Para A=2,

-2 =2 X1 1 1 1 X1
-2 =2 x| =0=>1]0 0 0 X2 203{X1+X2+X3=0:>X1=—X2—X3

(2I-A)x=0=>= [—
0 0 0] |xs

2
2
=2 =2 =2

a3 3]}

X3




Diagonalizacdo Ortogonal

Exemplo :
4 2 2
Diagonalizar A= 12 4 2
2 2 4
R.: Aplicando Gram-Schimidt a estes vetores:
1 1 11
v 1,1,0)= —(-1,1,0 :(__,_,o_
Cezon TR0
1( 1 1 11 11 _
"2:“2—<U27V1>V1=(—1,0,1)—ﬁ(——2,—2,0):(—1,0,1)—(—5,5,0):(—5,—5,1). Normalizando
ERTE ) I
V2_ \/76 2! 21 - \/61 6, 6 .




Diagonalizacdo Ortogonal

Exemplo :
4 2 2
Diagonalizar A= 4 2
2 2 4

R.: Para1=8, (8I—A)x=0:>=

:03

4 -2 -1 -1] [x1
— 4. X2 0 = 3 -3 X2
0 X3

1

2 0 -2][x 1 L
2 —2 :O = )¢

0 1 -1|(x —0:>{ TS :{ ! S.N(@8I—=A)=<|1]| ». Normalizando, \/Ag

0 0 0 X3 X2 — X3 =0 X2 =X3 1 1

V3
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Diagonalizacdo Ortogonal

Exemplo :
4 2 2
Diagonalizar A= |2 4 2
2 2 4
R.: Usando os vetores vy, va e v3 como colunas de P, temos que P =
1 _1 1 11 )]
V2 Ve V3|[4 2 2]l|Tv2 v
PTAP=| 5 -% =[12 4 2||-% % &
S L PP I G G
V6 V3 V3 V3 V3l

S
|

Sk
Shoksh

Sl

o
N
o

—_—
N
o
o




Diagonalizagdo Ortogonal

Teorema

Para qualquer matriz A quadrada, sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:
a) A é ortogonalmente diagonalizavel
b) A tem um conjunto ortonormal de autovetores

c) A é simétrica
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Diagonalizagdo Ortogonal

Teorema

Para qualquer matriz A quadrada, sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:
a) A é ortogonalmente diagonalizavel
b) A tem um conjunto ortonormal de autovetores
c) A é simétrica
Temos ainda que, sendo A simétrica
a) Seus autovalores sdo sempre reais

b) Autovetores de autoespagos distintos sdo ortogonais.
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Diagonalizagdo Ortogonal

Decomposicido Espectral

Sendo A matriz simétrica ortogonalmente diagonalizada por P = [u1 u ... un] com A1, Ao,
..., An autovalores associados a uq,us,...,un sabemos que D = PT AP. Podemos escrever A como

A 0 - 0 ul u{

- 0O A, -+ 0 u, u,
A=PDP'" =[u; uz .. up] _ : =[AMu1 Aouz ... Anug] :
0 0 - An||u] ul

= /11u1u-1r +/12u2ug +---+)L,,unuI

que é denominada Decomposicao Espectral de A.
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Diagonalizacdo Ortogonal

Decomposicido Espectral

Exemplo :

- 1 2
Fazer a decomposicao espctral de 5 _2]
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Diagonalizacdo Ortogonal

Decomposicdo Espectral

Exemplo :

_ 1 2
Fazer a decomposicao espctral de 5 _2]

R.: Comecamos pelos autovalores.

det(/ll—A):O:"/l__; /1_4_22‘:0:(A—l)()t+2)—4z0:)t2+)t—6=03(A+3)(A—2)=0.
_ -4 2] [x1] _ 2 1] [x]| _ _
Para 1 =-3, N(—3I—A)—[_2 1 | —0:'[0 ol [ =0=>{2x+x=0=>

tacta =es-a={ 5]
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Diagonalizacdo Ortogonal

Decomposicdo Espectral

Exemplo :

_ 1 2
Fazer a decomposicao espctral de 5 _2]

R.: Comecamos pelos autovalores.

det(/ll—A):O:"/l__; /1_4_22‘:0:(A—l)()t+2)—4z0:)t2+)t—6=03(A+3)(A—2)=0.
B 1 =2][x] _ 1 2] x| _ B B x1 =2t
Para A =2, N(2/ A)—[_2 4 | |x —O:[O 0 =0={x 2><2—0:{X2:t

et =1}
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Diagonalizacdo Ortogonal

Decomposicdo Espectral

Exemplo :
_ 2
Fazer a decomposicao espctral de 5 o
. . 1 2
R.: Aplicando Gram-Schmidt na base de autovetores: vp = ol V2=

1
||v1||=\/5:»u1=[_/Vg

2
: (V2,U1)=%-2—%-1:O up =>=vpy —(vo,u)uy = [1]

Normalizando, up = [

fal
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Diagonalizacdo Ortogonal

Decomposicido Espectral

Exemplo :
- 1 2
Fazer a decomposicao espctral de 5 _2]
R.: A decomposicdo espectral fica A= /11u1u-1r +7Lzu2u.2r
1 2 - s 2/5 5[/ %/
R R R e M W [ P o e AVl R
|
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Formas Quadraticas
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Formas Quadraticas

Até agora vimos formas lineares a;xi + asxo + ... + anx,. Veremos agora formas quadréticas, onde
temos produtos de variaveis.

Em R2: 31X12 + 32X22 +2a3x1x2

Em R3: alxl2 aF 32X22 4 33X§ +2agx1x2 + 2a5x1X3 + 2a6X2X3
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Formas Quadraticas

Até agora vimos formas lineares a;xi + asxo + ... + anx,. Veremos agora formas quadréticas, onde
temos produtos de variaveis.

Em RZ: 31X12 + 32X22 +2a3x1x2

Em R3: alxlz aF 32X22 4 a3x§ +2agx1x2 + 2a5x1X3 + 2a6X2X3
Podemos reescrever essas expressdes de forma matricial:

ayp a3
a3 a

X1

EmR%: [x1 x]
X2

dl 4d4 as X1

EmR: [x1 x xs] [a4 a ag| |x| =xT Ax
as de 4d3] LX3

Em ambos os casos, a matriz A é simétrica.
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Formas Quadraticas

Exemplo :
Expressar a forma quadratica em notacao matricial.

a) 2x%+6xy —5y?
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Formas Quadraticas

Exemplo :
Expressar a forma quadratica em notac3o matricial.
2 3][x

)

a) 2x%2+6xy —5y% =[x y] [3 5
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Formas Quadraticas

Exemplo :
Expressar a forma quadratica em notacdo matricial.
2
a) 2x%+6xy-5y% =[x y] 3 _35 ;

b) x2+7x2 —3x2 + 4x1x0 — 2X1X3 + 8X0x3
1 2 3
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Formas Quadraticas

Exemplo :
Expressar a forma quadratica em notacdo matricial.

2 3][x
2 B2 -
a) 2x°+6xy —5y [x y] [3 )y
1 2 -11[x1
b) X12+7X22—3X§+4X1X2—2X1X3+8X2X3 =[x x x3]|2 7 4]||x
-1 4 -3]|[x3
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Formas Quadraticas

Exemplo :

Expressar a forma quadratica em notacao matricial.

2 3
8 =&

X

a) 2x?+6xy—5y% =[x y][ Y

1 2 -11[x1
b) x12+7x22—3x§+4x1x2—2x1X3+8XZX3 =[x x x3] [ 2 7 4 ] X0
-1 4 -3]|x3

2 2_,2
C) Xj +2x5—X5
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Formas Quadraticas

Exemplo :

Expressar a forma quadratica em notacdo matricial.

2 3

a) 2x2+6xy—5y2 =[x y] [3 5 x

y

1 2 -1
b) X12+7X22—3X32+4X1X2—2X1X3+8X2X3 =[x1 x x3] [ 2 7 4]
1 4 -3

1 0 0
c) x12+2><22—x32 =[x1 x x3]

Observe que a matriz diagonal nao tem termos mistos.
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Formas Quadraticas

Se a matriz A for diagonalizdvel, podemos fazer uma mudanca de variaveis, nas quais os
termos mistos s3o eliminados. Fazendo x = Py com P matriz que diagonaliza ortogonalmente A,

x" Ax=(Py)TA(Py)=y" PTAPy=y' Dy

:/11y12+/12y22+...+)t,,y,2,
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Uma equacdo da forma ax? +2bxy + cy® + dx+ey + f =0 com a, b, ¢ ndo todos nulos, representa
uma secao conica.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Uma equacdo da forma ax? +2bxy + cy® + dx+ey + f =0 com a, b, ¢ ndo todos nulos, representa
uma se¢do cdnica. Se n3o tiverem termos lineares (d = e =0), a equagdo se reduz a
ax?+2bxy + cy? + f =0 chamada cénica central ou cénica reduzida.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Uma equacdo da forma ax? +2bxy + cy® + dx+ey + f =0 com a, b, ¢ ndo todos nulos, representa
uma sec¢ao conica. Se n3o tiverem termos lineares (d = e =0), a equacdo se reduz a

ax? +2bxy + cy? + f =0 chamada conica central ou cénica reduzida. Se b=0, n3o ha termos
mistos e a equacdo fica ax?+ cy? + f =0 que representa conica central em posicdo candnica.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Reescrevendo a cbnica de modo matricial, podemos classificar a forma quadratica x " Ax é

positiva se x” Ax >0 com qualquer x #0.
negativa se x’ Ax <0 com qualquer x #0.

indefinida se x” Ax tem valores tanto positivos quanto negativos.
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Formas Quadraticas

Secdo Conica

Reescrevendo a cbnica de modo matricial, podemos classificar a forma quadratica x " Ax é

positiva se x” Ax >0 com qualquer x #0.
negativa se x’ Ax <0 com qualquer x #0.

indefinida se x” Ax tem valores tanto positivos quanto negativos.

Teorema

Sendo A uma matriz simétrica
a) x' Ax é positiva se, e sé se, todos os autovalores de A s3o positivos.
b) x” Ax é negativa se, e s6 se, todos os autovalores de A s3o negativos.

c) xT Ax é indefinida se, e sé se, A tem pelo menos um autovalor positivo e pelo menos um
autovalor negativo.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

1
Se temos x ! Bx = k, com k #0, podemos reescrever como x’ Ax =1 sendo A= ;B. O tipo de

conica dependera dos sinais dos autovalores.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

1
Se temos x ! Bx = k, com k #0, podemos reescrever como x’ Ax =1 sendo A= ;B. O tipo de

conica dependera dos sinais dos autovalores.

Teorema

Para A 2 x 2 simétrica, valem as seguintes afirmac¢des:
a) xT Ax =1 representa uma elipse se A for positiva.
b) xT Ax=1 n3o tem grafico se A for negativa.

c) xT Ax =1 representa uma hipérbole se A for indefinida.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Exemplo :

Esbocar o grafico de 5x2 —4xy +8y% —36 =0.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Exemplo :

Esbocar o grafico de 5x% —4xy +8y% —36 =0.

R.: Dividindo tudo por 36, reescrevemos 35—6x2 = %xy+ %yQ =1. A matriz associada é _51//3168 ;;;8].
Buscamos os auto%/alores (12Ie A:

det(at =) =*0 70 T (1= )0-8)- e =22 e k== D (- D)= F=

1 2
/18 A=%/9
Como os autovalores s3o positivos, temos uma elipse.
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Exemplo :

Esbocar o grafico de 5x% —4xy +8y? —36 =0.
R.: Autovetores de A:

1 1
NE-A=[)2 P

DN&—M=H$”:N%@H

X1 X]_:t

X2

X1| _
xo|

2 1
0 0

=0=>{2x1+x =0 >
{ 1T {X2=—2t
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Exemplo :
Esbocar o grafico de 5x% —4xy +8y? —36 =0.
R.: Autovetores de A:

1 1
vi-a=[e 4

~n3-4=| ][ (77

Os Autovetores formam um novo eixo de coordenadas (x’,y’) onde a cénica é reescrita como

x| -1 2 x1 =2t
) —03[0 0

X2

=0=>{-x1+2x2=0 :>{
Xp =1
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Formas Quadraticas

Secdo Cénica

Exemplo :

Esbocar o grafico de 5x% —4xy +8y? — 36 =0.
R.:

-3 -2 -1 1 2 3
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Bons Estudos!!!
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