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Definicoes
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Definicoes

Uma funcao é uma regra que associa a cada elemento de um conjunto A a um, e exatamente
um, elemento de um conjunto B. Se a fung&o associa a€ A a be B dizemos que b=f(a) e b é
imagem de a por f ou f(a) é o valor de f em a. S3o importantes os conjuntos

Dominio de f: o conjunto A, onde estdo os valores nos quais f é aplicada;
Contradominio de f: o conjunto B, onde est3o os possiveis resultados de f;

Imagem de f: o subconjunto de B com todos os efetivos resultados de f.
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Definicoes

Definicao

Se V e W forem espacos vetoriais e f uma funcdo de dominio V e contradominio W, dizemos
que f é uma transformacao de V em W, ou uma aplicacao de V em W, que denotamos por

f:v—-w

No caso especial em que V = W, também dizemos que uma transformacdo é um operador em V.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 3/



Definicoes

Exemplo :

Supondo fi, f, ..., f, funcdes de n varidveis reais com

Wl = ﬂ(X1:X2s-"5Xn)

W2 = f2(X15X21"'5XI7)

Wm = fm(X11X2s :Xn)

Essas m equagGes associam um ponto (wjy,ws, ..., Ws,) Unico de R™ a cada ponto (x1,x2,...,Xn)
em R” e assim estas fun¢des definem uma transformacdo de R” em R™ denotada como
T:R" — R

T (x1,%0, 005 %n) = (wi,wo,...,wp)
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Definicoes

Transformacdes Matriciais

Exemplo 2:
Se estas funcoes forem lineares, podemos escrever
W1 =ai11X1 +ai2xe +...+ainXn

Wp = ap1X1+azexg+...+axpXnp

Wm =amiX1 +am2X2 + ...+ amnXn

e estas equacdes podem ser reescritas como

w1 a1l 412 ... din X1

wp axy ax» ... axp| |x )
=1 . : . _ | ou ainda w= Ax.
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Definicoes

Transformagées Matriciais

Exemplo 2:

Assim, podemos ver a multiplicacdo a esquerda de x pela matriz A como uma transformacao
matricial denotada por T4: R” — R™ e expressamos a equa¢ao matricial como

w = Ta(x).

A matriz A é chamada matriz candnica da transformacao.
Uma notacdo esquematica desta transformacdo é dada por

Ta

X— W

lida como “T4 aplica x em w".
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Definicoes

Transformacdes Matriciais

Exemplo 3:

Uma transformac3o de R* em R3 definida pelas equacdes
w1 =2x1—3x0+x3—5x4
wo =4x1 + X0 —2x3 + X4

w3 =5x1 —x2 +4x3

pode ser expressa em forma matricial como

wi 2 -3 1 -5
wol=1[4 1 -2 1
w3 5 -1 4 0

XE




Definicoes

Transformagées Matriciais

Teorema

Se duas transformagdes matriciais Ta: R" = R™ e Tg: R" —R™ com Ta(x)= Tp(x) para
qualquer x e R"”, entdo A= B.
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Defini¢coes
Exemplos de TransformacSes Matriciais

Exemplo 1 - A transformacao nula:

Se 0 for a matriz nula mx n, entio
To(x)=0x=0

¢é a transformacio que leva qualquer vetor de R"” ao vetor nulo de R™, chamada de
transformacao nula ou transformacao zero de R” em R
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Definicoes

Exemplos de Transformacdes Matriciais

Exemplo 1 - A transformacao nula:

Se 0 for a matriz nula m x n, entdo
To(x)=0x=0

¢é a transformacio que leva qualquer vetor de R"” ao vetor nulo de R™, chamada de
transformacao nula ou transformacao zero de R” em R

Exemplo 2 - Operador identidade:
Sendo | a matriz identidade nx n, ent3o

Ti(x)=Ix=x

¢é a transformacdo que leva cada vetor de R” em si mesmo, chamado de operador identidade de
R".
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Definicoes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Procedimento para encontrar a matriz canonica de uma transformacao

Passo 1: Encontre as imagens dos vetores ey, €3, ..., €, da base candnica de R” em modo de
coluna.

Passo 2: Construa a matriz que tem as imagens obtidas no passo anterior como colunas
sucessivas. Esta serd a matriz candnica da transformac3o.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul o/



Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canonica

Reflexdo no eixo y 10
o

T(X!y) = (_X’y)
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canoénica
y
o ey
X I
Reflexdo no eixo x |
| X [1 0 ]
T(x,y)=(x,~y) | 0 -1
> 1 I
§(x,-y)
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica

Reflexdo na reta y = x

[0 1
T(x,y)=(y,x)

10
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica

Reflexdo no plano xy 1 0 O
01 O

T(x,y,2)=(x,y,~2) 0 0 -1
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canénica
AZ
(x. -y 2) x %2
Reflexdo no plano xz \ l 1 0 0
(x) ~, X y [0 -1 0]
0 0 1

T(X,y,Z)Z(X,y,—Z) /
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica

Reflexdo no plano yz

-1 0 0
T(x,y,z)=(x,y,~2) [0 1 O]

0 01
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustragéo Matriz Canénica
AY
Projecdo ortogonal no eixo x : f (x, y)
- o o
- | 0 0
)= 60 360 X
x)
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica
y
Projecdo ortogonal no eixo y (0, %) I. =® (x, ) .
T(xy)=(0.%) w| A& ) o 1
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canonica
hZ
Projecado ortogonal sobre o ‘ L0 0
plano xy 1y 2}
V [0 1 o]
T(X=Y=Z)=(Xsya0) 0 0 O
(_r v 0)
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canénica
£
Projecdo ortogonal sobre o T 1@
lano xz (x, 0,2) r—f= 5 (v,
p x ;N/ x5 2) i [0 0 0]
X
T(x,y,z)=(x,0,2) * 0 01

X
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canoénica

Projecdo ortogonal sobre o
plano yz

T(x,y,2)=(0,y,2)
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica

Projecdo ortogonal sobre ¥
uma reta que passa pela
origem e forma angulo 6 X L

com o eixo x em R? Ny 5
%) cos< 6 sen O cos0

T(x,y) sen 0 cos@ sen 20

_ xcos?6 +y sen 6 cos@
" {x sen@cosh +y sen 20
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica

Rotacdo em R? pelo angulo 6

cosf —senf
sen cosf

T(x,y)= (

xcosf —y senf
x sen 6+ ycosO
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canoénica

Rotacdo anti-horaria em
torno do eixo x positivo pelo
angulo 6

-

1 0 0
0 cosf —send
0 senf cosf

X
T(x,y,z)= (ycos@—z sen 0
y sen @+ zcos0
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica

Rotac3do anti-hordria em
torno do eixo y positivo pelo
angulo 6 cosd 0 send

0 1 0

xcosO +z senf
—senf 0 cos6

T(x,y,z)= y
—x sen 0+ zcosO
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canoénica
7

Rotacdo anti-horaria em
torno do eixo z positivo pelo

anguile 6 cos@ —senf O
xcosf—y sen6 . 56519 COSH (1)

T(x,y,z)= xsen0+ycost9

) ,
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica
x 2 ¥
Contracdo de fator k em R X ()
(0<k<1) kK 0
T (kx, ky) [0 k]

T(x,y) = (kx, ky)

Y.
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao

et

I(x) . * (kx, ky)

Dilatacdo de fator k em R2
(k>1)

T(x,y) = (kx, ky)

7 (x, y)

Y=

Matriz Candnica

s 4
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica

Contracdo de fator k em R3

X x, ¥ 2)
: k 00
(0=sk<1) T(x) " (kx, ky, kz) [ k 0]
¥
. 0 0 k

T(x,y,z) = (kx,ky,kz) / >
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica
z (kx, ky, kz)
Dilatacdo de fator k em R3 T(x)
(k>1) - g ol
7 (x5 2) 0 kK O
T(x,y,z) = (kx, ky, kz) . 00 k

24
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Candnica
¥y
Compressdo de R? na direcdo (kx, y) @ y)
x de fator k (0<k<1) i ol N [k 0]
¥ 01
T(y) = (k) :
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao
o ¥
Expans3o de R? na direcdo x Y (kxy)
de fator k (k>1) x %
/ T(x)
T(x,y) = (kx,y) . X

Matriz Candnica

o Y]
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canénica

Compressdo de R? na direcdo

o (x, )
y de fator k (0<k<1) X d 10
H (x‘ k}‘} [O k]
T(x,y) = (x,ky) A d
~T(x)
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao
¥
1 1 (x ky)
Expansdo de R? na diregdo y T(x) 5 (x, ¥)

de fator k (k>1)

Y=

T(x,y)=(x,ky)

Matriz Canodnica

o 4
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao Matriz Canoénica
. 1 1) &1 |
Cisalhamento de R? na @D J/% 1 k
direcdo x de fator k — s — [0 1]
(k>0) (k<0)

T(x,y)=(x+ky,y)
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Defini¢coes

Exemplos de TransformacSes Matriciais

Operador llustracao

Cisalhamento de Rz na © Dk ((:,1),‘\,_.~| © 1k
direcao y de fator k | wm m

Y

: (L&
(k>0) (k<0)

T(x,y) = (x,y + kx)

Matriz Canodnica

|

10
k 1

|
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Definicoes

Exemplos de Transformacdes Matriciais

Digitalizagdo Cisalhamento horizontal Compressdo horizontal




Transformacoes Lineares
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Transformacoes Lineares

Definicao
Sendo T: V — W uma transformacdo de um espagco V' em um espaco W, diremos que é uma

transformacao linear de V em W se, para quaisquer u, v€ V e escalar k, sdo atendidas as
seguintes propriedades:

i) T(kv)=kT(v) i) T(u+v)=T(u)+ T(v)
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Transformacoes Lineares

Sendo T: V — W uma transformacdo de um espagco V' em um espaco W, diremos que é uma
transformacao linear de V em W se, para quaisquer u, v€ V e escalar k, sdo atendidas as
seguintes propriedades:

i) T(kv)=kT(v) i) T(u+v)=T(u)+ T(v)
Sendo a e f escalares, ambas podem ser resumidas em T(au+pv)=aT(u)+pT(v).
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Transformacoes Lineares

Definicao
Sendo T: V — W uma transformacdo de um espagco V' em um espaco W, diremos que é uma

transformacao linear de V em W se, para quaisquer u, v€ V e escalar k, sdo atendidas as
seguintes propriedades:

i) T(kv)=kT(v) i) T(u+v)=T(u)+ T(v)
Sendo @ e f escalares, ambas podem ser resumidas em T(au+pv)=aT(u)+pT(v).
Se V =W, dizemos que T é operador linear de V
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Transformacoes Lineares

Definicao
Sendo T: V — W uma transformacdo de um espagco V' em um espaco W, diremos que é uma

transformacao linear de V em W se, para quaisquer u, v€ V e escalar k, sdo atendidas as
seguintes propriedades:

i) T(kv)=kT(v) i) T(u+v)=T(u)+ T(v)
Sendo @ e f escalares, ambas podem ser resumidas em T(au+pv)=aT(u)+pT(v).
Se V =W, dizemos que T é operador linear de V

Teorema

As transformagdes matricias Ta(x) = Ax com uma matriz A m x n sdo transformagdes lineares de
R" em R™.
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Transformacoes Lineares
Propriedades

Propriedades

Sendo T: V — W uma transformacdo linear, s3o vélidas as seguintes igualdades:
a) 7(0)=0
b) T(u-v)=T(u)-T(v)
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacdo Linear de P, em Ppy1:

Sendo p = p(x) = ap + aix + apx? + - +apx" um polindmio de P, e defina T: P, — Pp,1 por

T(p) =x-p(x) = agx + a1x> + apx3 + - + a,x" L.

Verificar se é linear.
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacdo Linear de P, em P,.1:

Sendo p = p(x) = ap +a1x + apx? +-+-+apx" um polinémio de P, e defina T: P, — P,.1 por

T(p):X'p(x):30X+31X2+32X3+---+a,,x"+1.

Verificar se é linear.
R.:

i) Para k escalar, temos que kp = aok + a1 kx + agkx? + -+ - + apkx".
T(kp) = agkx + arkx? + apkx3 + -+ a,kx"1 = k(apx + a1 x® + apx3 + -+ apx"*1) = kT (p).

ii) Sendo p1 = ag + arx + arx2+---+apx" e pa =bg+ bix+box%+---+ byx" temos
p1+P2=2ap+bo+ (a1 +b1)x+(az+ b2)X2 +---+(an+bp)x" com

T(p1+p2) = (a0 + bo)x + (a1 + b1 )x? + (a2 + bo)x3 + -+ + (ap + by )x"+1

=agx +a1x? +apx3 + -+ apx"™ L+ box + by x% + box3 + -+ bpx"L = T(py) + T(p2)
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacao Linear usando Produto Interno:

Dado um espaco com produto interno V' e um vetor vg fixo deste espaco, a transformacao
T: V —R dada por T(x) = (x,vg) que associa cada vetor x€ V' com seu produto por vg é linear?
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacado Linear usando Produto Interno:

Dado um espaco com produto interno V e um vetor vg fixo deste espaco, a transformacdo

T:V — R dada por T(x)=(x,vg) que associa cada vetor x€ V' com seu produto por vg é linear?
R.:

i) Para k escalar, temos que T (kv) = (kv,vg) = k(v,vg) = kT (v).

i) Sendo u e ve V temos T(u+v) = (u+v,vg) = (u,vg) + (v,vg) = T (u)+ T(v).
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacoes de espacos matriciais:

Sendo M, o espaco vetorial das matrizes n x n, verificar se s3o lineares as seguintes
transformacoes:
(a) T1i: M,, — My, (b) T>: M,, — R
Ti(A) = AT To(A) = det(A)
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacdes de espacos matriciais:
Sendo M,, o espaco vetorial das matrizes n x n, verificar se s3o lineares as seguintes

transformacoes:
(a) Ti: My, — My, (b) Ty: M, — R
Ti1(A) = AT T2(A) = det(A)
R.:
i) Para k escalar, temos que T1(kA)=(kA)T = kAT = kT (v).

i) Sendo A e Be M,, temos T(A+B)=(A+B)T =AT + BT = T(u) + T(v). E linear
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacdes de espacos matriciais:
Sendo M,, o espaco vetorial das matrizes n x n, verificar se s3o lineares as seguintes
transformacoes:
(2) Ti: My, — /\/1,7,_,, (b) To: My, — R
T1(A) = A T2(A) = det(A)
R.:
i) Para k escalar, temos que To(kA) =det(kA) = k" det(A) # kT (v). Nao é linear.
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacdes de espacos matriciais:

Sendo M,, o espaco vetorial das matrizes n x n, verificar se s3o lineares as seguintes
transformacoes:
(2) Ti: My, — My, (b) T>: M,, — R
Ti1(A) = AT T2(A) = det(A)
R.:
i) Para k escalar, temos que To(kA) =det(kA) = k" det(A) # kT (v). Nao é linear.

Observe que ndo é preciso avaliar a segunda condicdo, mas ela também falha.
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Transformacoes Lineares

Exemplos

Exemplo de Transformacdes Linear de C!(—o0,00) em F(—o00,00):

Sendo V = Cl(—oo,oo) espaco das funcgdes reais com derivadas continuas em todo conjunto R e
W = F(—00,00) o espa¢o das fungdes reais definidas em todo conjunto R. Pode-se definir
D: V — W como a transformacdo que associa cada fun¢do a sua derivada, ou seja

D(f) = f'(x).
Como derivada da soma é a soma das derivadas, temos que
D(f +g)=(f +g)'(x) = f'(x)+&'(x) = D(f) + D(g).

Temos ainda que derivada de uma constante vezes uma func3o é a constante vezes a derivada da
fung¢do. Logo, D(kf) = (kf)'(x)=k-f'(x) = kD(f). A derivagdo é linear.
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Transformacoes Lineares

Obtendo matrizes de uma Transformac3o Linear

A toda transformacdo linear, podemos associar

uma matriz candnica, calculando a transformacao
nos vetores da base do espaco.

Exemplo :

Encontrar a matriz associada a transformacao

D:Py, — P3
D(p) = P(x)
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Transformacoes Lineares

Obtendo matrizes de uma Transformac3o Linear

A toda transformacio linear, podemos associar
nos vetores da base do espaco.

uma matriz canodnica, calculando a transformacao

Exemplo :

Encontrar a matriz associada a transformacao
D:Py, — P3
D(p) = p'(x)

R.: Os vetores de base de P sdo {1,X,x2,x3,x4}. Aplicando a transformag¢do em cada um deles temos

{0,1,2X,3X2,4X3}. Escrevendo as coordenadas como colunas da matriz temos

0
2
0
0
0




Nucleo e Imagem
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Nucleo e Imagem

Seja T: V — W uma transformac3o linear. Temos dois importantes conjuntos associados a
transformacao:
i) O conjunto de vetores v € V que T transforma em 0 é chamado nicleo de T. Notagdo
N(T).
i) O conjunto de vetores w € W que s3o resultado de T para algum v € V é chamado imagem
de T. Notagdo Im(T)
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Nicleo e Imagem

Exemplos

Exemplo - Nicleo e Imagem de transformacdes matriciais:
Como o espaco nulo de uma matriz Ay xp € 0 conjunto de vetores x € R” tais que Ax =0, esse

espaco serd o nucleo da transformacdo T4: R” — R™.
De modo semelhante, o espaco coluna de A é o conjunto de vetores b € R tais que Ax =b para

algum x € R". Este espaco serd a imagem de T4.
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Nucleo e Imagem

Exemplos

Exemplo - Ndcleo e imagem da transformacao nula:

Seja T: V — W a transformacdo nula. Como T transforma qualquer vetor ve V em 0, segue
que N(T)= V. Além disso, como 0 é a dnica imagem por T de vetores em V/, segque que
Im(T) ={0}.
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Nucleo e Imagem

Exemplos

Exemplo - Ndcleo e imagem da transformac¢ao nula:

Seja T: V — W a transformacdo nula. Como T transforma qualquer vetor ve V em 0, segue
que N(T)= V. Além disso, como 0 é a dnica imagem por T de vetores em V/, segque que
Im(T) ={0}.

Exemplo - Nicleo e imagem do operador identidade:

Seja I: V — V o operador identidade. Como /(v) =v com qualquer vetor v € V, cada vetor é
imagem de si mesmo e Im(v) = V. Como o tnico vetor com /(v)=0 é v=0, temos N(/)={0}.
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Nucleo e Imagem

Exemplos

Exemplo - Nucleo e imagem de uma projecao ortogonal:

Seja T: R3 —R3 que projeta qualquer vetor no plano xy. Ou seja, T((x,y,z))=(x,y,0).
Qualquer vetor do eixo z tem a forma (0,0,z) e T((0,0,z))=(0,0,0). Logo,
N(T)={(0,0,z),YzeR}. J& Im(T)={(x,y,0),¥x,y €R}.

(a) Nuc(T) € o eixo z. (b) Im(T) € todo o plano xy.
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Nucleo e Imagem

Exemplos

Em todos os exemplos mostrados, Nicleo e Imagem de transformacdo formam subespacos. Isso
se da pois...
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Nucleo e Imagem

Exemplos

Em todos os exemplos mostrados, Nicleo e Imagem de transformag¢do formam subespacos.

Teorema

Seja T: V — W uma transformacdo linear.
a) O nicleo de T é um subespago de V.

b) A imagem de T é um subespago de W.
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Nucleo e Imagem

Exemplos

Exemplo de aplicacao:
As equacdes diferenciais da forma

y"+w?y=0 (w uma constante positiva)

surgem no estudo das vibragdes. O conjunto de todas as solucdes dessa equacdo no intervalo
(—00,00) é o niicleo da transformacdo linear D: C?(—00,00) — C(~00,00) dada por

D(y)=y"+w%y.

Se obtivermos duas solucdes linearmente independentes, todas as outras solucdes podem ser
obtidas como combinacdo linear dessas duas.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 243



Nucleo e Imagem

Exemplos

Exemplo de aplicacao:
Tomando
Y1 =COSWX € yr= Senwx

sao solugdes, que ndo sao miultiplas uma da outra, logo LI. Portanto,

Y =C1CoOSwX + C2 sen wx

€ uma solucdo geral.
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Nucleo e Imagem
Posto e Nulidade

Seja T: V — W uma transformacdo linear. Se a imagem de T tiver dimensdo finita, dizemos que

sua dimens3do é o posto de T, denotado por pos(T). Se o niicleo de T tiver dimens3o finita,
dizemos que sua dimensido é a nulidade de T, denotada por nul(T).

Teorema

Se T: V — W for uma transformacio linear, sendo V de dimens3o n, entdo

pos(T)+nul(T)=n
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Nicleo e Imagem

Exercicios sugeridos
8.1 (pag 442): 2, 4,6,7,9, 11, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 25.
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Isomorfismo
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Definicao
Se T: V — W for uma transformacdo linear, dizemos que T ¢é injetora se T transformar vetores
distintos de V em vetores distintos de W.

14 w 14 W
*—————>e
*—>0 L]
o o
>0
—————————>eo e
Injetora. Vetores distintos N&o injetora. Existem
em V tém imagens vetores distintos em V

distintas em W. com a mesma imagem.




[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Se T: V — W for uma transformacdo linear, dizemos que T é sobrejetora se qualquer vetor em
W for a imagem de pelo menos um vetor de V.

4

Imagem Ji
deT -

Imagem
deT

Sobre W. Cada vetor
em W é a imagem de
algum vetor em V.

Né&o sobre W. Nem todo
vetor em W é a imagem
de algum vetor em V.
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Teorema

Se T: V — W for uma transformac3do linear, as afirmacdes seguintes sdo equivalentes.

a) T éinjetora.
b) N(T)={0}.
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Teorema

Se T: V — W for uma transformac3do linear, as afirmacdes seguintes sdo equivalentes.

a) T éinjetora.
b) N(T)={0}.

Teorema

Se V for um espaco de dimensao finita e T: V — V for um operador linear, podemos adicionar
ainda mais uma afirmacdo equivalente:

a) T é injetora.
b) N(T)={0}.

c) T é sobrejetor, ou seja Im(T)=V.
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Exemplo 1:

Sendo ¢ um escalar ndo nulo e V' um espaco vetorial de dimens3o finita, o operador linear
T: V — V definido por T(v) = cv é injetor e sobrejetor.
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Exemplo 1:

Sendo ¢ um escalar ndo nulo e V um espaco vetorial de dimens3o finita, o operador linear
T: V — V definido por T(v)=cv é injetor e sobrejetor.
R.: O operador T é sobrejetor pois para qualquer vetor v € V existe um vetor %v com

T (2v) = clv=v. Portanto, é também injetor (pelo teorema anterior).
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Exemplo 1:

Sendo ¢ um escalar ndo nulo e V um espaco vetorial de dimens3o finita, o operador linear
T: V — V definido por T(v)=cv é injetor e sobrejetor.
R.: O operador T é sobrejetor pois para qualquer vetor v € V existe um vetor %v com

T (2v) = clv=v. Portanto, é também injetor (pelo teorema anterior).

Exemplo 2:

Se Ta: R” —R" for o operador matricial Ta(x) = Ax, entdo Ta é injetor e sobrejetor se, e so se,
A é invertivel.
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Exemplo 3:

A transformacio derivacdo D: C!(~o0,00) — F(—00,00) ndo é injetora, pois funcdes que diferem
apenas por uma constante tem a mesma derivada.

D(x?) = D(x?+1) =2x.
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[somorfismo

Injetora e Sobrejetora

Relacdo entre dimensdes e transformacdes

Sendo T: V — W uma transformacio linear com V e W de dimens3o finita.

a) Se dim(W) <dim(V), entdo T n3o pode ser injetora.
b) Se dim(V) <dim(W), entdo T n3do pode ser sobrejetora.
Em outras palavras:

a) Se uma transformagdo for de um espago “maior” em um espago “menor”, alguns pontos do
espaco “maior” terdo a mesma imagem. Logo, ndo serd injetora.

b) Se uma transformag¢&o for de um espago “menor” em um espa¢o “maior”, nem todos os
pontos do espaco “maior” serao imagem de algum ponto do espaco “menor”. Logo, ndo serd
sobrejetora.
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[somorfismo

Definicao

Definicao
Se uma transformacao linear T: V — W for injetora e sobrejetora, dizemos que T é um
isomorfismo e que os espacos vetoriais V' e W siao isomorfos.

O significado de isomorfo vem dos radicais gregos iso, que significa “idéntico” e morfo que
significa “forma”. Ou seja, espacos isomorfos s3o espacos que tem a mesma “forma algébrica”,
mesmo sendo objetos de tipos distintos.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul 333



[somorfismo

Definicao

Definicao
Se uma transformacao linear T: V — W for injetora e sobrejetora, dizemos que T é um
isomorfismo e que os espacos vetoriais V' e W siao isomorfos.

O significado de isomorfo vem dos radicais gregos iso, que significa “idéntico” e morfo que
significa “forma”. Ou seja, espacos isomorfos s3o espacos que tem a mesma “forma algébrica”,
mesmo sendo objetos de tipos distintos.

Exemplo :

~ . T , . .
A transformacdo T: P, — R3 que associa ag +aix+apx? — (a0, a1,a2) é um isomorfismo.
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[somorfismo

Definicao

Teorema

Qualquer espaco vetorial real de dimens3o n é isomorfo a R".

Uma forma de encontrarmos isomorfismos de V em W (se existirem) é encontrar uma
transformacdo T: V — W que seja linear, injetora e sobrejetora. Para isso, se T linear aplicada a
uma base de V leva a uma base de W/, temos o isomorfismo.
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[somorfismo

Definicao

Teorema

Qualquer espaco vetorial real de dimens3o n é isomorfo a R".

Uma forma de encontrarmos isomorfismos de V em W (se existirem) é encontrar uma
transformacdo T: V — W que seja linear, injetora e sobrejetora. Para isso, se T linear aplicada a
uma base de V leva a uma base de W, temos o isomorfismo.

Exemplo :
A aplicacao
n-1 T
ag+aix+---+ap-1x" " — (a0,a1,.--,an)

de P,_1 em R" é um isomorfismo.
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[somorfismo

Definicao

Teorema

Qualquer espaco vetorial real de dimens3o n é isomorfo a R”.

Uma forma de encontrarmos isomorfismos de V em W (se existirem) é encontrar uma
transformacdo T: V — W que seja linear, injetora e sobrejetora. Para isso, se T linear aplicada a
uma base de V leva a uma base de W, temos o isomorfismo.

Exemplo :
A aplicacido
ap az
a3 a4

.
— (a1,a2,a3,a4)

de Moy em R* é um isomorfismo.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul /3



[somorfismo

Exercicios sugeridos
8.2: (pag 451) 1,2,3,4,7.
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Composicoes e Transformacoes inversas
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Composicoes e Transformacoes inversas

Composicao
Se T1: U—V e To: V— W forem transformacdes lineares, entdo a composicao de T com

T1, denotada por Tpo Ty (lido “T> bola T1") é a aplicagdo definida pela forma

(T20 T1)(u) = T2(T1(u))

em que ue U.

T, 3 H"'L.,r""'----- ; - .
u T'(u) AT (u))

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul /3



Composicoes e Transformacoes inversas
Composicao

Teorema

Se T1: U—V e Ty: V— W forem transformacdes lineares, Tpo T1: U — W também é uma
transformac3o linear.

Também é possivel fazer composicdo com mais de duas transformacdes. Sendo T1: U — V,
Tr: V—We T3: W—Y forem transformacdes lineares, entdo a composicao T3o Too T1 é
definida por

(T30 T20 T1)(u) = T3(T2(T1(u)))

(T,=T,= T )u)

— T ___"""m..»-"""'___ T, '"'“‘"----..._,.----""__ T
u Ti(u) IyT,(u)) T(T(T (w))




Composicoes e Transformacoes inversas

Inversas

Se T: V — W for uma transformagio linear injetora, cada vetor we Im(T) é imagem de um
tnico vetor ve V. Essa unicidade permite definir uma transformacdo que transforma w em v.
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Composicoes e Transformacoes inversas

Inversas

Se T: V — W for uma transformagio linear injetora, cada vetor w e Im(T) é imagem de um
tnico vetor ve V. Essa unicidade permite definir uma transformacdo que transforma w em v.

Definicao

Sendo T: V — W uma transformacdo linear injetora, define-se a transformacao inversa de T,
denotada por T~1: Im(T) — V tal que
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Composicoes e Transformacoes inversas

Inversas

Se T: V — W for uma transformagio linear injetora, cada vetor w e Im(T) é imagem de um
tnico vetor ve V. Essa unicidade permite definir uma transformacdo que transforma w em v.

Sendo T: V — W uma transformacdo linear injetora, define-se a transformacao inversa de T,
denotada por T~1: Im(T) — V tal que

T_l( T(v)) T_l(w) =v
T( T_l(w)) =T(v)=w

Se T: V — W for injetora, o dominio de Tléa imagem de T, ndo necessariamente todo o W.
Contudo, se T: V — V for um operador injetor, vimos que ele serd também sobrejetor e, nesse
caso, o dominio de T~! serd todo o espaco V.
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Composicoes e Transformacoes inversas

Inversas
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Composicoes e Transformagdes inversas

Inversas

Exemplo :
X1 3X1 + X2

Seja T: R3 — R3 operador definido por T |xo | =|-2x1 —4x0 +3x3 |.
X3 5x1 +4x0 — 2X3

Determinar se T € injetor e, caso positivo, encontrar 71,
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Composicoes e Transformagdes inversas

Inversas

Exemplo :

X1 3x1 + X2
Seja T: R3 — R3 operador definido por T x| = | —2x1 —4x +3x3 |.
X3 5x1 +4x0 —2x3
Determinar se T é injetor e, caso positivo, encontrar T-1.
3 1 0
-2 -4 3 ] . Se esta matriz tem inversa, seu nticleo serd sé o vetor nulo
5 4 =2

R.: A matriz associada a T é

4 -2 -3
e a transformacdo é injetora. Ora, sua inversa é [—11 6 9

X1
Tl X2 | =
x3

. Assim T é injetor e

-12 7 10
4 — =31 [x1
-11 6 9 X2
-12 7 10] [x3
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Composicoes e Transformacoes inversas

Inversas

Teorema

Se T1: U—V e Ty: V— W forem transformacdes lineares injetoras, entdo
a) TpoTj éinjetora e
b) (T20 Tl)_l): Tl_lo Tz_l

Esse resultado pode ser estendido a composicdes de trés ou mais transformacoes lineares, sempre
atentando para a ordem das aplicagGes.

(TzoTooT1) 1) = Tylo Ty o T3t
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Composicoes e Transformacoes inversas

Exercicios sugeridos
8.3 (pag 457): 1,3,5,11,14,15
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Bons Estudos!!!
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