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Introducao
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Volume de Sdélidos
Introdugdo
Uma aplicagdo das integrais de uma variavel é o calculo de volume de um sdlido.

Universidade Federal do Parand - Campus Jandaia do Sul



Volume de Sélidos por fatiamento
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Volume de Sélidos

Volume de Sélidos por fatiamento

A primeira técnica que apresentamos aqui é o “fatiamento”. Nesta técnica, “fatiamos” um sélido, sabendo que o
volume do sélido serd a soma do volume de cada fatia.
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Volume de Sélidos

Volume de Sélidos por fatiamento

Nesta técnica, “fatiamos” um sélido, sabendo que o volume do sélido serd a soma do volume de cada fatia. O
Volume de cada fatia é aproximadamente a sua espessura vezes a drea da fatia.

4 - Espessura

__AreadaFatia
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Volume de Sélidos

Volume de Sélidos por fatiamento

Sendo A(x) uma fung3o que calcule a drea da face, e Ax a espessura da fatia, temos o volume da fatia dado por
Vi = A(x)Ax.

Assim, o volume do sélido todo serd a soma dos volumes das n fatias
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Volume de Sélidos

Volume de Sélidos por fatiamento

Considerando que, no grafico, a primeira fatia comeca em a e a ultima termina em b e fazendo o nimero de fatias
crescer (n — 00), a espessura das fatias tende a 0 (Ax — dx) e

n n b
V= nan;o Zl Vi= nhn;o ZIA(X)AX = /a A(x)dx

Assim, calculando uma integral, conseguimos obter o volume do sélido.
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Volume de Sélidos

Volume de Sélidos por fatiamento - Exemploo

Mostrar a férmula de célculo de volume de uma pirdmide de base quadrada, com aresta da base a.
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Volume de Sdélidos

Volume de Sélidos por fatiamento - Exemploo

A férmula da drea do quadrado é a°. O tamanho das arestas diminui de forma linear. Para x =0, a arestaé ae a
drea a%. Para x = h temos o vértice, ou seja drea 0. Precisamos da relacio entre a posicio da fatia e sua aresta.

Sendo f a aresta da fatia em uma certa altura, temos que

h (h-x) b hex

f a f

. a(h — x , . , .
Assim, f = g e a area da fatia que estd na altura x serd

X h
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Volume de Sélidos

Volume de Sélidos por fatiamento - Exemplo

h —_—
vz/ A(x)dx:/ (a(”h X)) dx _—/(x—h) dx
0 0
2 h
-2 X2—2hx—h2dx— X——2h—+h2
B2 3 .

G5 ) ()
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Rotacao em torno de um eixo
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Sélidos de Revolucdo

Rota¢do em torno de um eixo

Uma &rea pode ser rotacionada em torno dos eixos, ou em torno de alguma outra reta no grafico, gerando um sélido

y

Em torno do eixo x Em torno do eixo y
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Volume por Fatiamento
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Sélidos de Revolucdo
Volume por Fatiamento

As fatias de um sélido de revolugdo normalmente s3o circulos, ou “arruelas” (roscas). Area do Circulo: 7r

2

Em torno do eixo x ' .
Em torno do eixo y
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Sélidos de Revolucio

Volume por Fatiamento

Em torno do eixo x, a posi¢do das fatias varia em um inter-

valo no eixo x.
Se a fatia for um circulo

b
V:/ 7(raio)?dx

sendo o raio uma func¢3o de x.

Em torno do eixo y, a posi¢do das fatias varia em um inter-

valo no eixo y.
Se a fatia for um circulo

b
V:/ w(raio)?dy
a

sendo o raio uma fungdo de y.
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Sélidos de Revolucio

Volume por Fatiamento

Em torno do eixo x, a posi¢do das fatias varia em um inter-

valo no eixo x.
Se a fatia for uma rosca

b
V= / 7 [(r. maior)? — (r. menor)?] dx

sendo os raios funcdes de x.

Em torno do eixo y, a posi¢do das fatias varia em um inter-

valo no eixo y.
Se a fatia for uma rosca

b
V= / m [(r. maior)? — (r. menor)2] dy

sendo os raios fung¢des de .

raio menor
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Sélidos de Revolucdo

Volume por Fatiamento - Exemplo

4
3 i
2 -
Calcular o volume do sélido gerado pela rotagio da
diferenca entre as funcdes g(x) = 2x e f(x) = x* (2) | 2
em torno do eixo y pelo método do Fatiamento. g ; N
flz) =2?
T T 0 T T
-2 -1 0 1 2
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Sélidos de Revolucio

Volume por Fatiamento - Exemploo

L™

Precisamos achar os pontos de intersecao das fungdes para obter
o intervalo.

2x:x2:>x2—2x:0:>x(x—2):0
=x=0oux—2=0=x=0o0ux=2

Como a rotagdo é em torno de y, as fatias tem uma variagdo
em y, em formato de rosca. Temos:

x=0 = y=0
x=2 = y=4

E este intervalo [0, 4] serd nosso intervalo de integrag3o.
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Sélidos de Revolucio

Volume por Fatiamento - Exemploo

Para as variagdes dos raios (as fungdes que usaremos), é preciso
reescrever as fungdes que temos (que estdo em x) para a varidvel
que usaremos (no caso, y).

2

r.menor:y =2x — Xx=
— x =

%Mk

r. maior:y = x %
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Sélidos de Revolucio

Volume por Fatiamento - Exemploo
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Volume por Cascas Cilindricas
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Sélidos de Revolucio

Volume por Cascas Cilindricas

Outra forma de se calcular volumes de sdlidos de revolugdo é através do método das cascas cilindricas

B alamy stock photo
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Sélidos de Revolucdo

Volume por Cascas Cilindricas

Outra forma de se calcular volumes de sélidos de revolucdo é através do método das cascas cilindricas

O volume do sélido é a soma dos volumes
das cascas.

Cada casca pode ser planificada.
Comprimento da casca: 27r, sendo r raio

da casca.
Altura: h, normalmente dada como fung¢3do.
. Espessura: Ax, que tende a dx quando o
Planificacdo da Casca nimero de fatia tende ao infinito.

\

Formacao da casca
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Sélidos de Revolucio

Volume por Cascas Cilindricas

Temos entdo uma forma para calculo de volume:

Vi = 2n(raio da casca) - (altura da casca) - Ax e V = Z Vi

i=1

Semelhante ao fatiamento, teremos uma integral que pode ser expressa genericamente como

b
V= / 27 (raio da casca) - (altura da casca)d("varidvel”)

O raio da casca é a distancia entre a casca calculada e o eixo de rota¢do. O intervalo de integracdo [a, b] é dado
pela variagdo deste raio, sendo a o menor raio possivel e b o maior raio.

A altura da casca muitas vezes tem relagdo com a fun¢do que originou o sélido, mas nem sempre é a prépria fungdo.
A “varidvel” depende do eixo/reta no qual foi feita a rotacio
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Sélidos de Revolucio

Volume por Cascas Cilindricas

Em torno do eixo x .
Em torno do eixo y

b
V= 27 - - (altura d d b
/a m - r(y) - (altura da casca)dy V= / 27 - r(x) - (altura da casca)dx
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Sélidos de Revolucio

Volume por Cascas Cilindricas

Temos entdo uma forma para calculo de volume:

Vi = 2n(raio da casca) - (altura da casca) - Ax e V = Z Vi

i=1

Semelhante ao fatiamento, teremos uma integral que pode ser expressa genericamente como

b
V= / 27 (raio da casca) - (altura da casca)d("varidvel”)

O raio da casca é a distancia entre a casca calculada e o eixo de rota¢do. O intervalo de integracdo [a, b] é dado
pela variagdo deste raio, sendo a o menor raio possivel e b o maior raio.

A altura da casca muitas vezes tem relagdo com a fung¢3o que originou o sélido, mas nem sempre é a prépria
fung¢do. A “varidvel” depende do eixo/reta no qual foi feita a rotacdo
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Sélidos de Revolucio

Volume por Cascas Cilindricas

Em torno do eixo x ! .
Em torno do eixo y

b
V= 27 - r(y) - (altura da casca)d: b
/a ) ey %4 :/ 27 - r(x) - (altura da casca)dx
a
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Sélidos de Revolucdo

Volume por Cascas Cilindricas - Exemploo

4
3 i
Calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo da
. p 2
diferenga entre as fungdes g(x) = 2x e f(x) = x 2
em torno do eixo y pelo método de Cascas
Cilindricas. J4 temos que os pontos de intersecdo (z) k= 24
sdo x = 0 e x = 2. Este serd o intervalo de variacdo g i
do raio da casca e, por isso, o intervalo de f(a:) — g2
integragao.
0
-2 -1 0 1 2
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Sélidos de Revolucdo

Volume por Cascas Cilindricas

A altura da func¢3o deve ser analisada pelo gréfico (esbogo).
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Sélidos de Revolucdo

Volume por Cascas Cilindricas - Exemploo

Para este caso o raio da casca serd o préprio x, por ser uma
rotagdo em torno de y com a figura comegando em 0, a direita
do eixo. Para cada caso é preciso analisar (desenhar uma casca)
para compreender o tamanho do raio.
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Sélidos de Revolucdo

Volume por Cascas Cilindricas - Exemploo

2 2
V:/ 27r'X'(g(X)_f(X))dX:27r/X-(2x—x2)dx
0 0
2 3 42 3 4
_ 2 By = x_xX| _ z_ 2
—27r/0 2x ><d)<—27r[23 4}0—27r<23 4>

16 87
(595
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Bons Estudos!!!
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