“ . Maxima Verossimilhanca Gaussiana

oy
:?)p O problema pode tambem ser resolvido com uma
abordagem probabilistica...

Qual a probabilidade de uma determinada classe ocorrer
em cada posigao da imagem!
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:‘:’ Obijetivo: Dado um pixel “x” (ou seja, lemos um pixel na
vy imagem e conhecemos seus valores digitais) definir a classe
| /- mais provavel w, dentre um conjunto de classes possiveis,
. rL .
et com base nas estatisticas das amostras:
[W=w,,w,,...,w_].
estatisticas
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Claro gue...

Na uma imagem digital

» todos os valores digitais podem ocorrer, porém com diferentes
probabilidades p(x)

» As classes nao ocorrem com a mesma frequéncia, logo existe diferente
probabilidade de cada classe ocorrer p(w)
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Maxima Verossimilhanca

Com base nas amostras podemos estimar a probabilidade com que
cada valor ocorre em cada classe. Se um valor ocorre muitas vezes em
uma classe, entdao tem alta probabilidade.

Se conhecemos todas as probabilidades P(x e w;) , entdo podemos
escolher a classe associada a maior probabilidade.

- - [m __'r;t__ P(x €A)=0,9
- ‘ Hhm .. PlxeB)=04
4 i
’ - . P(xC)=0.0
¥ Ou seja, atribuir o plxel ”a classe w,, se:
N

N P(xe w) > P(xe w,)
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vy Entao, queremos saber a probabilidade de uma determinada classe
35 ocorrer, dado que o valor digital “x” ocorre P(w/x).

Se conhecemos todas as probabilidades P(w, [x), entdo escolhemos a
classe associada a maior probabilidade.
estatisticas
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Exemplo:
O pixel tem valor 21 no IVP (nha escala |-255);
A classe “agua” ocorre nesse local.

Se o pixel tem valor=x, qual a
probabilidade dele ser da classe ’k’’?

Se o pixel tem valor=21, qual a probabilidade dele
ser da classe dgua?

Se a classe é “k’’ qual a probabilidade dele
ter o valor x?

.. » Sesabemos que o pixel é da classe dgua, qual a
W W probabilidade dele ter valor=21?




__ Os dois eventos ocorrem ...

au.”n

O pixel tem valor “x A classe é “k”

A Qual é probabilidade de uma classe “w,” ocorrer ao mesmo tempo que o

au.,”n

ixel com valor “x” ocorre ... P(pixel=x e classe=w,)
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Se conhecemos o valor x

Se conhecemos o valor do pixel...

" Aprobabilidade de uma classe “w,” ocorrer ao mesmo tempo que o pixel

~ : .
X . com valor “x” ocorre ... P(pixel=x e classe=w,) pode ser descrita pela

au.,”n

probabilidade condicional da classe “w,” dado que o pixel “x” ocorre

P(x,w)=p(w,|x) * p(x)



Se soubermos gual é a classe...

A Por outro lado, se sabemos que o pixel é da classe “k”, e como
..+ temos as estatisticas das amostras, podemos calcular a mesma
./ . probabilidade conjunta como o evento:

O valor “x” ocorre, dado que a classe w, ocorreu
P(x,w)=p(x|w,) * p(w)

=
SOLO Se o pixel e de
solo, qual a

| probabilidade
; dele ter valor 10?
AGU

P(x, dado SOLO)

P(x, dado VEG)

P(x, dado AGUA)
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~ " » lgualando:
12 p(walx) * p(x) = p(xlw,) * p(w,)

A
£ v”{ Podemos calcular a probabilidade da classe “w,” ocorrer, dado
‘” que lemos um pixel com valor digital “x” da imagem:
) p(x|w,) * p(wA)

x
; p(x)

p(wA|x)=

..
T L




A probabilidade é calculada como:
p(x|w) * p(w)
p(x)

P(x): Prob. do pixel “x” ocorrer na imagem.

Plwlx) =

P(x|/w): funcao densidade de probabilidade da

o 24

classe “w”.

P(w): Probabilidade “a priori” da classe.

» Explicados a seguir...



_ p(x|w)* p(w)
P(w|x) = o)

Os valores digitais na imagem nao ocorrem
com a mesma frequéncia. Qual a
probabilidade de encontrar um valor 255
nesta imagem?

,l‘ Como as probabilidades serao comparadas, este valor é igual

, para todas as classes e se torna redundante, e pode ser

: ~ desconsiderado Plxew,) > P(xe w,)

p(x[wa)* p(Wa) . P(XIWs)* p(Ws)

b b




%é P(x): Prob. do pixel “x” ocorrer na imagem.

LN 4 Entao calcula-se
ri - G{wlx) = p(x|w) * p(w)

Uma funcao discriminante que é proporcional a probabilidade,
mas que nao € o verdadeiro valor da probabilidade.

|”

Porém, esta funcao serve para encontra a classe “mais provave

Com isto, a regra passa ser:

atribuir o pixel “x” a classe A, se:
3 Gwyalx) > G(wp |x)

p(x[Wy)* p(Wy) > p(x|Wg)* p(Wpg)
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’WA P(WZ: Probabilidade “a Eriori”

_ Plxw)* p(w)
bk

P(w) descreve a frequéncia com que a
classe ocorre na imagem.

P(wlx)

Qual a probabilidade de encontrar um
pixel de areia nesta imagem?

O que é mais provavel, areia ou agua®?

Para saber isto, deveriamos conhecer quantos pixels de
cada classe tem na imagem, mas a verdadeira classificacao
dos pixels é desconhecida (é o que queremos)

Para nao favorecer nenhuma classe injustamente, o valor de
p(x) é igual para todas as classes.



P(A)=P(B)

Probabilidade

Valor digital
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P(x[w): funcao densidade de probabilidade
p(x|w) * p(w)
p(x)

P(x[w): A funcao densidade de probabilidade da classe
descreve a variacao dos valores digitais dentro de cada
classe.

P(w|x) =

Que valores sao mais frequentes em uma classe! Quais sao
pouco frequentes?

Cada classe tem uma distribuicao propria.

P(nc=10):alta

P(nc=200):baixa. - .

B — - -y




Q(x\w) dada uma classe, gual a grob(x) ?

» Dado que temos definida a classe, qual a probabilidade de encontrar um
pixel com determinado valor?

ocorréncias B

\ocorréncias A .

Total: 41 pixels Total: 43 pixels

V.D.

345 678 910 9 10 Il 12 13 1415..

Qual a probabilidade de encontrar um pixel com valor=9 na classe A?
o E na B?

p(x|w) = distribuicdo dos pixels considerando apenas os membros de uma classe “w



» No caso multidimensional, o que se encontra geralmente na
classificacao de varias bandas espectrais em sensoriamento
remoto, a expressao muda, substituindo-se a média pelo
vetor de médias (m) e a variancia pela matriz variancia-
covariancia (C), para considerar a dispersao dos dados em
torno da média em todas as bandas. Assim:

1
= e
IC|1/2+/2m

—0.5 (x-m)Tc=1(x-m)

p(x|w)




Probabilidade

A inclusao da matriz variancia
"~ covariancia € fundamental para levar em e
~ fff; consideracao a dispersao dos dados em o 6fe)
?h torno das médias, que pode ser paralela - e
- ./ aos eixos, com intensidades diferentes, A
E« e apresentar correlacdo entre bandas. j 7\/\\ ﬁ".b,,iﬁ,
ud "1 o __ G X 4o nornal
"f".' .E /¢ J JI| multivariada
r == \\/ /
,.' ' - banda 1
I'_.
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» Swain & Davies

Probability density
function value

Figure 7.43  Probability density functions defined by a maximum likelihood classifier.

»Considerando duas bandas: a probabilidade varia em
| funcao das leituras de cada banda para cada classe e cada
W classe pode ter uma distribuicao diferente.




Band 4 digital numbre

»Contornos de mesma probabilidade variam em funcao da matriz var-
covariancia



Resumindo e simplificando...

Se a “probabilidade a priori” é considerada constante

P(xe w;) > P(xe w)
p(x| wj) * p(w;) S p(x| wi) * p(wy)
p(x) p(x)
p(x[wj) * p(w;) > p| wi) * p(wy)
p(x| w)) > p(x| W)

Se simplifica para, Atribuir o pixel “x” a classe w,, se:
J

p(x|w;) > p(x|w,)

Assim, apenas a distribuicao dos pixels dentro da classe é analisada. Neste caso,
nao se calcula o verdadeiro valor da probabilidade, mas sim um valor que
permite discriminar as classes, por isso se fala em funcao discriminante.
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’M‘A P(x|w): funcao densidade de probabilidade

#J

/: e problema é estimar a funcao densidade de probabilidade de
w. " cada classe. Estimar a variacdo das probabilidades dos valores

- - digitais dentro de cada classe.

45;’4 Uma fung¢do pode ser usada para modelar a distribui¢cao dos

-

o~
;::f | pixels em cada classe, com base nas amostras de
f_'pw treinamento.

" Na maioria dos casos, as classes seguem uma distribuicao
» . .
~ o Gaussiana, ou Normal, que pode ser descrita, no caso

"~ unidimensional, com a média U e a variancia o da classe.

: 1 o (=)’
fx) = 03757
oV 2T
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» No caso multidimensional, a expressao muda, substituindo-
se a média pelo vetor de médias (m) e a variancia pela
matriz variancia-covariancia (C), para considerar a dispersao
dos dados em torno da média em todas as bandas:

1
(x|lw) = e
P C|Y/22m

—0.5 (x-m)Tc1(x—m)




» Ainclusao da matriz variancia covariancia é fundamental
para levar em consideracao a dispersao dos dados em torno
das médias, que pode ser paralela aos eixos, ou apresentar
correlacao entre bandas.

Probabilidade
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DIoCeSSO

Calcular ao vetor de médias e a matriz
7. variancia-covariancia das classes M e .
1 Para cada pixel:
Calcular a probabilidade que associa este
. X
pixel a cada uma das classes !
. , x = X2
Comeparar as probabilidades e selecionar a
classe mais provavel.

|
! !

p(x) p(x € A) p(x € B)




Imglementagéo *

—-0.5 (x-m)Tc 1 (x—-m)

x|lw) = e
p(x|w) I

Na realidade, nao se calcula toda a expressao, pois existem
alguns fatores constantes que podem ser desconsiderados.

O calculo é mais eficiente usando a representacao
logaritmica
G = log( p(x|w))
1 —
G= log(lcll/—zm) — 0.5 (.X — m)TC 1(X — m)

G= —log(|C|*?) —log(y/2m) — 0.5(x —m)TC~*(x — m)

G= —log(|C|*?) —0.5(x —m)TC™ (x — m)




MaxVer vs MinDist.Eucl.

» Os dois metodos usam o vetor de médias para descrever as
classes (posicao no espaco dos valores digitais)

22> O método da Maxima Verossimilhanca considera a dispersio
dos dados em torno da media (variancias e covariancias)

» Com isto, a fronteira de decisao € diferente para os dois
metodos.
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Distancia Minima

ol Contra

Assume que a variacao dos valores digitais € igual em
todas as diregoes, o que nem sempre € verdade

v
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Considere 0s 2 casos

B
S Y S
~ A O.v :
< 0@ a
z| o@ Z
S o5
BANDA | (X)
3 Qual é a decisao mais correta para classificar o pixel (Ponto Branco) ?
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w4 As Classes sao separaveis?

" » A medias sao proximas!

Fregq.
Valor digital
HERRERER
Freq.
Valor digital




w4 As Classes sao separaveis?

" » E as variancias!?
Freq.

Valor digital

Freq.




Dlvergenma

Utiliza os vetores de médias (m), bem como as matrizes variancia-
covariancia (V) de cada classe, estimadas a partir das amostras. A
divergéncia pode ser entendida como a soma de duas medidas.

Div(A,B) = ~{ P1 + P2

A primeira, P1, é a diferenca normalizada entre as matrizes variancia-
covariancia (V).

Pl=Tr{(Va=Vg) V'3 = V71}

A segunda parte, P2, leva em consideracdo a diferenca entre os

vetores de médias.

P2 =Tr{(V'g— V71, (m, —mg)(m, — mp)t}

Quanto maior o valor da divergéncia, maior a separabilidade entre
classes.



"" A Divergéncia Transformada:

» Para fins de comparacao, a divergéncia pode ser
/.~ normalizada a uma faixa de variagao determinada.

A} DT(A,B) = 2000 [1 — exp(Div(A, B)/8]

.~ » Alguns autores consideram que uma separabilidade

+ aceitavel e atingida quando os valores da divergencia se
+ aproximam de 2000 (Chuvieco [1990]).
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| A exercicio

ot 4o | . :
"o » Selecione amostras de diferentes classes em uma

7
imagem e calcule a divergencia transformada entre os
| pares de classes, considerando diferentes combinagoes

“[y de bandas.

i 1) . L g
s 4 » Qual o menor conjunto de bandas que ¢é suficiente para

7 I"/‘_" separar suas classes?
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Exercicio

" » Com as mesmas amostras do exercicio anterior,

classifique a imagem usando o método da distancia
minima Euclidiana e compare os resultados

Ex:

Agua

Mata Atlantica
Areas urbanas
Areia

Restinga

Solo umido

Solo seco.... Etc etc
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