’ Maxima Verossimilhanca (Gaussiana

O problema pode tambem ser resolvido com uma
abordagem probabilistica...

Qual a probabilidade de uma determinada classe ocorrer
em cada posigao da imagem!



;“”f Maxima Verossimilhanca
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Obijetivo: Dado um pixel “x” (ou seja, para um pixel da
imagem, do qual conhecemos os valores digitais) definir a
-2y classe mais provavel w, dentre um conjunto de classes
o) 5 possiveis, com base nas estatisticas das amostras:
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IW=w,,w,,...,w_].
estatisticas
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Claro que...

Na imagem digital, todos os valores digitais podem ocorrer, porém com
diferentes probabilidades p(x)

As classes nao ocorrem com a mesma frequéncia, logo existe diferente
probabilidade de cada classe ocorrer p(w)

e




Maxima Verossimilhanca

Com base nas amostras, estima-se a probabilidade com que cada valor
ocorre em cada classe. Se um valor ocorre muitas vezes em uma classe,
entao tem alta probabilidade.

Se conhecemos todas as probabilidades P(x e w;) , entdo podemos
escolher a classe associada a maior probabilidade.

8 Ao - Y [m — P(x €A)=0,9

| ) - ‘ 'ihﬁ P(xeB)=0,4
4 i

: A ; P(x C)=0.0

' Ou seja, atribuir o plxel ”a classe w,, se:

"
' P(xe w) > P(xe w,)




""TA Maxima Verossimilhanca

vy Entao, queremos saber a probabilidade de uma determinada classe
ocorrer, dado que o valor digital “x” ocorre P(w/x).

Se conhecemos todas as probabilidades P(w, [x), entdo escolhemos a
classe associada a maior probabilidade.

estatisticas

DADO ‘ 1[ ._
. Ll hﬂr = P(x, dado A)
o g  P(x, dado B)
NIR
MIR P(x, dado C)




Os dois eventos ocorrem ...

Qual é probabilidade de uma classe “w,” ocorrer em um pixel
com valor x

Para isto, o valor x deve ocorrer e a classe=w, deve ocorrer
P(pixel=x e classe=w,)
O pixel tem valor “x” A classe € “w”

Histograma

(o P(pixel=x)

classe=w,)




Se conhecemos o valor x

o, .7

A probabilidade de um pixel com valor conhecido “x” seja
da classe “w,” pode ser descrita pela probabilidade

o, .7

condicional da classe “w,” dado que o pixel “x” ocorre

P(x,w)=p(w, | x) * p(x)
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ﬂ" £ Se conhecemos “X

,’;45‘ Se pixel tem valor x, qual a probabilidade da classe “k”
/”‘ : ocorrer nesse local?
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A [ X

r N
4 Y
g

or

|

" Seo pixel tem valor 21 (na escala 1-255),

- qual a probabilidade de encontrar a classe:
» Vegetacao p(w=Veg | x=21)
» Areaurbana  p(w=Urb | x=21)
» Agua? P(w=Agua | x=21)




Se conhecemos a classe...

Se em uma posi¢ao da imagem € encontrada a
classe “w”, qual € a probabilidade do pixel ter o
valor x!?

p(x | w) -ﬁ

Vegeteiao

. Se for encontrada a classe agua, qual a probabilidade do pixel
ter valor 200?

p(x=200 | w=Agua)




Se soubermos qual € a classe...

Se sabemos que o pixel é da classe “w,”, e como temos as

.+ estatisticas das amostras, podemos calcular a mesma

e
SOLO

AGM

.. probabilidade condicional do evento:
O valor “x” ocorre, dado que a classe w, ocorreu

P(x,w,)=p(x|w,) * p(w)

Se o pixel é de
solo, qual a
probabilidade
dele ter valor 10?

P(x, dado SOLO)
P(x, dado VEG)

P(x, dado AGUA)
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«. "+ Queremos prob(pixel=x ao mesmo tempo que classe=w,)

)
.

» lgualando:
p(w,|x) * p(x) = p(x|w,) * p(w,)

Podemos calcular a probabilidade da classe “w,” ocorrer, dado
que lemos um pixel com valor digital “x” da imagem:

_ p(x|w,) * p(wk)
! p(wk|x)= D (x)




Se, dado o valor do pixel, |

"’5 podemos calcular a

: probabilidade de cada classe
/ 44 comaregra

p(x|w)* p(w)

p(x)

1 f’;’ Podemos calcular a probabilidade
¥ A associada a todas as classes para cada
> pixel

4 E seria razodvel classificar o pixel na cIasse mais provavel
, Pixel x pertence a classe W, se:

’w /;46 C/GSSItICGEGO por Qrobabllldade

U Pl =
|

P(xe w,) > P(xe wyg)

pXIwa)* p(wa) P(x|Ws)* p(Ws)
p(¥) | p(x)




ﬁf/', Probabilidade da classe
A probabilidade é calculada como:
p(x|w) * p(w)
P =
(Wx) v

P(x): Prob. do pixel “x” ocorrer na imagem.

P(x|/w): funcao densidade de probabilidade da

o 24

4 classe “w”.

P(w): Probabilidade “a priori” da classe.

» Explicados a seguir...
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A/ : :

’MA P(x): Prob. do pixel “x” ocorrer na imagem.
e . B

L pw P
=T

ff"ﬁé p(x) : Os valores digitais na imagem
o . nao ocorrem com a mesma

frequéncia.

- ’
’

o }“ Qual a probabilidade de encontrar
um valor 255 nesta imagem? b - S
4 Como as probabilidades serdo comparadas, este valor é igual

. para todas as classes e se torna redundante, e pode ser

- desconsiderado

P(xe w,) > P(xe wyg)

pEIW)* p(wa) . P(xIWs)* p(ws)
P& ST




ot
“ . Regra modificada
:.‘.t”.";b

LN 4 Entao calcula-se
A G(wlx) = p(x|w)* p(w)

Uma funcao discriminante que é proporcional a probabilidade,
mas que nao € o verdadeiro valor da probabilidade.

I”

Porém, esta funcao serve para encontra a classe “mais provave

# Com isto, a regra passa ser:

atribuir o pixel “x” a classe A, se:
2 Gwylx) > G(wp |x)

p(x|[Wy)* b(W,) > p(x|Wg)* p(Wpg)



P‘WZ.’ Probabilidade “a Eriori”

p(x|w)* p(w)
p(x)

P(w) descreve a frequéncia com que a
classe ocorre na imagem.

P(w|x) =

Qual a probabilidade de encontrar um pixel
de vegetacao nesta imagem?

O gue é mais provavel, vegetacao ou agua?

Para saber isto, deveriamos conhecer quantos pixels de
cada classe tem na imagem, mas a verdadeira classificacao
dos pixels é desconhecida (é o que queremos).

Para nao favorecer nenhuma classe injustamente, o valor de
p(x) é igual para todas as classes (p(w) =1).



g&} Efeito da_Probabilidade a priori

7

P(A)=P(B)

Valor digital

Probabilidade

Valor digital




ﬁ' Resumindo e simplificando...

' ,';b Se a “probabilidade a priori” é considerada constante, e é assumido que p(x) pode

/£ %  serdescartado (constante) , para fins de comparagdo ...

<

L3y Atribuir o pixel “x” a classe w;, se:

' P(xe wy) > P(xe w,)
p(x|wj) * p(w;) _ p(X|wy) * p(wy)
>
p(x) p(x)
p(x[wj) * p(w;) > p(x| wi) * p(wy)

? | p(x| wj) > p(x| wy)

A regra de classificagdo se simplifica para, Atribuir o pixel “x” a classe w;, se:

p(x|w;) > p(x|w,)

, Assim, apenas a distribuicdo dos pixels dentro da classe é analisada (funcao
: densidade de probabilidade da classe). Neste caso, ndao se calcula o verdadeiro
valor da probabilidade, mas sim um valor que permite discriminar as classes, por
isso se fala em funcao discriminante.
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-}.s&/',..--
'wA P(x|w): funcao densidade de probabilidade
‘.

-/'::f‘" P(x|w): A funcao densidade de probabilidade da
| classe descreve a variacao dos valores digitais

a{£ dentro de cada classe.

A

i+ Que valores sio mais frequentes em uma classe?
ﬁ”n; Quais sio pouco frequentes?
< " Cada classe tem uma distribuicao propria.

#

. - ~{ P(nc=10):alta

P(nc=200):baixa. . .

LR o |




Q(x\ Wz dada uma Classei gual a Qrob(xz ?

» Dado que temos definida a classe, qual a probabilidade de encontrar um
pixel com determinado valor?

ocorréencias A ocorrencias B

Total: 41 pixels Total: 43 pixels

V.D.

345 678 9

|0

9 10 Il 12 13 1415..

Qual a probabilidade de encontrar um pixel com valor=9 na classe A?
(o E na B?

p(x|w) = distribuicdo dos pixels considerando apenas os membros de uma classe “w
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: r',;& Na natureza, a distribuicao de muitos
7N
..+ fenomenos podem ser adequadamente
. modelada com a distribuicac Normal

(Gaussiana).

~ A variacao de muitas classes em uma
.’1‘5' / imagem de satélite seguem uma distribuicao
! ’7 Normal, com média u e variancia o .

Para uma banda vale:

(x—w)*
1 o5 (G5
oV 2Tt

;1 f(x) =

o
-

Agroxmagao Normal

} Freq. 7T

v

Valor digital

* Como a média e a variancia populacional (4, 0) sio aproximadas pela média e

-

variancia da amostra (m,S):

F) =

SV2T1

o5 (e

@)2



P(x|/w): funcao densidade de probabilidade

" A funcao densidade de probabilidade descreve a variacao dos
’7“ - valores dentro de uma classe.

. Para usar a aproximacao da distribuicao normal, a média e a
variancia sao calculadas a partir das amostras.

Jx)

5,




Caso multidimensional

» No caso multidimensional (x : valor em varias bandas
espectrais em sensoriamento remoto), a expressao € escrita
em funcdo do vetor de médias (i) e a varidncia pela matriz
variancia-covariancia (C), para considerar a dispersao dos
dados em torno da média em todas as bandas. Assim:

1 T 1
(X|W) — 8—0.5{ (Xx—m)" C~+(x—m)}
P €|/ 2




Diferenca

A inclusao da matriz variancia
covariancia € fundamental para levar em

consideracao a dispersao dos dados em
torno das médias, visto que bandas

espectral mente proximas apresentam
alta correlacao.

P(x)

»

Banda 2

Banda 2

P(x)

Banda 1 -

Banda 1'



Diferenca

A inclusao da matriz variancia covariancia facilita a separacao de classes,
pois leva em consideracao a rotacao dos dados no espaco espectral.

A
P(x)

P(x)

N\

»




Visualizacao 2D

» Considerando duas bandas: A distribuicao das classes pode ser diferente em
termos de médias e dispersao.

» Quando a dispersao € muito grande, pode ocorrer superposicao de classes.

1 Funcio densidade
de probabilidade

Arei‘_a\ |'

Milho

™~
\'I'I

Area urbana

vermelho

IVP

Exemplo de fungoes densidade de probabilidade para diferentes classes, segundo Swain & Davies



Processo

) Calcular ao vetor de médias e a matriz

j‘" - variancia-covariancia das classes.

./ . Para cada pixel:

* Calcular a probabilidade que associa este
pixel a cada uma das classes [x 1]

* Comparar as probabilidades e selecionar a

classe mais provavel.

R
. :,‘11 A

p(x € B) .| ) .
/ p(x € A) \ my, SA m,, SB
Y- / i

. >l'-"a. 9
Ry . valor



Implementacao *

—0.5 (x—-m)Ts7 1 (x—m)

x|lw) = e
P 1S|11/2+/21t

Na realidade, nao se calcula toda a expressao, pois existem
alguns fatores constantes que podem ser desconsiderados.

O calculo é mais eficiente usando a representacao
logaritmica
G = log( p(x|w))
1 —
G= log ( ISIl/Zx/ﬁ) 05(x —m)TS1(x —m)

G= —log(v2m —log(|S|*? ) = 0.5(x — m)TS™(x — m)

G= —log(|S|*/?) —0.5(x —m)TS™(x — m)




MaxVer vs MinDist.Eucl.

» Os dois metodos usam o vetor de médias para descrever as
w. = classes (posicao no espago dos valores digitais)

-1 » O método da Maxima Verossimilhanca considera a dispersio
dos dados em torno da media (variancias e covariancias)

i _+» Com isto, a fronteira de decisao € diferente para os dois
o 74 métodos.

|\ @O

v

v




Distancia Minima

ol Contra

Assume que a variacao dos valores digitais € igual em
todas as diregoes, o que nem sempre € verdade

v

v




Considere os 2 casos

BANDA 2 (Y)

BANDA 2 (Y)

BANDA | (X) BANDA [ (X)

Qual é a decisao mais correta para classificar o pixel (Ponto Branco) ?

________________________________________________________________________________________________________________________




Simplificando mais,,,

G= —log(|S[¥?) —0.5(x —m)TS~1(x —m)

A funcao discriminante pode ser ainda mais simplificada.

O que ocorre se todas na matriz variancia-covariancia todas as
variancias sao iguais e as covariancias todas nulas, PARA TODAS AS

CLASSES?
v2 0 0 1 0 O
Szlo 12 o]zvzlo 1 0]
0 0 v? 0 0 1

—log(|S|*/? ): 0 determinante é igua/ a (v?)", igual para todas
as classes, logo este termo é constante e pode ser desconsiderado.

G=-05x-m)TsS1(x—-—m)
G= (x —m)T(x —m) ... Que é a distancia Euclidiana.




-/, ‘ Separabilidade

/" » A separabilidade, ou distancia, entre duas classes com
- distribuicido NORMAL pode ser estimada a partir dos
vetores de médias e a matriz Variancia-Covariancia.




;" " » A medias sao proximas!
| Fregq.

Valor digital

Freq.

Valor digital




Freq.

Valor digital

Freq.




'W,A Divergéncia

'o“)

7 'k . AT . . n .
...+ » Ultilizando os vetores de medias (m) e as matrizes variancia-

1 covariancia (V) de duas classes, a divergéncia entre as classes
(- vl pode ser entendida como a soma de dois fatores.

AT Div(4,B) = -{ P1 + P2}
Jh(,’vll

“'i’ P1 € a diferenca normalizada entre as matrizes variancia-
covananma (V).

¥, L PL=Tr{ (V= Va) V= V703

<A segunda parte, P2, leva em consideracao a diferenca entre os
' vetores de médias.

) P2=Tr{(V 1y — V1)) (imy — mp)(my — mp)t}

» Quanto maior o valor da divergéncia, maior a separabilidade
entre classes.



J

\‘f -
?" Divergéncia Transformada:

w‘k'

”* » Para fins de comparagao, a divergéncia pode ser
| .. . normalizada a uma faixa de variagao determinada.

Div(A,B)
DT(A,B) = 2000{1 —e 8 )}

> ~» Alguns autores consideram que uma separabilidade

;' aceitavel é atingida quando os valores da divergéncia se
aproximam de 2000 (Chuvieco [1990]).

D .
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A0/ , .
“ A exercicio
'..".. '_1.
L7 Seleci de diferentes cl
o elecione amostras de diferentes classes em uma
» imagem e calcule a divergencia transformada entre os
/ ,/5 pares de classes, considerando diferentes combinagoes
4% 7  de bandas.
s . , .
. > Qual o menor conjunto de bandas que é suficiente para
7 f’? separar suas classes!?

?.

f.




LA . e

£ Exercicio

l. ‘ I"
o

¥

‘l

;a&,‘-
+ » Com as mesmas amostras do exercicio anterior,

' classifique a imagem usando o método da distancia
4 minima Euclidiana e compare os resultados

r
y

o 0

J/). '.l Ex:

R/ Agua

e }rf-f' Mata Atlantica

. ! Areas urbanas

v Areia
Restinga
| Solo umido

Solo seco.... Etc etc
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  x =  [    B   G      R   N I R   M I R ]


  x =  [    B   G      R   N I R   M I R ]


  wk


  p(wk|x)=    p(x|wk) ∗ p(wk)   p(x)


  P(w|x) =     p(x|w)∗ p(w)    p(x)   


   W A


    p(x|  W A )∗ p(  W A )    p(x) 


    p(x|  W B )∗ p(  W B )    p(x) 


  P(w|x) =     p(x|w)∗ p(w)    p(x)   


  P(w|x) =     p(x|w)∗ p(w)    p(x)   


    p(x|  W A )∗ p(  W A )    p(x) 


    p(x|  W B )∗ p(  W B )    p(x) 


  G(w|x) = p(x|w)∗ p(w)


  G(  w A |x) > G (  w B   | x )


  p(x|  W A )∗ p(  W A ) 


  p(x|  W B )∗ p(  W B )


  P(w|x) =     p(x|w)∗ p(w)    p(x)   


  p(w) 


    p ( x |    w j ) ∗   p (  w j )  p ( x )   >     p ( x |    w k ) ∗   p (  w k )  p ( x )


  p ( x |    w j ) ∗   p (  w j ) > p ( x |    w k ) ∗   p (  w k )


  p ( x |    w j ) > p ( x |    w k )


  σ  


  f  ( x ) =    1    σ  2 π    e  − 0 . 5      (    ( x −   µ ) σ ) 2


  μ


  σ


  f  ( x ) =    1    S  2 π    e  − 0 . 5      (    ( x − m ) σ ) 2


   ( x | w ) =    1    S  2 π    e  − 0 . 5      (    ( x − m ) S ) 2


   x →  


   m →


  p  ( x | w ) =  1     | C |   1 / 2  2 π  e  − 0 . 5 {      (  x → −  m → ) T  C  − 1  (  x → −  m → ) }


  x =  [     x 1    x 2    x 3 ]


  m A  


  m A ,  


   p ( x   𝜖   A )


   p ( x   𝜖   B )


   p ( x   𝜖   A )


   p ( x   𝜖   B )


  p  ( x | w ) )


  = l o g  (    1     | S |   1 / 2  2 π ) 0 . 5      ( x − m ) T  S  − 1  ( x − m )


  = − log ⁡ (  2 π − log  (    | S |   1 / 2   ) − 0 . 5    ( x − m ) T  S  − 1  ( x − m )


  = − log  (    | S |   1 / 2   )   − 0 . 5    ( x − m ) T  S  − 1  ( x − m )


  p  ( x | w ) =  1     | S |   1 / 2  2 π  e  − 0 . 5      ( x − m ) T  S  − 1  ( x − m )


  S =  [     v 2  0  0   0   v 2  0   0  0   v 2 ] =  v 2  [    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ]


  − log  (    | S |   1 / 2   ) :


  o   determinante   é   igua /   a     ( v 2 ) n


  G = − 0 . 5      ( x − m ) T  S  − 1  ( x − m )


       ( x − m ) T  ( x − m )


  = − log  (    | S |   1 / 2   )   − 0 . 5    ( x − m ) T  S  − 1  ( x − m )


  D i v ( A , B ) =    1 2 {     P 1   +   P 2 }


  P 1 =   T r {   (  V A −  V B )   (    V  − 1 B −      V  − 1 A )   }


  P 2 = T r { (    V  − 1 B −      V  − 1 A )     (  𝒎 𝑨 −  𝒎 𝑩 )   (  𝒎 𝑨 −  𝒎 𝑩 ) 𝒕 }


  D T  ( A , B ) = 2000 { 1   −  e    D i v  ( A , B ) 8 }

