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Revisao matematica

Algebra Linear

» Matriz de variancia-covariancia
* Matriz de Correlacao

* Autovalores e autovetores




Dados os valores digitais...

omo descrever a regiao!

-

O valor digital médio

nos da uma ideia da
tonalidade da regiao.

~

J

—

b

Mas as regioes podem\

ter média igual, mas
mesmo assim serem
diferentes...
Uma pode ser mais
uniforme

J




A dispersao

Como medir a

dispersao dos
dados!?

Calculando a
diferenca entre cada
dado e a média. A
soma das diferencas
pode nos informar

N
soma = Z(x — média)
i=1

Os dados sao uniformes?




pixel valores S

| 95 100 Tadc DR, | NG R o el e
™ ~ v ' . 8 »od] s 7 A
50 Ot Y
r. £ B ) A T
90 \ > ; ‘\ \ AR
60 e WA R E
. .'__.5;‘ ! X‘_y._l.-r‘\_; ‘ } . 3
N e L \ B . »'.. , > o~
3 T T \

65 a0
75
/3 ’

68 6

67

77 5

# |

75 40

o

o

O 00O NONULT WD

— O

Média=70 minimo=50 maximo=95 faixa=50-95: 45 valores




Diferenca em relacao a media

pixel  valores
I 95
2 50
3 60
4 65
5 75
6 73
/ 68
8 67
2 77
|10 65
|l 75

media 70

diferencg
a
25
-20
-10

30

25

20

15

-20

-25

diferenca

1 &
5 6

!Igl

Valores se cancelam e a soma e nula! Nao informa a

dispersao!



Diferenca ao quadrado (distancia)

distancia
valores dif difA2 distancia

95 25 625 25
50 -20 400 20
60 -10 100 |10
65 -5 25 5
75 5 25 5
73 3 9 3
68 -2 4 2
67 -3 9 3
7
5
5

O 00O NON U1 AN WD —DT

77 7 49
|0 65 -5 25

meédia 70 o 117,82 8,18 I l ‘ I I I 0 I I I
[ 2 3 4 5 6 7 8 9 1I0

| ] 75 5 25

A distancia, valor absoluto, tira o efeito do sinal.
Distancia a média = 8,18




Outra regiao

pixel valores  dif. difA2 distancia
| 75 5 25 5

2 75 5 25 5

3 73 3 9 3

4 72 2 4 2

5 69 ] | | Regiao 2
6 71 | | l :
7 68 2 4 2

8 67 -3 9 3
9 71 | | | ’
10 74 4 16 4 ’
|l 65 -5 25 5 '

media 70,90 0,9 I I 0,9 I 2, I 0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 o Il

A dispersao € menor...




A Variancia
Dados os N valores x e sua média m

A variancia (s?) e o desvio padrao s

o Se—m’
N -1
2 (x —m)?
S =

(x-m)? é a distancia a média!




E se tiver duas variaveis’

Como descrever se a variagao dos valores das duas regioes é

dependente!

-

vutra..

Quando um pixel é
mais claro em uma
regiao, € mais claro na

J

Podemos medir se
existe dependéncia

entre os dois conjuntos
de dados!?

~

J




Covariancia

Z(x _ mx)(y _ my)
N—1

cov(x,y) =

Soma do produto das diferencas em relagao a meédia
(considerando o sinal!) de duas variaveis x e .

e O que ocorre quando ...
* (x- my)>0 ao mesmo tempo que (y- m,)>0

* (x- m,)<0ao mesmo tempo que (y- m,,)<0




Covariancias

Z(x T mx)(y T my)
N —1

cov(x,y) =

E se os sinais forem trocados!?
* (x- my)>0 ao mesmo tempo que (y- m,)<0

* (x- m,)<0 ao mesmo tempo que (y- m,)>0



Mesmo sinal vs. sinais trocados
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E se ocorre de tudo?

X 100
85 -;3 (-A)* (B)<0 N (A)* (B)>0
50 50 .' 060 °
60 -30 o
45 75 0
75 -65 ° .
73 30
—58 —90 -100 -80 -60 -40 -20 ° 0 20 40 60 80 100
4] 75 ®
10 70 ¢
30 -20 )
L (-A)* (-B)>0 ®e

o (A* (-B)<0

-100




4 )

E se comparo X com X?

J

e Concordancia maxima.

o que resulta da equagao da
covariancia?




Matriz variancia -covariancia

Var(X) Cov(X.,Y) Cov(X.Z)
L=| Cov(X.Y) WVar(¥Y) Cov(Y,Z)
Cov(X,Z) Cov(Y.,Z) Var(Z)

* Repare na diagonal principal.




Compare a covariancia

100
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média de (x-mx)(y-my)=-958,64 média de (x-mx)(y-my)=3504,90




Correlacao

cov(X,Y)

OX0y

corr(X,Y) =

* Qual seria a correlacao entre X e X?

e O que ocorre se cov(X,Y)=0?
e O que ocorre se cov(X,Y)<0?




Matriz de correlacao 3x3

& A matriz de correlagao e quadrada com dimensao igual
ao numero de variaveis

Exemplo para trés variaveis

1 corr(x,y) corr(x,z)
Mcorr = |corr(x,y) 1 corr(y, z)
corr(x,z) corr(y,z) 1 _

E uma matriz simetrica
E uma matriz quadrada
A diagonal contém apenas 1




Compare a correlagao

100
100

o 2 o 80
o 2

: :
. 20 26
2100 SLP _22 0 50 100 b 4 -22

40 ® Q0
) O =40
:Z % ® 9 ZD
‘ =100 -I-OO
Cov(x,y)=958,64 Cov(x,y)=3504,90

Corr= -0,25 Corr= 0,83

Pense na covariancia, que deu origem a este valor

100



Correlacao

Correlacao positiva,negativa ou zero!?

Banda 2
Banda 2

Banda | Banda | Banda |




Dispersao no espago 2D

Como seria a distribuicao dos pontos no espaco 2D se
conhecemos o tamanho das variancias e a covariancia?

Por exemplo, se...

=02 eog, =0

0,2>0,> eo, =07




No caso 2D

2

0,2=0,> eo,, =07

0,2>0,2 eo,, =07




No caso 2D

E se:
0,2>0,2 e 0o, diferente de zero!?




No caso 2D

2 2
0,° >0,

e

0, diferente de zero!




Autovalores e Autovetores

Em nosso caso vamos aplicar esta teoria a matriz
variancia-covariancia, que descreve a dispersao dos dados.




Autovalor

Definicao: Seja M uma matriz quadrada e I a matriz
identidade , os escalares que satisfazem a equagao
polinomial (que é chamada de equagdo caracteristica de

(M):
detfM —AI] =0 ou |[M—AI|=0

Os escalares N sdo chamados de autovalores da matriz M.




exemplo

510.17 55943 —335.00
55943 64726 7840
—335.00 7840 970123

M =

510.17 55943 —-335.00
55943 64726 7840
—335.00 7840 970123

M — I*A = —Al0 1 0

0 0 1

100]

M—-IxA=| 55943 647.26 — A 78.40

—335.00 78.40 9701.23 —

510.17— A 559.43 —335.00 )\]

Det (M- I*A )=0




solucao

M—-IxA=| 55943 647.26 — A 78.40

510.17— A 559.43 —335.00 J
—335.00 7840 9701.23 —

Det(M- I*A )= (510.17- A)*(647.26- A)*(9701.23- A)
+ 559,43%78.40%(-335)

+ 559.43*78.40%(-335)

- (510.17- A )* 78.40%78.40

— (-335)* 647.26- A *(-335)

~ (9701.23- A)* 599.43%599,43

Det(M- I*A )=0 resulta em um polindomio de grau N.
Para N=3, tres variaveis...

a* A3 + b* A2 +¢c* A +d = ©




solucao

Achar as raizes da equacao:
Eg: a* A + b* A2 +c* A +d = ©

*A1= 97047.88
e A2 =11302.26
*A3=104.96

Estas raizes sao os autovalores associados a
matriz M




Autovetor

Defini¢do: Seja uma matriz M com dimensao
kxk e A seus autovalores. Se x é um vetor ndo
nulo tal que:

eMx=Ax

* entdo x é chamado de autovetor (vetor
caracteristico) da matriz associado ao
autovalor A .




Exemplo: para matriz quadrada

6 —1
M= [2 3 ]
Calcule os autovalores
6—-—A -1
‘ 2 3- }\‘=@
(6 —A)(3—A)+2=0
18- 6A-3A +A% +2=0
A2 -9 +20=0
Os autovalores sao :4 e 5

E os autovetores?

M*x = A*x




Os autovetores

Para o primeiro Autovalor A=4

2 Sk =4[]

6x1 — X,= 4x4

Desenvolvendo
2x1+3 x,= 4x,

2 x1 — xz
2X1= Xo

Temos apenas uma equacao. Existem inumeras solugoes para a

igualdade: Uma solucao pode ser definida, arbitrando valores
para x| ou x2.

Ex: se x;=1

X, =2 ... Vetor solucao 1 V1=(1,2)




Os autovetores

Para o segundo Autovalor A=5
_ be
2 Skl =5[]
6x, — X,= 5x,
2x1 + 3x, = 5x,

X1 = Xy
2x1= sz
Ex: se x,=1

x1 = 1
Os dois autovetores sao
vi=[1,2]
V2=[1,1]

Note que existem outras solugoes, multiplos destes vetores...
vi=[2,4], V2=[9,9] ... etc
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itk

Toda esa
teoria...

N

Serve para entender a
transformacao das
componentes principais

J

A seguir...




Componentes principais

* Analise das componentes principais

* Do ponto de vista estatistico, o objetivo da
analise das componentes principais consiste em
representar um conjunto de dados usando um
novo conjunto de variaveis, combinagoes lineares
das originais.

* Este novo sistema deve ter como propriedade
um baixo grau de correlagao entre as novas
variaveis.

* A transformagao das componentes principais

consiste basicamente numa rotacao dos dados
no espago das bandas.




Bandas Originais

Exemplo 2D

Dado um conjunto com duas

variaveis, por exemplo os valores banda2
digitais em duas bandas espectrais,

. - ® @
a dispersao dos valores pode ser % °®

N . ® © @
descrita com a matriz variancia- oo o
o To

covariancia. e T
Caso a covariancia nao seja nula, bandal
pode-se dizer que existe
dependéncia linear entre as
variaveis (correlacionadas) Se existe correlagao, parte

5 5 da informagao do conjunto é
O, >0, O, >0 redundante.

e 0O, diferente de zero




Rotacao 2D

Aplicando uma transformacao
de rotacao, € possivel alinhar
novos eixos a dispersao dos
dados.

Um eixo passando pela
diregao de maior dispersao e o
segundo perpendicular ao
primeiro.

[C1] _ [7”11 rlz] . b1]
c2 Ty Ty b,
¢y = T11by +112b;
C; = Tp1b1 + 123b;

Transformacao linear das
variaveis originais.

banda2

bandal




Rotacao 2D

O novo sistema apresenta
baixa correlacao e a variacao
dos dados € muito melhor
explicada pelo eixo novo c1.

A discriminacao dos dados
seria mais facil projetando
os dados ao longo do eixo
principal da dispersao.

c1 = T11b1 + 112D,

Cz = Tp1b1 + 122D,

As novas variaveis sao
resultado da transformacao
linear das variaveis originais.

Alta correlacao

baixa correlacao



Transformacao das CP

A transformagao das componentes principais consiste na
rotagao dos dados no espago das bandas. Com isto, os
dados sao representados num novo sistema de bandas
(combinacgao linear das originais), que salientam algumas

feicoes.
L=l b

A solucao para determinar os coeficientes necessarios
para efetuar esta rotagao € dada pela analise da matriz de
variancia-covariancia do conjunto de observagoes. Usando
o conceito de autovetores.

Os autovetores sido paralelos as direcoes da
dispersao do conjunto original




Aplicado a imagens

Calcular a matriz variancia-covariancia da imagem
considerando N bandas.

Calcular os autovetores e autovalores da matriz de variancia-
covariancia.

Existem N autovalores e N autovetores associados.

Os autovetores siao paralelos as dire¢coes da dispersao
do conjunto original

banda2 Cl=al*bandal + a2*banda2
C2=a3*bandal + a4*banda2
o O
o % C2
® . O
3"
@ D [N e Q
@ Ve |
) Q -
- S oSo e - ¢
bandal °

Bandas Originais Componentes Principais



Qual autovetor?

Para uma matriz N-
dimensional sao obtidos N
autovetores. A questao €
identificar aquele associado a
direcao de maior dispersao.

Maior autovalor

C2

Solucao:

e
&

O teor de informacao de cada
componente € proporcional
ao tamanho do autovalor
associado.

Quanto maior o autovalor, mais informacao é contida nessa
componente. Por isso, ordena-se os autovalores de forma




Teor de informacao

A relagao entre os autovalores indica a importancia de cada
componente e seu respectivo teor de informagao.

A variancia original explicada por cada componente pode ser

calculada como a relacao entre o autovalor e a soma de todos
os autovalores.

A percentagem da informagao original representada por cada
banda ¢é dada por:

C =2 100=—% 100

Zp: i traco(S )




NIR




Exemplo....

As primeiras componentes prestam-se melhor para uma analise
visual, pois permitem separar melhor os elementos.

A variabilidade dos elementos na imagem € realcada
principalmente com a primeira componente principal.

A segunda serve para discriminar a vegetagao

A ultima imagem, resultante da sétima
componente principal, &€ muito pobre em
informacao.




Analisar os coeficientes da
componente

# Sendo cada autovetor uma combinagao linear

das variaveis originais, os coeficientes associados
a cada variavel original servem para interpretar

9 qual aspecto dos dados originais € melhor

descrito por cada componente.
* Ex:se...

CP= 0,44 Red - 0,45 * NIR + 0,01 MIR
* O que voce acha!?



. sl N rrROX FEMiR B EMIRE!

1) 0.00 0.00 0.12 ©.82 0.49 0.25
2) -9.35 -0.38 -0.53 0.41 -0.30 -0.41
3 0.31 0.40 ©0.40 ©0.34 -0.47 -0.46
PAN
NEG NEG
.+ | NEG
Traduzindo,

1) A 12 componente é a soma de diferentes bandas , do
vermelho até o infravermelho médio (Uma Pancromatica)

2) cp2= IVprox - (VIS-IVmédio): vegetacao
3) Medio - VIS - IVprox




3 primeira componentes




Tarefa:

e Com o recorte da imagem de Curitiba e o Mulstispec:

a) calcule a correlagao entre as sete primeiras bandas originais do LANDSAT OLI a
bordo do Landsat 8.
b) Calcule os autovalores da matriz de correlagao de uma area amostral desta imagem.

Para isto, marque uma area suficientemente grande como area de treinamento e liste
(list stats) as estatisticas desta regiao.

<) Calcule os autovalores e autovetores da matriz variancia-covariancia desta imagem
(usando Processor + Utilities + Principal Components Analysis)
d) Analise o tamanho relativo dos autovalores e responda:
a) Qual a percentagem da variancia original explicada pela primeira componente principal?
b) Com quantas bandas podemos representar 99% da informagao original?
e) Analise os autovetores que podem representar 99% da informagao e responda: é

possivel dar uma interpretagao a cada um deles? Que tipo de informagao pode estar
contido em cada componente!?

f) Aplique a transformagao das componentes pincipais a imagerm (Processo+ reformat +
Change Image file format + Transfrom data + New Channel from PC eigenvectors)

g) Visualize as imagens e componha uma composigao colorida com as trés primeiras
componentes principais.

h) Calcule a matriz de correlagao desta nova imagem e compare com aquela obtida na
etapa a.




Curitiba: matriz de correlacao

Correlation Matrix
Ch | 2 3 4 5 6 7
| 1.00

2 099 1.00

3 0.97 0.97 1.00

4 095 0.96 0.98 1.00

5 -0.12 -0.11 0.01 -0.03 1.00

6 0.72 0.75 0.8l 0.84 0.33 1.00
7 0.88



Curitiba: Autovalores

Component  Eigenvalue Percent Cum. Percent
I 29483.5519 90.34 90.3404
2 2055.7045 6.30 96.6393
3 673.2324 206 98.7022
4 241.5155 0.74 99.4422
5 85.0561 0.26 99.7028
6 62.5806 0.19 99.8946

7 34.4106 0.10 100.0000




CP\banda 1

Ex:

CP1=
. Ex:

CP2=

CP1 representa

0.44B1 +09.

CP2 representa

-0.33B1-0.

2
1 0.44 0.45
2 -0.33 -0.28
3 0.19 0.17
4 0.44 0.28
5 0.10 0.28
6 -0.11 0.09
7 -0.66 0.71

90% da informacao e é calculada assim:
45B2 +0.42B3 +0.44B4

3

.42
.05
.27
.34
.63
.47
.02

4
0.44
0.00
-0.05
-0.70
0.34
-0.42
-0.06

.00
.56
.74
.11
.03
.32
.06

.26
.60
-0.

18

0.07
0.43
0.55

-0.

16

0.39

+0.26B6 +0.

6% da informacao e é calculada assim:
+ 0.56B5+ 0.60B6 + 0.35B7

28B2

.35
.51
.29
.44
.39
.12

39B7

R RN N



Channel |
| 1.00
2 -0.01
3 -0.00
4 0.00
5 0.00
6 -0.00
7 -0.00

1.00
-0.01
0.00
0.00
-0.00

1.00
-0.01
0.01
0.01

1.00
0.00
0.00

1.00
-0.00
0.01

1.00

0.00




primeiras componentes
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