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Parte 1

v« Soma e produto escalar

1.

8.

Seja OABC um tetraedro e M o ponto médio do lado BC. Exprima VAM em termos de VOA,
OB e vOC.

Sejam A, B, C pontos quaisquer de E3, com A # B.

(a) Mostre que P pertence a reta determinada por A e B se e s6 se existem nimeros «, § tais
quea+pf=1eCP=a0CA+ BUCB.

(b) Mostre que P pertence ao segmento AB se e s6 se os nimeros a, § do item anterior per-
tencem a [0, 1].

(c) Verifique que P é interior ao segmento AB se e s6 se PA e #PB tém sentido contrario.

Seja ABCD um quadrilatero qualquer, M, N os pontos médios das diagonais AC e BD, respecti-
vamente, e P o ponto médio do segmento M N. Mostre que dado qualquer ponto O € E3, tem-se

UVOA+ VOB + vOC+vOD =400P.

. Mostre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao

terceiro lado e tem metade de sua medida.
Mostre que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.
Dado o tridngulo ABC, considere X, Y pontos sobre as retas BC e AC, respectivamente.

(a) Mostre que existem ntimeros a,  tais que VBX = avBC e 0 AY = fUAC.

(b) Mostre que AX e BY sao paralelosseesdse (¢ —1)(f—-1) =1.

(c) Mostre que se X é interior ao lado BC e Y é interior ao lado AC entdo asretas AX e BY sao
concorrentes.

Considere um triangulo ABC e M, N, P os pontos médios dos lados AB, BC e AC, respectiva-
mente.

(a) Calcule 7BP,UvAN e vCM em funcao de vCAe vCB.

(b) Mostre que VAN e VBP nio sdo paralelos. Em particular, as retas suporte de duas media-
nas quaisquer de um tridngulo sdo concorrentes.

(¢) Dado um triangulo qualquer, mostre que existe um tridangulo com lados paralelos e con-
gruentes as medianas do primeiro.

v« Dependéncia linear
Verdadeiro ou Falso? Justifique a sua resposta.

(@) Se {vu,vv,vw} éLD, entdo {vu, vv} é LD.

(b) Se{vu,vv, vw} éLl entdo {Vu, vv} é LI



(c) Se{vu,vv}éLl, entdao {2vu—vv,2vu—50v} é LI

(d) Se{vu,vv}éLD,entao {vu+vv,vu—vv}éLD.

(e) Se{vu,vv,vw} éLD, entdo {vu, vv} pode ser LI ou LD.

(f) Um conjunto com mais que trés vetores em [E3 é sempre LD.

(g) Se{vu,vviéllievw ¢ {Vu,vv}entdo {Vu, Vv, vw} é LI
9. Dados Vu, vv, vw LI, calcule o valor de a que torna o conjunto
20u+4vv+vw,0v—-vw/2,-vu+vv/2+avw}
linearmente dependente.

10. Dados vu, vv, vw, defina va = vu+ vw, vb = vu—20v+ Vw e Uc = vu+20w. Mostre que
{Vu,vv,vw} éLlseesoése {va,vb, vc} é LIl

11. Mostre que dados quaisquer nimeros f, 2, B3, 0 conjunto {vu, vv, Vw} é LI se e s6 se

{Du, v+ Br0u, vw+ Bovv + P3vu}

¢ Bases

1. Seja OABC um tetraedro e M o ponto médio do segmento BC. Mostre que E = {#OA, OB, 7OC}
é uma base e calcule as coordenadas de 7 AM nesta base.

2. SejaE={e;,es,estumabasee Uf] = UVey+ Vey+ Ves, UVfo = ale;+2a e, — Ve, Ufs =4Ue+30es.

(a) Para que valores de a temos que F = (Ui, U f,, U f3) é uma base?

(b) Nas condicoes do item anterior, ache o valor de a para que (1,2,—1)g = (0,1,0) .

3. Calcule @ de modo que vu = (1,2,2) sejagerado por vv=(a—1,1l,a-2)e tw=(a+1,a—1,2).

v¢< Respostas

. @EMVEVAVEeVHVI(gF
9.a=-7/4

12. VAM = (-1,1/2,1/2)g

13. (@) a#-4/7;(b)a=1
14.a=0oua=3



Parte 2
¢ Bases
1. Seja E = {iiy, iy, li3} uma base e considere v} = il — iy, U = ®li] + U3 € U3 = — Uy — Uy — Us.

(a) Para que valores de a o conjunto F = {7/, U, U3} é uma base?
(b) Nas condicdes do item anterior, calcule a, f de formaque ii = (1,1,1)ge U = (2, 5, 1) sejam
LD.

2. Em um tetraedro ABCD, seja P um ponto tal que AP = aPD. Determine os valores de para
os quais os vetores AP + AC, BP+ BCe (1-a)BC+ AB sejam LD.

3. Sejam Uy =21l — Uiy + U3, Up = —41U + Ul € U3 = —1ip — 7U3. Admitindo que {7}, U, U3} € uma base,
mostre que {iiy, il», li3} € uma base.

4. Seja E = {1y, Uy, i3} uma base ortonormal e ii = (A,(1 — A),1). Calcule os valores de A para os
quais |u| = 2.

v¢ Respostas
l.@Qa#2;(b)a=5/2ef=-2
4. A=10+VD)/20ur=(1-V7)/2
5.(c) (2/3,5/3,2/3)E; (d) (—-1/2,2,1/2)F
6. (@A) L #+1



Parte 3

As coordenadas referem-se a uma base ortonormal {i, j, k} fixada.

¢ Produto Interno

1. Calcule x para que ii, U sejam ortogonais:

b) i=(xx4)ev=4,1x1);

(@ u=(x,03)ev=(1,x,3);
© i=x+1,1,2)ev=(x—-1,-1,-2);

. Calcule, em radianos, a medida angular entre i e U:

(@ u=(1,0,1), 7= (-2,10,2);
(b) ﬁ:(_lylyl)y l_j: (111)1);
(c) u=(300,300,0), 7 =(—2000,—1000,2000);

. Ache um vetor #i de norma 3v/3 que seja ortogonal a ¥ = (2,3,—1) e @ = (2,—4,6) e forme um
angulo agudo com o vetor Z = (1,0,0).

. Obtenha todos os vetores i que sdo ortogonais a (1,0,0), tém norma V2 e tais que o angulo entre
te(l,-1,0) én/4.

. Sejam ii = (1,1,1), v =(0,1,-1) e i = (2,1,—1). Obtenha todos os vetores Z de norma v/5 orto-
gonais a w tais que {#, U, w} é LD.

. Descreva os vetores i que sdo ortogonais a v = (2,1,2) taisque # = (1,1, —1) é combinac3o linear
de ve .
. Determine i ortogonal a (—3,0,1) tal que #-(1,4,5) =24 e #i-(—-1,1,0) = 1.

. Seja E = {u, Ulp, i3} uma base ortonormal, # = (x1, X2, X3) g um vetor ndo-nulo e ¥ = % 0 Versor

de ii. Mostre que U = (cos@1,cosay,cosasz)g, onde «; é o angulo entre i e iij, para j = 1,2,3.

Conclua que

cos’ a; + cos’ ar+ cos’ as=1.

. Verdadeiro ou Falso? Prove as afirmacoes verdadeiras e ache um contra-exemplo para as falsas:
® Seui-v=1i-wentdo U= .

@ Se amedida angular entre i e U é 7 radianos entao ii = — 7.

@ Para quaisquer vetores ii, U tem-se |i - V| < |ii||U|.

@ Seti-v=0entdao i=00u v =0.

® Seulventaol|u+ 0| =|u—"7.

® Seii-u=0entaozi=0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Mostre que (i + ) - (i — V) = |ii|? — |U|%. Conclua que as diagonais de um paralelogramo sao
ortogonais se e s se o paralelogramo é um losango.

Mostre que |ii + U|? + |ii — D|?> = 2(|ii|* + | |?). Interprete esta igualdade geometricamente.

Em um quadrado ABCD cujos lados medem 2, seja M o ponto médio do lado BC. Calcule
a medida angular entre DM e BD. (Dica: Escreva os dois ultimos vetores como combinacao
linearde DCe DA.)

Mostre que em um tetraedro regular duas arestas opostas sao ortogonais.

A medida angular entre # e U é /4 radianos, || = v/5 e |J| = 1. Calcule a medida angular entre
n+vet—1.
Calcule a projec¢ao ortogonal de i sobre 7:

u=(1,-1,2),v=3,-1,1);
(b) #=(1,3,5), v=(-3,1,0);
(© u=01,2,4),v=(-2,-4,-8);
(d @=(-1,1,1), =(-2,1,2).

(@)

Determine todos os vetores unitdrios # = (x, y,z) cuja projecdo ortogonal sobre k é k/2 e tais
que a medida angular entre U = (x, y,0) e i seja /6 radianos.

Verdadeiro ou Falso? Prove as afirmacoes verdadeiras e ache um contra-exemplo para as falsas:
@ proj; U = proj; i quaisquer que sejam i e U.
@ Se proj; U = projyii entao i = .
® Se ii, U nao sdo paralelos e proj; U = proj;ii entdo u L v.
@ Se proj;U = i entdo U — Ui é ortogonal a u.
® Se proj;V=0entdo U =0.
Mostre que se i, U sao nao-nulos, entdo
(@ 0)*
—5 o5V
|zl v)>

proj;(proj; V) =

Mostre que & = proj;ii + proj ]71'2 + proji il para qualquer vetor ii. Mostre também que proj;i =
proj, ;i para qualquer A # 0.

Sejam A, B, C pontos tais que AB=(2, V3, De AC = (-1,V/3,1). Calcule o comprimento da altura
relativa ao vértice A do tridngulo ABC e a drea do triangulo ABC.

Aplique o processo de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal a partir do conjunto
{ﬁlr l_’i2) ﬁ3}y onde l_’zl = (1,2,2), l_i'Z = (1»07 1) € 1_/23 = (lr 1; 1)

¥¢ Orientacao



22. Classifique as bases abaixo, duas a duas, em concordantes ou discordantes:

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

¢ Produto Vetorial

Calcule o produto vetorial de # e ¥ nos seguintes casos:

(@ u=(@,0,1),v=(0,1,2);

(b) u=(1,2,3), v=(-2,—-4,-6);
() u=(@1,-1,2),v=(2,0,—-1);
(d) u=1(0,-1,3),v=(1,1,1).

Encontre todos os vetores il de norma 1 tais que %A (i + j + k) = i — k. Para qual deles a base
{i+j+k,u,i—k}épositiva?

Descreva o conjunto soluc¢ado das seguintes equacdes:

@ aA(l—j—ak) =47
(b) @A(G-2k) =0

© dni=k

d) ianj=k

(e dnk=]

Determine # de norma v/3 ortogonalai+ jea—i+ k que forma um angulo agudo com o vetor
j-
Encontre i de norma v/6 tal que @i A (i + k) = 2(i + ] — k).

Sejam #i = (1,1,1) e ¥ = (0,1, 2). Encontre uma base ortonormal positiva {ii1, ii», 103} tal que:

(@) i, e i sejam paralelos com o mesmo sentido;
(b) i, seja combinacao linear de ii e 7;

) @3 -k>0.
Mostre que para qualquer vetor 7, tem-se

DAL +|DA 2+ AKI? =22

O lado do quadrado ABCD mede 2 e M é o ponto médio do lado BC. Calcule Iﬁ/l A BEI.



31. ABC éum triangulo e P, Q sdo pontos tais que 3AP=ACe SB_Q) = 2BC. Calcule a razdo entre as
areas dos triangulos BPQ e ABC.

32. Resolva os seguintes sistemas:

UA(GI+]) = —i+]
(a){ i-G+p = 2
inGi-k = |
(b) +0 = i+
| =
© { (@G+i-20A({+2]-k) = —i+j+k
i-(G+2j+k = 10

33. Verdadeiro ou Falso? Prove as afirmacoes verdadeiras e ache um contra-exemplo para as falsas:

@ Se ii, U sao paralelos entdo ii A U = 0.
@ Se i A U =0entao i, U sao paralelos.

—

AU=UAWentao v = i.

@
»
&

N

® SeuNnU=ati+pPrentaioa=pPF=0.

©® Sef{u,v}élletinv=ati+Brventaoa=L=0.

@ Abase {ii, U, U A i} € positiva.

Se {ii, v} é L1 e i é ortogonal a i e a U entdo i é paraleloa ii A D.
@ Para quaisquer #, U, i tem-se que (LA V) AW =UA (VA D).

-

®© Para quaisquer #, U tem-se i AU = U A .
34. Neste exercicio, vamos estudar o produto vetorial (ii A U) A 0.

(a) Mostre que existem A, u € R tais que (i A V) A W0 = Ali + pub.

(b) Assumindo que {ii, U/} seja LI, vamos construir uma nova base ortonormal E = {ii,, ii, li3}
da seguinte forma: tomamos #; paralelo a i e 7, como combinacdo linear de # e U. Mostre
que i = (a1,0,0)g e i = (az, b2, 0).

(c) Pondo ii3 = (as, bs, c3) g, mostre que AU = (0,0, a1 by)g e (UAV)AW = (—ay babs, ayasb,,0)g.
(d) Use o item (1) para mostrar que u = a;as =e A= —(axas — by bs).

(e) Concluaque (iAD)AW=—(V- W)U+ (i W)V, para quaisquer vetores i, U, i

(f) Mostre que ii A (VA ) = (- W)V — (- U) i, para quaisquer vetores i, U, i.

(g) Conclua a Identidade de Jacobi: (i A V)N W+ (VA W) AU+ (W0 AU)AD=0.

(h) Mostre que (iAV) AW =UN (VA ) se esé se il e i sdo paralelos ou se i, i sdo ortogonais
av.



v¢ Respostas

() @x=-9 (b)x=-2,() x=+V6

2)(@) @ =m/2, (b) @ =arccos(1/3), (c) 8 =3n/4

(3) (3,-3,-3), @ (1/v2,-1/v2,1) e 1/V2,1/v2,-1)

(5) Z=(+1,0,£2); (6) i’ = A(7,8,—11), com A # 0

(7) it =(1,2,3); (12) 6 = arccos(—3/v/10)

(14) 0 = arccos(4/v/26)

(15) (a){;(18,-6,6), (b) (0,0,0), (c) (1,2,4) (d) §(-10,5,10)
(16) (3/4,—v/3/4,1/2) e (3/4,v/3/4,1/2); (20) 2 e 3

21 1 =3(1,2,2), T, =1(2,-2,1), T3 = 5(2,1,-2)

(22) @ e @ sao positivas e as demais sao negativas

(23) (a) (-1,-2,1), (b) (0,0,0) (c) (1,5,2) (d) (—4,3,1)

(24) i=(0,1,0) ou i = %(—2, 1,—-2); para o segundo vetor
(25) (@) @; (b) i =a(1,0,-2),a€eR; (c) i=(a,—1,0), acR;
(©) #i=(1,b,0), beR; (c) i =(-1,0,¢), ceR.

(26) i = (-1,1,-1); (27) &1 = (-1,2,1);

(28) i, = %(1,1,1), iy = %(1,0,—1), iy = %(—1,2,—1)
(30) 2; (31) 4/9; (32) (1) &1 = (1,1, 1);

() ii=(0,0,1), v=(1,1,-1) ou i = (1,0,0), ¥ = (0,1,—1)
(3) i1 =(3/2,4,1/2)



Parte 4

As coordenadas referem-se a um sistema de coordenadas fixo (0O; i, j, k)

v¢ Sistemas de coordenadas

10.

11.

Sejam A=(3,0,-1), B=(0,3,0), C=(5,1,-2) e D = (—4,1,2). Mostre que estes pontos sao vérti-
ces de um trapézio e diga quais sdo as bases e os lados ndo-paralelos

Sejam A=(1,6,4), B=(2,-1,9),C=(1,1,-1) e D= (1,1, a). Determine para que valores de a os
pontos A, B,C, D sdo vértices de um quadrilétero.

Calcule as coordenadas do ponto médio M do segmento TB, onde A=(1,2,3)e B=(-2,-6,1).

. Dados A=(-2,a,0) e B= (2,1, a), calcule o valor de a para o qual a distancia entre Ae B é v15.

Sejam A= (-1,0,2), B=(1,1,1) e C =(1,0,1). Mostre que o triangulo ABC é retangulo.
Sejam A=(1,2,-1), B=(0,1,1) e C = (2,0,0). Mostre que o triangulo ABC é equilétero.

Dados A= (-1,2,3) e B=(3,-2,0) encontre as coordenadas dos pontos C, D que sao colineares
com A e B e dividem o segmento AB em trés partes iguais.

Y¢ Equacao da reta

. Sejam A=(-5,2,3)eB=(4,-7,-6)e C=(3,1,4).

(a) Escreva as equagoes vetorial, paramétrica e simétrica da reta que passa por A e B.
(b) Faca o mesmo para a reta que passa por B e C.

(c) Conclua que A, B, C sao colineares.

Calcule a equacgao vetorial da reta que passa por A=(1,0,1) e B=(2,1,-1).

Calcule um vetor diretor para a reta sz—_l =1—-y=3z+3. Escreva esta tltima equacdo na forma
vetorial.
Considere a reta r de equagoes

x = 1-1

y = —-2+31.

z = 2-A

(@) Obtenha a equacao vetorial da reta paralela a r que passa pelo ponto (-1,2,7).
(b) Verifique se Q = (2,2,4) pertencear.

(c) Mostre que a reta definida pelas equacoes

X = —-4+2A
y = 13-61
z = =-342A

coincide com r.

10



(d) Calcule a equacgao simétrica de r.

(e) Ache os pontos P de r tais que a distancia entre P e (1,0,2) é V3.

12. Sejam A=(1,1,1), B=(0,0,1) e r areta (x,y,z) = (1,0,0) + A(1,1,1). Determine os pontos P de r

13.

14.

15.

16.

17.

equidistantes de A e B.

Considere as equacgdes abaixo:

3x+3 _ y—2 _
(a) 6 _T__2Z+4

(b) (x) y’ Z) = (1’0) ]-) + A(7y 2) _2)

x = —-1+2A
(c) y = 2+6A
z = 2-A/2
(d) (x; yr Z) = (8)2)_1) +A(1)0)2)
x = 10-31
eqy =2
z = 3-61
O

(h) X+6 _ y+2 _ z-3

7 2 -2

Analise quais delas definem a mesma reta.

Sejam P =(2,1,-1), Q=(0,-1,0), A=(0,3,0) e B =(6,3,3). Determine um ponto C pertencente
areta que passa por P e Q tal que a 4rea do tridngulo ABC seja 9.

Escreva a equacao simétrica da reta que passa pelo ponto A = (-1,—-4,-2) e pelo ponto médio
do segmento de extremidades (1,3,5) e (3,-3,1).

Sejam A= (1,2,—-1)e B=(0,1,2) e considere areta r que passa pelo ponto (0,2,0) e tem a direcao
do vetor (2,-2,1). Encontre os pontos C de r tais que o triangulo ABC tem um angulo reto no
vértice C.

Sejam A = (3,6,-7), B=(-5,2,3) e C = (4,-7,-6). Verifique que ABC é um tridngulo e escreva
as equacoes paramétricas da reta que contém a mediana relativa ao vértice C.

11



v¢ Respostas

(1) 5]_3), A_é sao os lados paralelos e ZB, C—B> sao os lados ndo-paralelos. (2) a # —1;

B M=(-1/2,-2,2); Wa=1 (7) C=(0,2,2), D=(1,0,1)

®) (x,1,2) = (4,~7,~6) + A(l,~1,~1); x =4+ A, y=-T— A, z=—6-A; 2=t = L _ 246
9) (x,y,2) =(1,0,1)+ A(1,1,0)

(10) v=(3,-3,1); (x,y,2) =(1/2,1,-1) + A(3,-3,1)

(1) @ (5,2 = (-1, +A(-1,3,-1; ) Qe r; (d) T =12 =22, e P=(0,1,)eP=
19,-18,20 (12) P=(1,0,0);

(13) (a),(c),(g) ; (b),(f),(h) e (d),(e) definem as mesmas retas, sendo que as trés sdo distintas entre

si. (14) C=(2,1,—1) ou C = (22/9,13/9,-11/9). (15) 1 = %‘ =22

x = 4+5A
(16) C = (3£, BTV 5*@);(17){ ~7-114

9 1 y
z —-6-—4A

12



Parte 5
As coordenadas referem-se a um sistema de coordenadas fixo (0O; i, j, k)
1. Verifique se as equacoes abaixo determinam o mesmo plano:

@ (x,1,2)=(1,2,1)+A(1,-1,2) +u(-1/2,2/3,-1) e (x,¥,2) = (1,2,1) + A(-1,1,2) + u(-3,4,—6)
@ (x) y) Z) = (1) 1) 1) + 1(2,3, _1) +M(_1) 1) 1) € (x) y) Z) = (1)6)2) + /1(_1) 1) 1) +u(2)3) _1)
® (x,¥,2)=(0,0,0)+A(1,1,0) +u(0,1,0) e (x,y,2) = (1,1,0) + A(1,2,1) + u(0,-1,1)
@ (x) yv Z) = (2) 1) 3) + A(ly 1) _1) + M(I) 0) 1) € (x) yy Z) = (0) 1) 1) + /1(1)3) _5) + u(ly _1) _3)
2. Escreva uma equacgao vetorial, equacdes paramétricas e uma equagao normal para os planos 7
abaixo:
@ 7 contém P = (1,2,0) e é paralelo aos vetores ii = (1,1,0) e U = (2,3,-1);
@ mcontém P =(1,1,0), Q=(1,—1,-1) e é paralelo ao vetor 7 = (2,1,0);

@ mcontém P =(1,0,1), Q=(0,1,—1) e é paralelo ao segmento de extremidades A=(1,2,1) e
B=(0,1,0)
@ 7 contém os pontos P =(1,0,1),Q=(2,1,-1) e R=(1,-1,0)
® 7 contém os pontos P =(1,0,2), Q=(-1,1,3)e R=(3,-1,1)
x-1_Y

® ncontémP:(1,0,—1)earetar:7—§:2—z

@ mcontém P=(1,—,1,1)earetar:(x,y,2) =(0,2,2)+ A(1,1,-1)

3. Obtenha equac¢des paramétricas do plano que contém P = (1,1,2) e é paralelo ao plano

x = 14+A+2u
Ty 20+ .
z = =1

4. Decomponha o vetor ii = (1,2,4) como soma de um vetor paralelo areta r: (x,y,z) = (1,9,18) +
A(2,1,0) e de um vetor paralelo ao plano 7 : (x, y,z) = (1,1,0) + A(1,0,1) + (0,1, -1).

5. Verifique se o vetor ii é paralelo ao plano 7 se:

® u=(1,2,1)en:3x+y—-5z=-1;
@ u=(-1,4,00en:(x,y2) =4,8,-17)+A(1,0,1) + u(2,-1,1);

x = 1-A-pu
® 1=(2011,0,-201)en:{ ¥y = 20+A+3u ;
z = 51-A—-pu

@ u=(,1,2)en:x—4y+3z=13.
6. Verifique se o vetor ii é normal ao plano 7 se:

® u=(-1,3,2)en:3x—9y—-6z=>5;
@ u=(6,6,-6)em:(x,y,2) =(-4,1,-1)+A(1,0,1) + u(2,-1,1);
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x = 11-A-p
@ u=2,1,-2)en:{ y = A+3u ;
z = 5-A-u

@ u=(1,1,2)en:3x—4y+5z="7.
7. Esboce os planos abaixo:

® x=2

@ y=-1

® z=0

@ x+y=1

® y-z=0

® x+y+z=1

8. Obtenha uma equacdo geral (normal) para os planos 7 abaixo:

x = 1+A-pu
@ m: = 21+

y

z = 3—-u

x = 1+1
@m:L y = 2

z = 3-A+pu

@ (x) y; Z) = (_2y2y0) +A(1,2) 1) +N(_1)2, ]-)
@ (x) yr Z) = (070)0) +A{(1y ]-y3) +N(_3;2y_]~)

9. Obtenha uma equacao vetorial para os planos 7 abaixo:

® 4x+2y-z+5=0
@ 5x-y-1=0
® z-3=0
@ y—-z-2=0
10. Determine a posicao relativa das retas abaixo e, se for caso, determine seu ponto de interseccao:

@ r:(xy2=0,10+A(1,2,3)es:(x,2) =(2,3,3) +1(3,2,1)

x = 1421
@r:y =2 esi il =yt _zi2

4 2 6
z = 1431
x = 21
@r:{ y = 1-21 es:(x,5,2) =(2,4,11)+ 1(—4,5,0)
z = A

x = 4A

@ .2 Y2 _ .
r: == =zes:{ Y 21
z = 3421
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11. Mostre que r e s sao concorrentes, ache seu ponto de interseccdo e determine uma equacao
geral para o plano que contém r e s:

x = A
. _ x=1 _ y-5 _ 2+
D r: y = - eS.xT—T—TZ
z = 1+4A
x = 2-2A x = 1+A
@r:qy = 441 es:{ y = =21
z = =3A z = 2A

12. Obtenha a interseccao da reta r com o plano m:

@ r:(x,y2=0-1,-1,00+A(1,-1,-1),7:x+y+2z+1=0

@ r:(x,y2=0-1,-1,1)+A(1,-1,0),r: x+y+z+1=0

® r:x—?):y—Z:ZTJrl m:x+2y—2z=10

@ r:(x,,2=0-1,-1,00+A(1,-1,0), 7: 2x+2y+2+1=0
x = 2A x = l+a

®r:xy = A es:{ y = -3+p

z = 1-31
® r:x—3:y:%1en:(x,y,z):(0,0,0)+7L(1,2,0)+y(0,—1,3)

z = l+a+p

13. Considere os pontos A=(1,1,2), B=(0,1,2), C=(1,1,0) e D =(0,1,0). Mostre que A, B,C, D sdo
vértices de um retangulo e obtenha as equacdes normal, paramétrica e vetorial do plano que
contém A,B,C e D.

14. Determine a interseccao dos planos m; e m2. Quando se tratar de uma reta, descreva-a por
equacoes vetoriais.
@ m:x+2y-z—-1=0em:2x+y—-z=1
@ m:z=1lem:y—2x+2=0
My:x—y+3z=1emy:2x—-2y+6z2=2

m1:3x—-4y+2z=4emy:-ndx+20y—-10z=9

@ ® @

mix+y—z=0eme:(x,¥2) =(1,0,00+1(1,2,0)+u(0,-1,2) m1N7m2 : (x,y,2) = (1,-1/3,2/3)+
A(1,1,2)

® 7m1:(x,,2)=(1,1,1)+A(0,2,0) + u(1,0,—-1) e 12 : (x, 3,2) = (0,0,-1) + A(1,-1,0) + (1,0, 1)
@ Ty (-x)y)z) = (3)072) +A‘(01_1)2) +l’l'(0’0’_1) (S /2 (x)y)z) = (3) 1)2) +/1(1)0y0) +IJ'(1) 1) 1)

15. Estude a posicao relativade r e s:

|
w

y+z
x+y-z

I
(o3}

® (x,y,Z)=(1,—1,1)+A(—2,1,—1)es:{

@ 7 X—y—-z = 2 s 2x-3y+z = 5
x+y—-z =0 x+y—-2z = 0

® r: ¥l =f=2les:(x,),2=(0,00+A(1,2,0)

2
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2x—-y+7 =0

Lx3 _y-l .
@ r: Zes'{x+y—62 -

@ (x) yr Z) = (8r ]-)9) +A,(2,—]_,3) €es: (x) y; Z) = (37_434) +A,(1,—2,2)

LXx=1 _ Y=o _ z+2 ey — 4y — 21
©® r:f-=F-=%fer:x=-y=47

x+y-3z =1

Sx+l .
@r:&5-=y Zes'{Zx—y—Zz - 0

r:x+3:2JfT_4:ZT_les:(x,y,z): 0,2,2)+A(1,1,-1)

xX—ay+1l =

y—z-1 = 8 , xry-z 0 . Calcule o

s:x:y/a::zet:{ y4z41 = 0

16. Considere as retas r : {
valor de a que torna:
@ r e s paralelas;
@ r,s, t paralelas a um mesmo plano;
@ r e t concorrentes;
@ se t coplanares;

® r e sreversas.
17. Mostre que r e s determinam um plano 7 e obtenha uma equacao geral de 7:

@ r:x—-1=y=2zes:x-1=y=z
@ r:(x-1)/2=y-3)/3=zldes:x/2=yI3=(z—4)/4

18. Estude a posicao relativa de r e 7 e, quando for o caso, encontre o ponto de interseccao:

@ r:(x,y2=01,1,0+A0,1,)er:x—y—2=2
@r:(x-1)/2=y=zenm:(x,),2) =(3,0,1)+A1(1,0,1) + u(2,2,0)

) x—-y+z = 0 ) _ 3
® r.{ 2x+y—z-1 = 0 en:(x,¥2) =(0,1/2,0)+A(1,-1/2,0) + u(0,1,1)

@

~

Jox-y =1 . _
'{x—2y - 0 enm:x+y=2

® r:(x,»%2=0,00+A1,4)en:(x,,2)=>1,-1,1)+ A(0,1,2) + u(1,-1,0)
® r:’%z:y—l:%?’eﬂzl%x—Gy—z:O

19. Paraque valoresde @ aretar: XT_I =

=<

= 5 é transversal ao plano : x + ay +z = 0?

20. Estude a posicao relativa dos planos 7; e m»:
@ Ty (x,y;Z) = (1)1) 1)+A(01 1) 1)+u(_1)2) 1) €7y (x,y;Z) = (1)0)0)+A(1)_1)0)+“(_1)_1)_2)
@ m:(x,y,2)=04,2,4)+A(1,1,2) +u@3,3, 1) em,: (x,¥,2) = (3,0,0) + A(1,1,0) + u(0,1,4)
® m:2x—-y+2z—-1=0em:4x—-2y+42z=0
@ m:x—y+2z-2=0em:(x,y2) =(0,01)+A(1,0,3) +pu(-1,1,1)

21. Determine, em funcido de a, a posi¢ao relativa dos planos 7; : 2x+ y+3z+1=0em2: (x,),2) =
(1,1,1)+A(1,1,0) + u(2, -1, a).
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Verifique se as retas abaixo sao perpendiculares ou ortogonais:
@ r:(x,y2=(01,2,3)+A1,2,1)es:(x,y,2) =(2,4,4)+A(-1,1,-1)
@ r:x+3=y=z/3es:(x—4)2=y-4=-2
®r:(xy2=023)+A-1,2,1es:(x,y2 =(0,00+A(,1,-1)
@ r:(xy2=02-51)+A3,-2,-es:(x—4)/2=(y—-2)/3=(z+4)/(-5)

Obtenha uma equacdo geral do plano 7 que contém o ponto P e é perpendicular a reta r:

® P=(,1,-1)ercontém A=(1,-1,1)eB=(-1,1,-1)
_ ) x=2y+z = 0

@ P=(1,1, l)er'{Zx—3y+z—1 - 0

Determine a projecao ortogonal daretar:x+1=y+2=3z—-3sobreoplanon:x—y+2z=0.

Verifique se ; e 7, sdo perpendiculares:

@ VS (x)yyz) = (1)_3)4) +/“(1)0)3) +l~t(0)1)3) (S /2 (x)yyz) = (0)0)0)+/1(1)1)6) +l1'(11_1)0)
@ m:(x,y,2) =04,31)+A(1,0,1)+u3,1,0)enr: y—32=0

Obtenha uma equacgdo geral do plano 7 que contém a reta r : (x,y,z) = (1,0,2) + A(4,1,0) e é
perpendicularam; :3x+y+2z=0.

Obtenha uma equacao geral do plano que contém o ponto (2,1,0) e é perpendicular aos planos
M1:Xx+2y—-3z+4=0em:8x—4y+16z—-1=0.
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v¢< Respostas

(1) Somente as equacoes em @,@ e @ determinam o mesmo plano
2DOm:(x,y,2)=01,2,00+1(1,1,0) + u(2,3,-1); m: —x+y+z=1;
@m:(x,,2=(1,1,00+1(0,2,1) + u(2,1,0); m: —x+ 2y —4z =1,
@m:(x,52=>0,00)+A(1,-1,2)+u(1,1,1);7: -3x+y+2z=—1;
@r:(x,y,2=>0,-1,00+A(-1,-2,1) +u(0,1,1); 7: -3x+y—z=—4;
® Como P,Q, R sdo colineares, 7 nao é inico. O plano 7 pode ser qualquer plano determinado por
(x,¥,2) =(1,0,2)+ A(-2,1,1) + u(a, b, c), onde U = (a, b, ¢) nao é paralelo a P_Q) =(-2,1,1);
®m:(x,y2=0,0,-1)+A2,3,-1) +u(0,0,3); 7:3x -2y -3 =0;
@Or:(x,y2=>0,-1,1)+A0,1,-1)+u(-1,3,1);1: x+2-2=0;

X 1+A+2u
(3)71:{ y 1+21+u

z = 2-A

(4) u=(11,7,4)+(-10,-5,0), (5) ii é paralelo a ¥ somente nos itens ® e @;

(6) 7 é normal a 7 somente nos itens @® e @;

B)Dm:2x-y-32z+7=0;, @y—-2=0; @ y—-22=0;, ®7x+8y—-5z=0

9) @ (x,y,2) =(0,0,5) + A(1,0,4) + u(0,1,2); @ (x,y,2) = (0,—1,0) + A(1,5,0) + (0,0, 1);

® (x,y,2) =(0,0,3)+ A(1,0,0) + (0,1,0); @ (x,y,2) = (0,2,0) + A(1,1,0) + (0,0, 1)

(10) As retas em @ e @ sao concorrentes com ponto de intersec¢do (2,3,3) e (22,—-21,11), respectiva-
mente. As retas em @ sdo iguais e as do item @ sdo reversas.

(11) @ (-2,2,-7),m:-17x+7y+6z-6=0; @ (-2,6,-6), 1:4x—y—32—4=0;

®(1,4,0), m:4x—-7y+6z+24 =0 (12) ® (-2,0,1); @ A interseccdo é areta r; ® (5,4,3); ® Vazio; ®
(-2/3,-1/3,2); ® (-16/7,-5/7,-81/7) (13) y—1=0;

(14) @ mynmy:(x,y,2) =(0,0,-1)+A(1,1,3); @my Nnmy: (x,),2) = (0,-2,1) + A(1,2,0);
@mNm=n;@®m N, =¢;®m Nmy:(x,¥2) =2,-1,0)+ A(1,0,1)
®minm:(x,y2)=03,-1,0+A1(0,1,1)

(15) @ Paralelas distintas; @ Concorrentes em P = (1,-1,0); ® Reversas; @ Coincidentes; ® Concor-
rentes em P = (-2,6,—6); ® Concorrentes em P = (—2,2,-7); @ Reversas; ® Reversas;

(16) D a=1; @ a=1;® a qualquer; @ Nao existe a; ® a diferente de 0 e 1;

(17) @ r e s sdo concorrentes em P = (1,0,0) e 7 : x—y—1=0; @ r e s sdo paralelas distintas e
m:8x—4y—z+4=0

(18) @ r e m sao transversais, P = (1,0,—1); @ r é paralela a 7; @ r estd contida em 7; @ r e 7 sdo
paralelos; ® r é transversala w, P = (—1/9,-4/9,-1/9); ® r é paralelaa 7; (19) a # —2;

(20) @ Iguais; @ Transversais; @ Paralelos distintos; @ Transversais;

(21) 7, e mp sdo transversais para qualquer valor de a;

(22) @ Perpendiculares; @ Perpendiculares; @ Ortogonais e ndao-perpendiculares; ® Nao sdo ortogo-
nais; 23) Ox-y+z=0,@x+y+z-1=0;(24) (x,y,2) = (-3/2,-3/2,0) + (8,10, 1)

(25) ® Nao; @ Sim; (26) x—4y+z—-3=0; (27) x—2y—-2z=0
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Parte 6
As coordenadas referem-se a um sistema de coordenadas fixo (O; 7, f, %)
v¢ Distancia
1. Determine os pontos da reta r que equidistam de A e B:

@ r:(x,y2=023-3)+A1,1,1), A=(1,1,0) e B=(2,2,4)
@ r:x-1:2y=2,A=(1,1,00e B=(0,1,1)

@ r:(x,y2=(0,04+14,2,-3), A=(2,2,5) e B=(0,0,1)
2. Calcule a distanciade P ar:

® P=(0,-1,0)er:x=2y-3=2z-1
_ LX=2 _ TV _ 1=
() P—(1,—1,4)er.xT—T—TZ

® P=(-2,0)er:(x,y,2)=(1,-2,00+A(3,2,1)

3. Obtenha os pontos da intersec¢do dos planos 7} : x+ y =2 e 2 : x = y + z que distam v14/3 da
retas:x=y=z+1.

4. Obtenha uma equacao vetorial da reta r que dista 1 do ponto P = (1,2,1), é concorrente com
s:(x,52)=(-1,1,1)+ A(0,-1,2) eparalelaa t: 2x—z—-1=y =2.

5. Calcule a distancia do ponto P ao plano 7:

® P=(0,0,-6)emr:x—2y—-2z—-6=0
@ P=(1,1,15/6)em:4x—-6y+122+21=0

® P=09,2,-2)en:(x,y,2) =(0,-50)+A(0,5/12,1) + u(1,0,0)

6. Obtenha os pontosdaretar:x=2-y=y+zquedistam v6 doplanon:x—2y—z=1.

7. Calcule a distancia do ponto de interseccdo de r e s ao plano determinado por #; e £, onde
r:(xy2=(01,34+1(1,2,3), r:(x,,2) =(1,1,00 + A(-1,0,1), n : (x,,2) = (0,1,00 + A(0,6,1) e
bh:x=y—-6z+8=2x-3.

8. Calcule a distancia entre os planos 7] e 7o:
@ m:2x—y+2z+9=0emy:4x—-2y+4z-21=0
@ m:x+y+z=0emp:x+y+2+2=0
® m:x+y+z=5/2emns:(x,¥2) =(2,1,2)+A(-1,0,3) + u(1,1,0)

@ my:x+y+z=0em:2x+y+2+2=0
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9. Calcule a distancia entre areta r e o plano n:

@ rix—-y+z=0=2x+y—-z-3em:y—z=4
@ r:(xy2=01,949+A3,3,3)en:(x,y2) =(5,7,9 + 1(1,0,0) + u(0,1,0)

@ r:y=z=0em:y+z=12

10. Obtenha uma equacdo geral do plano 7 que contém os pontos P = (1,1,-1), Q = (2,1,1) e dista
ldaretar:(x,y,2)=(1,0,2) +A(1,0,2).

11. Obtenha uma equacdo geral do plano 7 que dista 1/v29daretar: (x, »2)=(01,1,3)+A(0,1,2) e
é paralelo ao segmento de extremidades M = (2,1,4) e N =(0,1,1).

v¢ Respostas
(1) @ (5,6,0); @ Nao existem tais pontos; @ Qualquer ponto de r
2)® \/5; @ 1/270/29; ®3v10/7; (3) (2,0,2) e (0,2, -2);
4 r:(x,y,2)=(-1,3,-3)+1(1,0,2) our:(x,y,2) =(-1,17/9,-7/9) + A(1,0,2);
(5) D2;@7/2; ®94/13; (6) (-3,5,—8) e (9,—7,16) (7) 6//41 (8) D 13/2; @2/v/3; ® 0; @ 0;
9) ®3/vV2;,@0;®1;(10) y=1oubx—2y—3z—-7=0;(11) 3x+4y—-2z-2=00u3x+4y—2z=0;
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Parte 7

¢ COnicas

Para estes problemas, as coordenadas serao tomadas em relacdo a um sistema de coordenadas
ortonormal (O; i, j) no plano E2.

1. Sao dados, em cada caso, o parametro geométrico a e os focos de uma elipse. Obtenha uma
equacado algébrica em x, y satisfeita por todos os pontos da elipse:

® a=4,F,=(-3,2) e F,=(-3,6)

@ a=3,F1=(-1,-1)eF=(,1)
2. Esboce as elipses abaixo e calcule a distancia focal, a medida dos eixos e a excentricidade:

® 5x*+9y*>=45
@ 16x*+4y*>=4
® 3x2+5y*=15

@ 4x%+169y° =676

3. Obtenha a equacao reduzida e a excentricidade da elipse cujo centro é a origem (0,0) e cujos
focos estdo nos eixos coordenados nos seguintes casos:

® O eixo menor mede 6 e a distadncia focal é 8.
@ O eixo maior mede 10 e a distancia focal é 6.
® Os focos sao (0,6) e (0,—6) e o eixo maior mede 34.

@ Os focos sdo (—1,0) e (1,0) e um dos vértices é (0, v2).

4. Obtenha uma equacdo reduzida de uma elipse de centro na origem que tem focos em um dos
eixos coordenados, excentricidade € = v/3/2 e contém o ponto +/3,1/2).

5. Esboce as hipérboles abaixo e calcule a distancia focal, a medida dos eixos transversal e conju-
gado, a excentricidade e as assintotas:

® 9x*>-4y*>=36
@ x*-y*+1=0

® 5x>-9y>-45=0
@ x2-4y>=2

6. Obtenha a equacdo reduzida e a excentricidade da hipérbole cujo centro é a origem (0, 0) e cujos
focos estdo nos eixos coordenados nos seguintes casos:
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@® Os vértices sdo (+2,0) e os focos sdo (£3,0).
@ Os vértices sdo (+15,0) e as assintotas sao y = +4x/5.
@ O ponto (5,9) pertence a hipérbole e as assintotas tém equagoes y = +x.

@ Os focos estdo no eixo y, as assintotas tém equacgoes y = +3x/2 e o eixo conjugado mede
8.

7. Obtenha uma equacao reduzida da hipérbole de centro na origem que tem focos em um dos
eixos coordenados, excentricidade 2 e contém o ponto (2, V7).

8. Calcule o foco, o vértice e a diretriz das pardbolas abaixo:

@ y*=4x
@ x*+8y=0
® x*+6y=6

@ y=2x>-4x+2
9. Obtenha, em cada caso abaixo, uma equacao reduzida da pardbola de vértice (0, 0):

@® Ofocoé (8,0).
@ A diretriz tem equagao y = 2.
@ O ponto (4,7) pertence a diretriz e o eixo é Ox.
@ O ponto (5,10) pertence a parabola e o eixo é Ox.

10. Descreva a conica que cada uma das equagdes abaixo determina:
@ 4x>-y?+8x-2y-1=0
@ x*-2x-4y-8=0
® 3x2+2y*+6x—-8y+5=0
@ 2x>+y*+2y-1=0
® 6x2—y?—4y+2=0
® x*-y*-2x+2y-3=0

11. Obtenha a equac¢ao da pardbola que tem como foco o ponto P = (—4,—-2) e como diretriz a reta

r:2x+y=3.

v¢ Quadricas

12. Identifique e esboce cada uma das seguintes quadricas de E3:
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2x2+ )2+ 22 +4x-2z+1=0
X2 —-y?—22+2z-5=0
z—-3x*-5y>=0
xz—y2+z:0

2x2+3y2-22=0

®@ @ ® ©® O ©

x*-3y°+8z%2=1

v¢< Respostas
(1) ®4x?+3y* +24x-24y+36=0; @ 8x> - 2xy +8y* - 63 =0;
(2) @6,2v5,4,6=1/3;@2,1,V3,e = V3/2;
®2V/5,2V/3,2v2,e = V2/5 ® 26,4,2\/165,¢ = v/165/13;
(3) D x%/25+y?/19=1,£=4/5@ x?/25+y*/16 = 1, £ = 3/5;
@ x%/289+y%/253=1,£=6/17;® x*>/3+y*/2=1,e=1/V/3
(4) x*/4+ y*> =1 0ou x*/(49/16) + y*/(49/4) = 1 (5) @ 21/13,4,6,& = /13/2,y = +(2/3) x;
®@2v/2,2,2v/2,y = +x/v/2; ® 21/14,6,2V/5,V14/3,y = +3x//5;
®V5/2,2v2,v/2,V/5/2,y = £2x;
6) D x?/4—y?/5=1,6=3/2; @ x?/225— y*/144 = 1, = v/369/15;
® y2/56—x2/56=1,6 = V2 ® y?/36 — x*/16 = 1,6 = v/52/6
(7) x*/(5/3) = y?I5 =1 ou y?/(17/3) = x*/17 = 1 (8) @ (1,0),(0,0),x = —1; @ (=2,0),(0,0),y = 2; ®
0,1/2),(0,1),y=5/2;® (1,1/8),(1,0),y =—-1/8;
(9) @ y?> =32x; @ y=—-8x% @ x = -16y%; ® y? = 20x;
(10) @ Hipérbole de centro (—1,—1), eixos transversal e conjugado paralelos aos eixos coordenados,
medindo 2 e 4, respectivamente, e vértices (0,0), (—2,0); @ Pardbola de vértice (2, -3), diretriz y = —4,
foco (2,-2);
@ Elipse de centro (-1,2) e eixos paralelos aos eixos coordenados medindo 2v/2 e /3;
@ Conjunto vazio; ® Hipérbole de centro (0,—2), eixos transversal e conjugado paralelos aos eixos
coordenados, medindo 2v6 e 2, respectivamente, e vértices (0,2 + V6);
® Reunido dasretas x—y+1=0e x+y—3=0; (11) x> —4xy+4y?> +52x+26y+91 =0
(12) @ Elipsoide de centro (—1,0, 1) e eixos paralelos aos eixos coordenados medindo 1, V2,V?2;
@ Hiperboléide de 2 folhas com eixos paralelos aos eixos coordenados medindo 1,1, 1;
@ Paraboléide eliptico de vértice na origem;
@ Paraboloide hiperbdlico;
® Superficie conica com vértice na origem e eixo Oz;
® Hiperboldide de uma folha
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