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2> D2
Em toda a lista, as coordenadas referem-se a um sistema de coordenadas fixo (O; i, j, k)

vr Equacdo da reta
1. Sejam A = (-5,2,3)eB=(4,-7,-6)eC=(3,1,4).

(a) Escreva as equagdes vetorial, paramétrica e simétrica da reta que passa por A e B.
(b) Faca o mesmo para a reta que passa por B e C.

(c) Conclua que A, B, C sdo colineares.

2. Calcule a equagéo vetorial da reta que passa por A = (1,0,1)e B =(2,1,-1).

3. Calcule um vetor diretor para a reta 21 =1 — y = 3z + 3. Escreva esta tltima equagdo na
forma vetorial.

4. Considere a reta r de equacdes

x = 1-A
y = —2+3A .
z = 2-A

(a) Obtenha a equagdo vetorial da reta paralela a r que passa pelo ponto (-1,2,7).
(b) Verifique se Q = (2,2,4) pertence a r.

(c) Mostre que a reta definida pelas equagdes

x = —4+2A
y = 13-6A
z = =3+2A

coincide com 7.

(d) Calcule a equagdo simétrica de r.

(e) Ache os pontos P de r tais que a distancia entre P e (1,0,2) é V3.

5. Sejam A = (1,1,1),B=(0,0,1) erareta (x,y,z) = (1,0,0) + A(1,1,1). Determine os pontos
P de r equidistantes de A e B.

6. Considere as equagdes abaixo:

(@) &2 = L2 = 2744

(b) (x,v,z)=(1,0,1)+ A(7,2,-2)



10.

11.

12.

x = -1+2A
@y = 24+6A
z = 2-A/2
(d) (x,y,2)=(8,2,-1) + A(1,0,2)
x = 10-3A
ey = 2
z = 3-6A
05 =4=3

(8 (x,y,2)=(1,8,3/2) + A(4,12,-1)

(h) &6 = 2 _ =3
7

2 -2

Analise quais delas definem a mesma reta.

. Sejam P = (2,1,-1), Q = (0,-1,0), A = (0,3,0) e B = (6,3,3). Determine um ponto C

pertencente a reta que passa por P e Q tal que a drea do tridngulo ABC seja 9.

. Escreva a equacdo simétrica da reta que passa pelo ponto A = (-1, -4, -2) e pelo ponto

médio do segmento de extremidades (1,3,5) e (3,3, 1).

Sejam A = (1,2,-1) e B = (0,1, 2) e considere a reta r que passa pelo ponto (0,2,0) e tem
a direcdo do vetor (2,-2,1). Encontre os pontos C de r tais que o tridngulo ABC tem um
angulo reto no vértice C.

Sejam A = (3,6,-7), B = (-5,2,3) e C = (4,-7,-6). Verifique que ABC é um tridngulo e
escreva as equagoes paramétricas da reta que contém a mediana relativa ao vértice C.

vr Equacdo do plano
Verifique se as equagdes abaixo determinam o mesmo plano:

@ (xv,y,2) = (1,2,1) + A(1,-1,2) + u(-1/2,2/3,-1) e (x,y,2) = (1,2,1) + A(-1,1,2) +

u(=3,4,-6)

@ (x,y,2)=(1,1,1)+A2,3,-1) +u(-1,1,1) e (x,y,2) = (1,6,2) + A(-1,1,1) + u(2,3,-1)

@® (x,v,2)=1(0,0,0)+A(1,1,0) + u(0,1,0) e (x, y,2) = (1,1,0) + A(1,2,1) + u(0,-1,1)

@ (x,y,2)=(2,1,3)+A(1,1,-1) + u(1,0,1) e (x,y,2z) = (0,1,1) + A(1,3,-5) + u(1,-1,-3)
Escreva uma equagdo vetorial, equagdes paramétricas e uma equagdo normal para os
planos 7 abaixo:

® 7t contém P = (1,2,0) e é paralelo aos vetores 7 = (1,1,0) e 7 = (2,3, -1);

@ mcontém P =(1,1,0), Q = (1, -1, —1) e é paralelo ao vetor 7=(2,1,0);

® 1 contém P = (1,0,1), Q = (0,1,-1) e é paralelo ao segmento de extremidades
A=(,2,1)eB=(0,1,0)

@ 7 contém os pontos P = (1,0,1), Q=(2,1,-1)eR = (1,-1,0)
® 7 contém os pontos P = (1,0,2), Q=(-1,1,3)eR =(3,-1,1)
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=2-z
)=1(0,2,2) + A(1,1,-1)

® mcontém P = (1,0,—1)earetar: % =

N Wi

@ nmconttm P =(1,-,1,1)earetar: (x,y,
13. Obtenha equagdes paramétricas do plano que contém P = (1,1, 2) e é paralelo ao plano

x = 1+A+2u
iy = 2A+u
z = —=A

14. Decomponha o vetor i = (1,2,4) como soma de um vetor paralelo a reta r : (x,y,z) =
(1,9,18) + A(2,1,0) e de um vetor paralelo ao plano = : (x,y,z) = (1,1,0) + A(1,0,1) +
u(0,1,-1).

15. Verifique se o vetor i é paralelo ao plano 7 se:

®u=(1,2,1)en:3x+y—-5z=-1;
@ i=(-1,4,00em: (x,y,2z) =(48,-17) + A(1,0,1) + u(2,-1,1);

x = 1-A-yp
® i =(2011,0,-2011)emn:{ v = 20+ A +3u ;
z = 51-1-u

®i=(1,1,2)en:x—4y+3z=13.
16. Verifique se o vetor i é normal ao plano 7 se:
® i#=(-1,3,2emn:3x—9y—62=05;
@ #=(6,6,-6)em:(x,y,z) =(-41-1)+A1,0,1) + u?2,-1,1);
x = 11-A-u

@ u=2,1,-2)en:{y = A+3u ;
z = 5-A-u

®i=(1,1,2)en:3x—4y+5z=7.

17. Esboce os planos abaixo:

®x=2

@ y=-1
®z=0

@ x+y=1

® y—z=0
®x+y+z=1

18. Obtenha uma equagdo geral (normal) para os planos 7t abaixo:

x = 1+A-u
@mn:{y = 2A+u
z = 3-u



x = 1+A
@mn:{y = 2

z = 3-A+yu
@ (x,y,2) =(-2,2,00+A(1,2,1) + u(-1,2,1)
@ (x,v,z)=(0,0,0)+A(1,1,3) + u(=3,2,-1)

19. Obtenha uma equacdo vetorial para os planos 7 abaixo:

®4x+2y-z+5=0

@5%-y-1=0
®z-3=0
@®y—-z-2=0

20. Determine a posicdo relativa das retas abaixo e, se for caso, determine seu ponto de
interseccao:

®r:(x,y2=(110+A1,2,3)es: (x,y,2z) =(2,3,3)+A3,2,1)

x = 1+2A
X +1 z
@r:{y = A es: =L =22
z = 1+3A
x = 2A
@r:dy = 1-21 es:(x,y,2)=(2,411)+ A(-4,5,0)
z = A
x = 4A
x— +2 . _
@r:32=""=zes:yy = 21
z = 3+2A

21. Mostre que r e s sdo concorrentes, ache seu ponto de intersec¢do e determine uma equacado
geral para o plano que contém r e s:

x = A )
@ r: y = A es xg_l:yT:Z;Z

z 1+4A

x = 2-2A x = 1+A
@r:iy = 4+A es:qy = =21

z = _3/\ z = ZA
@ r xz;a=y7_6=z—1es:§:%zzg4

22. Obtenha a intersec¢do da reta r com o plano 7t

@r:(xyz=(0-1,-1,00+A(1,-1,-1),m:x+y+z+1=0
@r:(xyz=0-1,-1,1)+A(1,-1,0),n :x+y+z+1=0
z+1

@r:ix-3=y-2=5,m:x+2y—-z=10
@r:(xyz=(0-1,-1,00+A(1,-1,0), m : 2x+2y +z+1 =0



x = 2A x = 1+«
®r:qcy = A es:¢ y = -3+P
z = 1-3A z = 1+a+p

®r:x-3=y=%emn:(x,y,2) =000 +A(®,20) + u0,-1,3)

23. Considere os pontos A = (1,1,2), B = (0,1,2), C = (1,1,0) e D = (0,1,0). Mostre que
A,B,C,D sdo vértices de um retdngulo e obtenha as equag¢des normal, paramétrica e
vetorial do plano que contém A, B,C e D.

24. Determine a intersec¢do dos planos 7 e 7. Quando se tratar de uma reta, descreva-a por
equacoes vetoriais.
@ m:x+2y-z-1=0em:2x+y—-z=1
@m:z=lem:y—-2x+2=0
@ m:x—y+3z=lem:2x-2y+6z=2
@ m:3x—4y+2z=4emp:-5x+20y-10z=9

®m:x+y—-z=0em:(xy2 =(1,00)+A(1,2,0)+u0,-1,2) ;yNm:(x,yz2) =

® m:(x,y,2)=(1,1,1)+ A0,2,0) + u(1,0,-1) e 1, : (x,y,2z) = (0,0,-1) + A(1,-1,0) +
u(1,0,1)

@ m :(xyz) =302 +A0,-1,2) + u©0,0,-1) e 7, : (x,y,2) = 3,1,2) + A(1,0,0) +
u(1,1,1)

25. Estude a posicdo relativa de r e s:
y+z = 3
X+y—z = 6

o x-y-z = 2 ) 2x-3y+z = 5
®r'{x+y—z =0 es.{ x+y—-2z = 0

® (x,y,2)=(1,-1,1)+ A(-2,1,-1)es: {

@r: ¥l =2==les:(r,y,2) =(000)+A(1,20)

@r:@=y_l=zes:{2x_y+7 _ ’
x+y—6z = -2
® (x,1,2)=(8,1,9 + A2 -1,3) es: (x,y,2) = (3,—4,4) + A(1,-2,2)

cx=l Y5 o2 e = 2=l
@r.3—3—5er.x—y—4
x+y-3z =1

S R :
@r:5-=y= Zes'{Zx—y—2z 0
®r:x+3=2"==les:(v,y,2) =(0,2,2) +A(1,1,-1)
26. Considere as retas  : x—ay+l = O,S:x:y/a:zet: *ry—z o= O.Calcule
y-z-1 =0 y+z+1 = 0
o valor de a que torna:

@ r e s paralelas;



@ 71,s,t paralelas a um mesmo plano;
® r et concorrentes;
@ s et coplanares;

® r e sreversas.

27. Mostre que r e s determinam um plano 7 e obtenha uma equacao geral de

@r:x-1l=y=2zes:x-1=y=z
@r:(x-1)/2=y-3)/3=z/4es:x/2=y/3=(z—-4)/4

28. Estude a posigdo relativa de r e 7t e, quando for o caso, encontre o ponto de intersecgao:

29.
30.

31.

32.

33.

Para que valoresde waretar: &1 =

®r:(x,y,2=0110+A011en:x-y—-z=2
@r:(x-1)/2=y=zemn:(x,y,2)=(3,0,1) + A(1,0,1) + u(2,2,0)

. X—y+z = 0 . B B
@r-{zx-}—y—z_l — 0 eT(.(x/y/Z)—(0,1/2,0)+)\(1, 1/2’0)4_“(0’1,1)

)ox-y =1 : -
@r'{x—Zy -0 em:x+y=2
® r:(x,y,2)=(0,00)+A1,41)emn:(xyz)=(1,-11)+A0,1,2) + u(,-1,0)
©®r:2=y-1=2Ben:3x-6y—2z=0

3 -3

—l<

5 é transversal ao plano 7t : x + ay +z = 0?

Estude a posigdo relativa dos planos 7, e m:

®m:(xyz) =1,1,1)+A0,1,1)+ u(-1,2,1) ey : (x,y,2) = (1,0,0) + A(1,-1,0) +
‘Ll(—l,—l,—Z)

@ m:(xyz)=424)+A1,1,2)+u@G3,3,1)eny : (x,y,2) =(3,0,00+A(1,1,0)+u(0,1,4)

@ m:2x—y+2z-1=0emy:4x-2y+4z=0

@ m:x—y+2z-2=0em:(x,y2) =(0,0,1)+A(1,0,3) + u(-1,1,1)

Determine, em funcdo de a, a posigdo relativa dos planos 7; : 2x +y +3z+1 =0e
o (x,y,2)=(1,1,1)+ A(1,1,0) + u(2, -1, a).

Verifique se as retas abaixo sdo perpendiculares ou ortogonais:

@ r:(xy2=(123+A1,21)es:(x,y2) =244 +A(-1,1,-1)
@r:x+3=y=z/3es:(x-4)/2=y—-4=-z

@ r:(x,y,2=(1,23+A-1,2,1)es:(x,y,2) =(0,0,0) + A(1,1,-1)
@r:(x,y,2=02-51)+A3,-2,-1)es: (x—4)/2=(y—-2)/3 =(z+4)/(-5)

Obtenha uma equacgdo geral do plano 7 que contém o ponto P e é perpendicular a reta r:

@ P=(0,1,-1)erconttm A =(1,-1,1)e B=(-1,1,-1)

x=2y+z = 0

@ P:(l’l’_l)er:{Zx—3y+z—1 -0



34.
35.

36.

37.

Determine a proje¢do ortogonal daretar : x+1 = y+2 = 3z—3 sobreo planom : x—y+2z = 0.
Verifique se 1, e 7; sdo perpendiculares:

®m:(xyz) =01,-34 +A1,0,3) + u(0,1,3) e Mz : (x,y,2) = (0,0,0) + A(1,1,6) +
u(1,-1,0)
@ m:(xyz2)=4231)+A1,0,1)+u@GB,1,00em:y—3z=0

Obtenha uma equacao geral do plano 7w que contém aretar: (x,y,z) = (1,0,2) + A(4,1,0)
e é perpendiculara m; : 3x +y+z =0.

Obtenha uma equacdo geral do plano que contém o ponto (2,1, 0) e é perpendicular aos
planosy :x +2y—3z+4=0emy : 8x—4y+16z—-1=0.

Y Respostas

M @) (x,y,2) =4, -7,-6)+A(1,-1,-1);x =4+, y=-7-1, z=-6-A; = = Y7 — zt6
() (x,y,2)=(1,0,1) + A(1,1,0)

(3)d=(3,-3,1); (x,y,z) = (1/2,1,-1) + A(3,-3,1)

@ (a) (x,y,z) = (-1,2,7) + A(-1,3,-1); (b) Q ¢ r; (d) % = yTJrz = %; (e) P =(0,1,1) e
P = %, —%, %). (5) P =(1,0,0);

(6) (a),(c),(g) ; (b),(f),(h) e (d),(e) definem as mesmas retas, sendo que as trés sdo distintas

entre si. (7) C = (2,1,-1) ou C = (22/9,13/9,-11/9). (8) XL = LA

4 5
x = 4454
(9) C = (5i9\/9_7, 13?9@/ Sil\gw); (10) y = —7-11A
z = —6-4A

(11) Somente as equacdes em @,® e @ determinam o mesmo plano
12)®7m:(x,y2)=(1,20+A1,1,00+u23,-1);,n: —x+y+z=1,
@m:(x,y,2z)=01,1,00+A0,2,1) + u2,1,0); mt: —x+2y -4z =1,
®mn:(x,y2z)=01,01)+A1,-1,2)+u,1,1);n:-3x+y+2z=-1;
@n:(x,y2z)=1,-1,0+A(-1,-2,1) +u(0,1,1); 7 : -Bx+y—z=—4
® Como P,Q, R sdo colineares, 7 ndo é tnico. O plano © pode ser qualquer plano de-
terminado por (x,y,z) = (1,0,2) + A(=2,1,1) + u(a,b,c), onde ¥ = (a,b,c) ndo é paralelo a
PG = (-2,1,1);
®mn:(x,y,2z)=01,0-1)+A2,3,-1)+u(0,0,3); ® : 3x -2y -3 =0;
@mn:(xyz)=01,-1,1)+A1,1,-1) + u(-1,3,1); m : x+z-2=0;

x = 1+A+2u
13)m:{y 142 A +u

z = 2-A
(14) 7 = (11,7,4) + (-10,-5,0), (15) i é paralelo a @ somente nos itens @ e ®);
(16) i7 é normal a T somente nos itens @ e @;
18 Dm:2x-y-32+7=0, @y-2=0;, ®y-2z=0;, ®7x+8y—-5z=0
(19 @ (x,y,2z) = (0,0,5) + A(1,0,4) + u(0,1,2); @ (x,y,z) = (0,—1,0) + A(1,5,0) + u(0,0,1);
®(x,v,2z) =(0,0,3) + A(1,0,0) + u(0,1,0); ® (x,y,z) = (0,2,0) + A(1,1,0) + u(0,0,1)
(20) As retas em @ e ® sdo concorrentes com ponto de interseccdo (2,3, 3) e (22,-21,11),
respectivamente. As retas em @ sdo iguais e as do item @ sdo reversas.



21) ©®(-2,2,-7), n:=17x+7y+6z-6=0;,®(-2,6,-6), m:4x -y —-3z-4=0;
®(1,4,0), m:4x -7y +6z+24=0(22) ®(-2,0,1); @ A interseccdo é aretar; ® (5,4,3), ®
Vazio; ® (-2/3,-1/3,2); ® (-16/7,-5/7,-81/7) 23) y =1 = 0;

149 OmNmy:(x,y,2)=(0,0-1)+A(1,1,3);,@m Nmy : (x,y,2z) =(0,-2,1) + A(1,2,0);

©) i1 N Ty = TUq; @ TG N T = 0; ® (1 N T - (X,y,Z) = (2,—1,0) + /\(1,0,1)
®mNm:(xyz)=@3,-1,0)+A0,1,1)

(25) @ Paralelas distintas; @ Concorrentes em P = (1,-1,0); ® Reversas; @ Coincidentes;
® Concorrentes em P = (-2,6,—6); ® Concorrentes em P = (-2,2,-7); @ Reversas;
Reversas;

(26) D a =1, @ a =1;® a qualquer; ® Ndo existe a; ® a diferente de 0 e 1;

(27) @ r e s sdo concorrentesem P = (1,0,0) et : x —y—1 = 0; @ r e s sdo paralelas distintas
en:8x—4y—z+4=0

(28) @ r e 7t sdo transversais, P = (1,0, —1); @ r é paralela a 7; @ r estd contidaem m; ®re
sdo paralelos; ® r é transversal a i, P = (=1/9,-4/9,-1/9); ® r é paralela a 7t; (29) o # —2;
(30) @ Iguais; @ Transversais; @ Paralelos distintos; @ Transversais;

(31) 71 e m, sdo transversais para qualquer valor de «;

(32) ® Perpendiculares; @ Perpendiculares; ® Ortogonais e ndo-perpendiculares; ® Nao
sdo ortogonais; (33) ® x—y+z = 0; @x+y+z-1 = 0; (34) (x, y,z) = (-3/2,-3/2,0)+A(8,10, 1)
(35) ® Nado; @ Sim; (36) x -4y +z—-3=0;,37) x -2y -z =0



