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Parte 1

¢ Curvas

1. Desenhe as imagens das seguintes curvas:

@y@®=00,1

(¢) y(¢) = (sent,sen?t)
@yn=0G1-0

(g y(2) = (sect,tant), —53 <t <7

@) y(@®) =Int,v1), =1

) y(®)=(Q+cost,2cost—1),0<st<2n
(m) y(r) = (£(£* - 3),3(t* - 3))

() y() = (t* =213 -212, 12 -31)

(b) y(£) = (cos®t,sent), 0<t<2m
(d) y(t) = (2+cost,3+4sent)

(f) y(¢) = (e’ cost,e’sent), t=0
(h) y(#) = (v2cost,2sen t)

(G) Y(t) = (cosh t,sinh 1), te R
Dy)=1-1323+1), teR

) y(0) = (£ -3¢%, 2 -31)

() y(6) = 213 312, 2 - 121)

2. Associe as equacoes paramétricas aos graficos I a VI. Justifique sua escolha.
(@x=t3-2t, y=t>—t b)x=3-1, y=2-1?
(c) x=sen(3t), y=sen(4r) (d) x=t+sen(2t), y=t+sen(3t)
(e) x=sen(t+sent), y=cos(t+cost) (f)x=cost, y=sen(t+sen(5t))
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3. Considere f(x) = (\S/E)2 A funcgdo f é derivavel em x = 0?2 Determine uma curva y : R — R?,

derivdvel e cuja imagem seja igual ao gréfico de f.

4. Mostre que a curva y(t) = (cost,sentcost) admite duas retas tangentes em (0,0) e ache suas

equacoes.



10.

11.

12.

13.

Sejam I um intervalo aberto de R e y : I — R? uma curva diferencidvel. Mostre que, se existe
C € R tal que |y(t)| = C, para todo t € I, entdo y(t) é ortogonal a y'(t), para todo t € I. Vale a
reciproca? Interprete geometricamente.

. Uma circunferéncia de raio r rola sem escorregar ao longo do eixo Ox. Encontre equacdes pa-

ramétricas para a curva descrita por um ponto da circunferéncia que se encontra inicialmente
no origem (Esta curva é chamada de cicléide).

Calcule o comprimento da curva y:
@ y1(0)=@2t*-1,4t2+3), t€[—4,4];

@ y.(1) = (cos® t,sen?t), t€ [0, 7];

@ 7y3(t)=(cost+tsent,sent—tcost), tel0,m].

. Encontre o comprimento de um arco da cicléide x = r(0 —sen8), y = r(1 — cos6) (Dica: Use a

identidade 1 — cosf = 2sen?(0/2)).

. Mostre que o comprimento da elipse x = acos0, y =bsenf,a>b>0,0<0<2m é

/2
4af vV 1-¢e2sen260d0,
0

onde € = ¢/ a é a excentricidade da elipse e ¢ = V a? — b2.
Esboce a astréide x = acos36, y= bsen30,0<0 <21, a> 0, e calcule seu comprimento.

Encontre pelo menos trés conjuntos distintos de equacdes paramétricas para representar a
3

curvay=x", x €R.
Encontre as equagdes das retas tangentes a curva paramétrica x() = 3¢2+1, y(f) =23+ 1 que
passam pelo ponto (4, 3).

Seja v : (a, b) — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s. O vetor nor-
mal ay no ponto y(t) é definido por n(s) = (—y'(s), x'(s)), a< s< b.

@ Mostre que os vetores y'(s) e Y (s) = (x"(s),y" (s)) sdo perpendiculares para qualquer s €
(a,b).

@ Mostre que existe uma fungao « : (a,b) — R diferencidavel tal que y”(s) = x(s)n(s), para
a < s < b. Ovalor x(s) é chamado curvatura de y em y(s). Mostre que x = x'y" — x"y’, onde

" denota a derivada em relacgdo a s.



14.

15.

16.

17.

® Considere o angulo 6(s) formado pelo eixo x e pela reta tangente a y em y(s), i.e., tanf(s) =
y’ (s)/x'(s). Mostre que x(s) = 0'(s) para cada s € (a, b) e interprete geometricamente o que
significa o sinal da curvatura de y.

@ Seja a : (a,b) — R? uma curva regular qualquer com a(t) = (p(1),q(t)), a< t < b, s o pa-
rametro de comprimento de arco e (s) = a(t(s)), a reparametrizacdo de a por compri-
mento de arco. Como f é parametrizada por comprimento de arco, a curvatura x de f§ é
bem-definida. Mostre que

~ plqll _ p//q/
- (p/2+q/2)3/2
O valor desta funcdo em s = s(f) é chamado de curvaturade a em «a(t).

® Mantendo a notac¢do do item anterior, admitindo que « seja o grafico de uma funcdo y =
1

f (), mostre que a curvatura é dada por k = T

® Calcule a curvatura da espiral logaritmica a(t) = (e’ cost,e’'sent), t € R.

Esboce as seguintes curvas dadas em coordenadas polares:

®@r=1 @0=mn/3 ® r=cosf @ r =cos20
®r=1+senf ® r =cos360 @ r =2|sen0| ®r= 00159
@r=0 ®r3-4r2+5r-2=0

Encontre equacoes polares e faca um esbocgo das as curvas dadas abaixo em equacoes cartesia-
nas:

Ox*+y’=a*,a>0 @2x+3y=1 @x*-y*=1 @x2+2y°=1

® x2+y? = e2V/x ©®x?3+y*8=1 @y-xtan((x*+y*>)"12) =0 ® (x?+y»)3=4x?)?

¢ Curvas notaveis

Consideremos a circunferéncia C de centro (0,7) e raio r > 0, a semi-reta s = {(x,y) : y =0} e
um ponto P = (0,R), R > 0, nessa semi-reta. Uma frocdide é o lugar geométrico descrito pelo
ponto P quando C rola sobre o eixo x sem deslizar. Note que a cicl6ide € um caso particular de
trocoide quando P € C. Quando P é exterior a C, a troc6ide é chamada de cicldide longa, quando
P é interior a C, a troc6ide é chamada de cicléide curta. Encontre equagdes paramétricas que
descrevam a trocoide.

]:.7

Consideremos dois circulos I" e C de raios R > 0 e r > 0, respectivamente, 0s quais se tocam
exteriormente apenas em um ponto P. Admitamos também que I seja centrado na origem e
C tenha centro no ponto (R + r,0). Denominamos epicicléide o lugar geométrico descrito pelo
ponto P quando C rola (sem deslizar) sobre I'. A primeira figura abaixo ilustra este processo; as
duas figuras seguintes ilustram os casos r < R e r > R, respectivamente.



@ Sejam (x, y) as coordenadas do ponto P na primeira figura. Mostre que x = OB—-QB, y =
OD-DT,OB=(R+r)cosfeOD = (R+r)send.

@ Mostre que QB=rcos(@+t)e DT =rsen (0 + t).

@ Mostre que t = RO/r e conclua que as equacdes paramétricas da epicicléide sdo

x= (R+r)cos9—rcos((¥)9) e y=(R+r)senf —rsen ((R-:r)g) .

Quando R = r, a curva obtida é chamada de cardioide.

{

18. Consideremos dois circulos I' e C de raios R > 0 e r > 0, respectivamente, os quais se tocam
interiormente apenas em um ponto P. Admitamos também que I seja centrado na origem e C
tenha centro no ponto (R + r,0). Denominamos hipocicléide o lugar geométrico descrito pelo
ponto P quando C rola (sem deslizar) sobre I'. A primeira figura abaixo ilustra este processo; as
duas figuras seguintes ilustram hipocicléides.




19.

20.

21.

22.

Usando raciocinios semelhantes aqueles utilizados no problema anterior, mostre que a hipoci-
cléide tem equacoes paramétricas

xX= (R—r)cos@+rcos((7r)9) e y=(R—-r)senf —rsen ((R;r)g) .

A hipocicléide obtida com r = R/4 é chamada de astroide.

3ar®
1+13°

3at
1+13

O folium de Descartes é a curva y descrita pelas equagdes paramétricas x(t) =
com t # —1, onde a > 0 é fixado.

ey(t) =

@ Mostre que y satisfaz a equacao cartesiana x> + y = 3axy. Em particular, y é simétrica em
relacdo areta y = x.

@ Mostre que areta x + y + a = 0 é uma assintota de y.

@ Facaum esbogo dey .

t
1+¢4

A lemniscata de Bernoulli é a curva y descrita pelas equacoes paramétricas x(f) =
t3
teR.

1+t4’

ey =

@ Mostre que y satisfaz a equacao cartesiana (x% + yz)2

relacdo areta y = x.

= xy. Em particular, y é simétrica em

@ Facaum esbocodey .

Seja C um circulo de raio r > 0 tangente ao eixo x e areta y = 2r, onde r > 0 é fixado, conforme
mostrado na primeira figura abaixo. Da origem, tragcamos uma semi-reta em diregdo a reta s,
e denotemos por R e Q os pontos de interseccdo desta semi-reta com C e s, respectivamente.
O segmento QD é perpendicular a s; e a reta s é paralela a s;. Consideremos também a reta
s paralela ao eixo x passando por R e P o ponto de intersecao da reta s com o segmento QD.
Os pontos P = (x, y) obtidos tracando todas as semi-retas que partem de O e intersectam C,
descrevem a curva denominada bruxa de Agnesi, descrita na segunda figura abaixo.

YA

syty=2r A Q) Y‘

s / P=(z,y) Sgiy=2r A

S1

=Y

o B D

® Mostre que x = 0Q coste y=ORsent.
@ Mostre que OQ =2r/sent e OR =2rsent.

@ Obtenha equagdes paramétricas para a bruxa de Agnesi.

Seja C o circulo de centro (r,0) e raio r > 0 e considere a reta x = 2r, conforme mostra a figura
abaixo. Tracando uma semi-reta s qualquer partindo da origem, sejam K e N os seus pontos
de interseccdo com C e s, respectivamente. O ponto Q sobre s tem a propriedade que OQ =
KN. Os pontos P = (x, y) obtidos quando tracamos todas as semi-retas que partem da origem e
intersectam s formam uma curva y chamada de cisséide de Diocles. O parametro que usaremos
para parametrizar esta curva é o angulo 0 entre o segmento ON e 0 eixo x.

6



® Mostre que OK = 2rcosf e ON = =25, Conclua que KN = o sen’d

cosfO* cosf °

@ Obtenha equagdes paramétricas para y.
® Mostre que a equacao de y em coordenadas polares é r = 2rsenf tan6.

@ Mostre que y tem equacao cartesiana x4 (x—2r) y2 =0.

23. Sejam a,b > 0 r a reta horizontal y = a. Tracemos uma reta s partindo da origem em direcao
a r e chamemos de P o ponto de intersec¢do de s e r. Os pontos Q e R tais que as medidas
dos segmentos PQ e PR sao constantes iguais a b formam uma curva chamada de conchéide de
Nicomedes.

Usando o angulo 6 entre a reta s e o eixo x como parametro, mostre que y tem equagdes para-
métricas x = acotgfd + bcosf e y=a+ bsen,0< 0| <.

24. A espiral de Arquimedes é a curva y descrita em coordenadas polares pela equacao r = af, 0 =0,
onde a > 0 é fixo.

@ Encontre equacoes parameétricas para as espirais de Arquimedes.

7



@ Mostre que v satisfaz a equacdo xtan(y/x? + y*/a) = y.

@ Mostre que a distancia entre dois pontos de intersec¢cdo consecutivos de y com o eixo x é
constante igual a 2az.

25. Seja y uma curva diferencidvel contida no primeiro quadrante, P um ponto de y, r a reta tan-
gente a y em P. Admitindo que r ndo seja vertical, seja Q o ponto de intersec¢do entre r e 0 eixo
y. Suponha que o segmento PQ tenha comprimento constante igual a a > 0.

a’—x2
X

® Pondo y(f) = (x(¢), y(t)), mostre que y satisfaz a equacao diferencial % =+

@ Resolva esta equacgdo fazendo a substituicdo trigonométrica x = asen e usando a relacdo

. Lt _ 2tan(8/2)
trigonomeétrica sen6 = < PR

® Mostre que x(0) = acosf, y(0) = acosf + aln(tan(6/2)), || < /2, é uma parametrizacao
da curva y. Esta curva é chamada de tractriz e seu traco é a figura abaixo.

v¢ Funcoes reais de duas e trés variaveis

26. Ache e esboce o dominio das fung¢oes:

@ fx,y=yx—y (b) f(x,y) = arctan %
_ 1 _ X
() f(x,J’)—\/?yZ_l (d) f(x»y)—ﬁ
(@) f(x,y) = tan(x - y) ) f(x,y) = In(xy? - x°)

(@ f(x,y) =1In(16 —4x> - y?)

27. Esboce uma familia de curvas de nivel de:

@ =32  ®fEy=x-y1-
2
© flx, )= xzx_zyz d flx,y) = xzszyy4
28. Esboce os graficos de:
@ fx,y=1-x-y b) fx, 1) =55 © f(x,y)=/x*+9y?
(d) f(x,y) =4x* +y* @ flx,y) =y*—x* 6 fx,y)=y*+1
®) f(x,y) =" +x (h) f(x,y) = xy (i) f(x,y) = eV
() f6 1) = grey @ fix,p) = (x—y)? M) flx,y) = x2+y2+2y+3
(m) f(x,Y) = 5772 M) f(x,3) =InOx*+y*)  (0) f(x,y) =2— /x? +4)?

(x2 +2y2)2

P fx,y=vVx2+y2-9 (@ fx,y)=vVx2+)%2+1

29. Sejay(t) =(e'+1,e "), parateR.



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

® Desenhe a imagem de y indicando o sentido de percurso.
@ A imagem de y esta contida na curva de nivel de f : R — R dada por f(x,y) = x*y* -2y —
y2 +4? Em caso afirmativo, em qual nivel?

Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (x, ¥, z) € R? tais que:
(@ x+2y+3z=1 (b) x> +2y?+3z> =1 © x> +y*-2z°=0
d) x> +y? -z =-1 e x>+y*-2z2=1 ) x*-y*>=1
@ x*-y*+z*=1

Alguma dessas superficies é o grafico de uma funcéo f: D c R?> — R?

Verifique que a imagem da curva y(#) = (cos t,cos t, vV2sen t), t € [0, [, estd contida numa esfera
com centro em (0,0, 0) e esboce aimagem de y.

Seja y() = (Vr2+1cost,Vt?+1sent,t), t € R. Verifique que a imagem de y esta contida na
superficie x? + y? — z2 = 1. Esboce a imagem de y.
Desenhe as imagens das seguintes curvas:

@y@=0,¢t1) (b) y(#) = (cost,sent,2)
(©) y(t)=(e 'cost,e 'sent,e”?), t=0 (d) y(1) = (t,cost,sent), t =0
(e)y(r) =(sent,sent, V2 cos 0,0<t<2nm () y() = (1 +sent,1+sent,cost)

Seja f(x,y) =v/x2+y*+4esejay(t) = (tcost, tsent,Vit2+4), t=0.

(a) Mostre que a imagem de y esta contida no grafico de f.

(b) Faca um esboc¢o da imagem de y.
Encontre uma parametrizagdo para a curva de nivel no nivel k de f nos casos:

@ flx,y)=x+2y-3, k=-2;

@ f(x,y)=x—+/1-2y%, k=5;

® fx,y) =g k=1

Encontre a reta tangente as curvas dos itens (a), (b) e (c) acima nos pontos (%, i), (6,0) e (v2,1),
respectivamente.
Encontre uma parametrizagdo para as curvas C abaixo:

2

@ C éainterseccdo do parabol6ide hiperbélico z = y? — x? com o cilindro x* + y? = 1.

@ C éainterseccdo da superficie x> + y*> —2z? =1 com o plano y =2z + 1.

@ C éainterseccdo do plano x = z com o paraboléide x* + y? = z.

@ C éainterseccao do conez:\/mcomoplanoz:2x+1.

® C={(x,,2) eR | x*+y*’+z°=1lez=x+1}.

® C={(x,,2eR | z=\/x2+y2ez=x+1}.

@ C={x,y2eR | x>+’ +z°=1le(x-1)>+y*+(z-1)>=1}.
Seja f(x,y) = )chi;yfﬁ.



@ Esboce as curvas de nivel de f dos niveisc=1,c=2e c=3.
@ Encontre uma curva diferencidvel y cuja imagem seja a curva de nivel de f do nivel ¢ = 1.
@ Determine o vetor tangente a curva y do item anterior no ponto (—1,0).
@ Sejay:[0,2m] — R3 dada por y(f) = (sent,cos t, z(t)). Sabendo que a imagem da curva estd
contida no gréfico de f, encontre o vetor tangente a y em y(%).
38. Combine as equagdes com os esbocos das imagens. Justifique a sua escolha:

(@) y(1) = (cos4t, t,sen4t) (b) y(6) = (£2-2,13,t* +1)
(©) y) =(t, ﬁ, £2) (d) y(t) = (sen3t cos t,sen3t sent, t)
(e)y(t) = (cost,sent,Int) (f) y(#) = (cost,sent,sen5¢)

v¢ Limites e continuidade

39. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se ndo existirem, explique por qué:

2 2 2
. . (x“+y°)
(x6,)—(0,0) ¥+ =00  XFV
. xB+y3 . x%y
C Iim =% d lim —/————
(c) (x6,9)—(0,0) XV @ (x,9)—(0,0) 2X* +x2y+y?
. 2x%+3xy+4y>? . x%y
e llm —_— f llm -
(e) (x,9)—(0,0) 3¥°+5y° ®) (x,9)—(0,0) X' T
4 2 2
. . (x +y )
(2) lim i (h) lim XX
& oo By ) =00 X+
. (x+3)3 . . 2 Xy
(1) i = () lim sen
(x5,7)—(0,0) ¥+ Vo yiion 247 VaZ+y?
. Sy+yt+xt . x3+sen(x2+ 2)
(9 lim yed O lim e
(%,9)—(0,0) Xy=xy (x,9)—(0,0) Y y
) sen (x2+y?%) )
(m) “ yl)lg%o ) —x2+y2y (n) N yl)lil%o ) (x% + y2)ln(x2 + yz)
) xy? . x%sen?
(0) li 4 (p) 1 J

m 1
(x,9)—(0,0) +¥° (x,9)—(0,0) ¥*+2¥*
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40. Determine o conjunto dos pontos de continuidade das func¢des abaixo:

(@ f(x,)) = 2y ) f6,y) = L5
(¢) f(x,y) =arctan(x +/1/y) (d) f(x,y) = arcsin(x? + y?)
2.3

© fay =] Ty SN #00
1 ,se(x,y) =(0,0)
2_ .2 _1\2

) fl,y) = (x2+J(/)26)((3C/_)1()x2+1()y_1)2) ,se (x,y) #(0,0) e (x,) #(1,1)

1 ,se(x,y)=(0,0)ou(x,y)=(1,1)

41. O dominio de uma funcao f é o conjunto {(x,y) € R2|(x, y) # (1,0)}. A figura abaixo mostra as

curvas de nivel de f nos niveis k =0,k =0,3, k=0,5,k=0,7 e k = 1. Existe ( l)irr%1 0)f(x, ¥)?
x,y)—(1,

Justifique.

v¢ Respostas

(2) (@)-1V, (b)-VI, (0)-V, (d)-11I, (e)-1, (D)-1T; (3) Nao; y(2) = (£, %); (4) (x,y) = (0,0) + £(£1,0);
(6) x(0) =r(@ —senb) e y@) =r(1—cosh); (7) © 64v/5, @ V2, ® 72/2; (8) 81;
(10) 6a(v2+1In(1 ++v/2)); A1) x(@) = rO + (R—r)senB e y(O) = r + (R — r) cosb;
(12)t=1:x-y—-1=0et=-2:2x+y—-11=0;(15) D r=a;, @ r =1/(2cosf +3senbh);
@ r=1/vcos20); ® r =1/vcos20 +2sen20; ® r = e?; ® r = (cos?30 +sen?30) 32, @ r = 1/0;
r=2|sen(20)]; (16) x=rt—Rsente y=r—Rcost; (21) @ x =2rcotgbe y = 2rsen?0;
(22) @ x=2rsen?fe y=2r (tan@ — %(29)); (24) x = afcosf e y = afsenb;

(26) (@ D={(x,y) eR? | y<x}; () D={(x,y) €R* | x #0}; (¢) D={(x,y) eR? | x* + y* > 1};

(d) D={(x,y) eR?| y >0}

@ D={(x,y) eR? | y#x+22kn kez} ) D={(x,y) €R? | x(y — x)(y +x) > 0};

(@ D={(x,y) eR? |4x*>+ > <16}; (35) D x=1-2t, y =L

@x=5+V1-2t2ey=1® x=cosht, y=sinht; (36) D y(t) = (cost,sent,cos2t);

@y = 2 Y2cost,sent,—1/2+ (1/2)sent); @ y(t) = %(1 +cost,sent,l+cost);

® y(1) = (1,40 +1,V2002+81+1), t = —1/2; ® y(1) = (3(1 + cost),2”?sent,5(3 + cos1); ® y(1) =
(B51 1, 251,

@ fy(t) = (A (1 +cosn),2712sent, 1 (1 - cos1)); (38) a-V, b-VI, c-Id-11I, e-1I, {-IV; (39) Os limites (a), (d),
), (g, k), (o) ndo existem; (b), (c), (h), (), (j), (n), (p) existem e valem zero; (1), (m) existem e valem 1;
(420) @ {(x,y) 1 y#e?E0) {(x,y) : x= P ex?+y> #1} (© {(x, ) : y= 05 (d) {(x,)) : X2+ y*> < 1}; (e)
R=;

) {(x,y) : (x,y) #(0,0) e (x,y) # (1,1)}; (41) Nao.
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Parte 2

v¢ Derivadas parciais, gradiente e diferenciabilidade

1. Ache as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes:

(@ f(x,y) =arctan(y/x) (b) f(x,y) =In(+cos?(xy®) (c) f(x,y) = —L

1+x2+y?

2. Seja f: R — Ruma funcao diferencidvel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:
@ ux,y)=f (%) (b) u(x,y) = f(ax+ by), onde a e b sdo constantes.
© ux,y) = fxy*-2x) () ux,y) = fe* )

3. Dada a funcdo f(x,y) = x(x% + yz)_%ese“(xzy), ache %(1,0). (Neste caso, usar a definicao de

derivada parcial € menos trabalhoso do que aplicar as regras de derivacao.)
4. Verifique que a funcdo u(x,y) = In/x?+ y? é solucdo da equacdo de Laplace bidimensional

Pu, du_
ax2 * 0y? )

5. Sejam f,g:R — R, derivaveis até 2a. ordem.
(@) Mostre que u(x,t) = f(x+ct) + g(x — ct) satisfaz a equacao Ou c? Ou
, = — VA —_— = —_—
(b) Mostre que u(x,y) =xf(x+y)+ yg(x+ y) é solucdo da equacgao
’u L ’u . ’u o
ox2 “oxdy o0y

6. Sejam f(x,y) = (x% + y2)§ eglx,y) = Ixylg. Mostre que f e g sdo de classe C! em R2.

0 0
7. Calcule a—L: e a_w pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicao seguida
u
de aplicacdo das regras de derivacao parcial.

(@ w=x*+y%x=rt>+uy=2tu.

b) w= 5 X =tcosu,y = tsenu.

X

x2+y
© w=x*+y*+zx=tu,y=t+u,z=1>+u’.

8. Seja f: R? — R uma funcdo de classe C2. Calcule g,, g, em funcéo de f5, fy nos seguintes casos:

(@) g(u,v) = f(u?,v3) (b) g(u,v) =senu— f(2u—3v? u—cosv)
(©) glu,v) = f(sen(u+v),cos(u—v)) (d) glu,v)= f(euz,ln(u+ V)

9. Uma funcio f : R%\{(0,0)} — R é homogénea de grau A se satisfaz f(tx,ty) = t*f(x,y) para
todos ¢ > 0 e (x, y) # (0,0), para um certo A € R fixo. Supondo que f é uma funcéo de classe C?
homogénea de grau A, verifique que:

(@ xfx+yfy=Af; (Relagao de Euler)
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(b) Asfuncgoes fy e f, sdo homogéneas de grau A — 1.

10. Verifique que as fungdes abaixo sdao homogéneas e determine o grau:

X

y
@ f(x,y)=5x*+2xy—y* () f(x,)) = xz%yz
_ 1 __ xysen(y/x)
(b) f(x, y) = —\/x?’Ty?’ (9] f(x»J/) T T At

2

Y
lLSdafuJO:{ gy tsentdy) se (1)) #(0,0)

0 se (x,y)=1(0,0).
. . 0f of .
(a) Mostre que as derivadas parciais 3r e @ existem em todos os pontos.

(b) f é continuaem (0,0)?
(c) f édiferenciavel em (0,0)?

x3

12. Seja f(x,y) :{ x2+y2‘ se (x,y)#(0,0),
0 se  (x,y) =1(0,0).

(a) Mostre que f é continua em (0,0).

(b) Calcule g(o, 0)e Q(O,O).
0x oy

(c) f édiferenciavel em (0,0)?

0 0
(d) Sao —f e —f continuas em (0,0)?
ox 0y

13. Considere f(x,y) = se (x,)#(0,0),

1
7

0 se (x,y)=1(0,0).

(x? + y?)sen (

(a) Mostre que f é diferencidvel em (0, 0).

0 0
(b) As derivadas parciais —f e —f sao continuas em (0,0)?
ox Oy
x*sen ((x* + y%)?)
0 se (x,5) =(0,0).

(a) Verifique que f é continua em (0, 0).

(b) Determine g—j;(x, ¥, (x, )€ R2.

0
(c) Afuncao 0_]; é continua em (0, 0)? Justifique sua resposta.

(d) Afuncao f é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.
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xZ_yZ
15. Seja f(x,y) = { xyx2+y2! se (x) J/) ?f (0)0))

0 se (x,7)=1(0,0).

0 0
(a) Verifique que a—f (0,y) = —y paratodo y, e que a—f(x, 0) = x, para todo x.
x y

62 62
(b) Verifique que / (0,00 =1eque f (0,0) =-1.
0x0y 0y0x
16. Determine o conjunto de pontos de R? onde f ndo é diferenci4vel, sendo:
@ flx,y)=vx3+)3 (b) f(x,y) = xlyl
(©) flx,y) = V¥ () f(x,) = cos(v/xZ + y2)

17. Mostre que ndo existe nenhuma funcéo diferenciavel f : R*> — R tal que V f(x, y) = (x*y, y*) para
todo (x,y) € R2.

18. Oraio de um cilindro circular esta decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura esta cres-
cendo a taxa de 3cm/s. A que taxa o volume do cilindro estd variando quando o raio vale 80 cm
e a altura vale 150 cm?

19. Sejam f : R? — R, diferencidvel em R?, com V f(-2,-2) = (a,—4) e
gt) = fr*—4t,t* -30).

Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela a reta
y=2x+3.

20. Seja u = u(x, y) funcdo de classe C? em R? e defina v(r,0) = u(r cos, rsenf). Verifique que

10 1 0
0) + ;a_:(r,e) + ﬁa—ez(rﬂ) = Au(rcos6,rsenf),

Ozv(r
or2"’

onde, por defini¢ao, Au = Uy + Uyy.

21. Seja f = f(x,y) uma funcio de classe C? e seja g : R*> — R dada por g(u, v) = uf (u? — v, u+2v).

2

(a) Determine 3 em funcao das derivadas parciais de f.

uov
(b) Sabendo que 3x+5 + 26 € o plano tangente ao grafico de f il (1,4) sz(l 4)=1
=2z , , =—=U, =
’f g
e 6_)/2(1’4) = —1, calcule auav(—2,3).

22. Seja F(r,s) = G(e"*, r3 cos(s)), onde G = G(x, y) é uma funcio de classe C> em R?.

2
(@) Calcule F(r, s) em funcao das derivadas parciais de G.
r

. 0°F G ,
(b) Determine F(I,O) sabendo que a—(t +1,t+1)=¢t-2t+3.
r y
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Ache a equacao do plano tangente e a equacao da reta normal a cada superficie no ponto indi-
cado:

(@ z=e**, noponto (0,0,1) (b) z =In(2x + y), no ponto (-1,3,0)
(c) z=x2%— yz, no ponto (-3,-2,5). (d) z=e*Iny, no ponto (3,1,0).

Determine a equagdo do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao grafico
de g(x,y) = x3y.

Determine k € R para que o plano tangente ao grafico de f(x, y) = In(x®>+ky?) no ponto (2,1, f(2,1))
seja perpendicular ao plano 3x+ z=0.

Seja f : R — R uma funcdo derivdvel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie z =

X .
xf (—) passam pela origem.
y

Seja f : R? — R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x+ y+z = 7 é o plano
tangente ao grafico de f no ponto (0,2, f(0,2)). Seja

g(u,v) = u f(sen(u? - v*),2u?v).

Determine a € R para que o plano tangente ao grafico de g no ponto (1,1, g(1,1)) seja paralelo
ao vetor (4,2, a).

Seja f : R? — R uma funcdo diferenciavel tal que as imagens das curvas y(t) = (2, £,21) e u(t) =
(212, t,2t*) estejam contidas no grafico de f. Determine o gradiente de f no ponto (2,1).

O gradiente de f(x,y) = X2+ y4 é tangente a imagem da curva y(f) = (t3,1), t >0 em um ponto
P. Encontre a equacao da reta tangente a curva de nivel de f que contém P, no ponto P.

Ache a derivada direcional maxima de f no ponto dado e dé a direcao em que ela ocorre.
(@) f(x,y) = xe™” +3y, (1,0); (b) f(x, ) =In(x*+y?), (1,2);

Mostre que f(x,y) = Y/ x? y € continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais em (0, 0). E
f diferenciavel em (0,0)?

Seja f uma funcdo diferencidvel em R? tal que y(¢) = (¢t +1,—t%), t € R, é uma curva de nivel
de f. Sabendo que %(—1, —4) =2, determine a derivada direcional de f no ponto (-1,—4) e na
direcao e sentido do vetor i = (3,4).

Ty (x,7) £ (0,0)
Sejaf(x,y)_{ x2+y2! se X,y yU),
0 se (x,y)=1(0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).

(b) Mostre que %f(y(t)) #Vf(y(®)-y' (1) em r=0, onde y(t) = (-t,-1).

(c) Seja ii = (a, b) um vetor unitdrio (isto é, a’+b*>=1).Usea definicao de derivada direcional
para calcular % (0,0).

(d) f édiferencidvel em (0,0)? Justifique.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Seja a > 0 e considere o plano tangente a superficie xyz = a num ponto do primeiro octante.
Mostre que o tetraedro formado por este plano e os planos coordenados tem volume indepen-
dente do ponto de tangéncia.

Ache os pontos do hiperboléide x> — y? +22z? = 1 onde a reta normal é paralela a reta que une os
pontos (3,—1,0) e (5,3,6).
v« Maximos e minimos

Determine os pontos criticos das funcdes abaixo e classifique-os:

(@) z=2x>+xy+3y?+10x-9y+11 (b) z=3xy*+y*-3x—6y+7 (c) z= x*y?

d z=x3y3 (€) z=yV/x—-y*—x+6y (f) z= ycosx
(@ z=02x-x)2y-y? (h) z=y*+4x?y —4x% -8y () z= xye_xz_y2
() z:ln(3x2+4y2—2x+7) k) z= (x—1)3+(y—2)3—3x—3y

Encontre uma parametrizagdo para C e use esta parametrizacdo para encontrar, caso existam,
os valores maximo e minimo de f em C, bem como os pontos onde estes valores sdao assumidos,
onde:

(@ C={(x,y)eR?: x> +2y*=1}e f(x,y) = x°y.
(b) C={(x,y,2)eR3: x*+y*=zez=2y}e f(x,),2) = x— 2.
© C={x,y,20eR3: 2 +y*+z2=le(x-1?+py*+(z—-1D?=1}e f(x,7,2) = xz+ 7.
d C={x,,2eR: x+y+z=1lex—y+3z=3}e f(x,y,2) = x>+ y* + z°.

Ache a derivada direcional maxima de f no ponto dado e dé a direcao em que ela ocorre.
(@ f(x,y,2) =xe*+sen(y), P=(2,0,00 (b)f(x,¥2) :—%+zln(x),P: (1,2,-1)

Suponha que sobre uma certa regiao do espaco o potencial elétrico V é dado por
Vix,y,2) = 5x2 — 3xy+xyz.

(a) Ache a taxa de variacao do potencial em P(3,4,5) na direcao do vetor v = i+ f— k.
(b) Em que direcao V muda mais rapidamente em P?

(c) Qual é a maior taxa de variacdao em P?
Ache o méximo e o minimo absolutos da fun¢ao na regidao D indicada.

(@ f(x,y)=5-3x+4y; D éo triangulo (com interior e bordas) cujos vértices sao (0,0), (4,0)
e (4,5)

(b) f(x,y) = xye_xz_yz; D={(x,y) € R? : x2 +y2 <2,x<0,y=0}

© fx,y=2x3+y5 D={(x,y) eR?: x>+ y*<1}

d f(x,y) :2x2—xy+y2+7x;D:{(x,y) eR?/ -3<x<3, -3<y<3}.

(e f(x,y)=@x—x*)cosy; D={(x,y)eR?>:1<x<3, —% <y<Zj

Determine o valor méximo e o valor minimo da funcdo f sujeita as restricoes explicitadas:

16



42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

@ f(x,y)=xy; 5x>+5)*>+6xy—64=0
b) f(x,y,2) =xyz x*+2y*+3z°=6
© fx,y,2)=x%y*z% x*+y*+z2=1

d) fx,y,20=x*+y*+2z% xt+yt+zt=1
Determine o valor méximo e o valor minimo de f em R sendo
@ f(x,y,2) =x*-2x+y*—4y+2z>—6z ¢ R={(x,7,2): x> + y*> + 2> < 56}
(b) f(x,y,2) =x*>+y>+22z°>—4xy—4z+3x e R=1{(x,1,2):x20,y=0,2=0,x+y+ 2z < 4}
Encontre o médximo e o minimo absolutos de f(x, y) em D sendo:
@ fx,y)=xy; D={(x,y) : x¥*-y*=1, xe[1,2]}
b) fx,y)=2x+y* D={(x,y) : x¥*+y*=1, x€(0,1/4], y =0}
Encontre os pontos da elipse x? + xy + y? = 3 mais préximos de (0,0).
Qual o ponto do plano x +2y — z+4 = 0 que estd mais préximo do ponto (1,1,1)?
Determine o maior produto de 3 ntimeros reais positivos cuja soma € 100. Exiba tais nimeros.

Determine a distancia entre as retas de equacgao
X=(-2,3,-1)+a4,1,5),aeRe X =(-1,0,3) + u(-2,3,1), peR.

Qual é o ponto da superficie z2 = xy + 1 que est4 mais préximo da origem?
Sejab#0e f(x,y) = y; +bx?y—bx?-2y%.

(a) Determine, em funcao de b, o nimero de pontos criticos de f e classifique-os.

(b) Faca b =3 e ache os extremos de f no triangulo (fronteira e interior) de vértices (0,0), (3,3)
e (-3,3).

Seja f(x,y) = a(x*+ y?) — 2xy, onde a é uma constante.

(a) Verifique que, para todo a € R, o par (0,0) é um ponto critico de f.

(b) Para cada valor de a, classifique o ponto critico (0,0) com relacao a maximos e minimos
locais e sela. Existem valores de a para os quais podemos afirmar que (0,0) é extremo
global (absoluto) de f?

A temperatura num ponto (x, y, z) do espaco é dada por T(x, y,z) = xy + yz. Determine os pon-
tos da esfera x? + y? + z? = 1 onde a temperatura é mais alta e onde é mais baixa. Justifique.

Determine as dimensdes de um paralelepipedo de volume maximo, com faces paralelas aos
planos coordenados, de modo que uma das faces esta contida no plano z = 0 e a correspondente
face oposta tem os seus vértices no paraboléide z = 4 — x* — 2, z > 0.

Um pentdgono de 12 cm de perimetro é construido colocando-se um triangulo is6sceles sobre
um retangulo. Dentre esses pentdgonos, determine as medidas dos lados daquele que tem area
maxima.
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54.

55.

56.

Determine a equacdo do plano que passa por (2,2,1) e que delimita no primeiro octante o te-
traedro de menor volume.

Dentre todos os planos que sdo tangentes a superficie x y*z? = 1 encontre aqueles mais distantes
da origem.

Dé as dimensoes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser construida com
27cm? de papelio.

v¢< Respostas

—-y3sen(2xy®) of 3xy%sen (2xy°) .
(b) 0x (x y) 1+cos?(xy3) ’ 6y( y) 1+cos?(xy3) ’

(1) (a)%(x N=-tm Ly =

x2+y2) ay x2+y2’
x?y-y° -y—2x Of xy?—x3-x-2y .
(C) ox (x y) = (1+x2+y2)2 ’ dy x,y) = (L+x2+y2)2

2) @%(x,y) = lf’(;);@(x, N==%f (f) (0)3%(x,y) = af'(ax+by); J(x,y) = bf'(ax+by);
(© 45, = (=2 f'(xy? = 22); F40x, ) = 2 (xy? = 20 (d) J4(x,3) = 2xf (e ); Pe(x,y) =
2yf(ex ), 3) -

®) (@) gu = 2ufc(u?,v3); g, = 3v2fy(u2, 13); (b) gu = cosu —2f(2u—3v? u—cosv) - Ru-
302, u—cosv); gy = —6vfr(2u—3v? u—cosv) +senvf,2u—3v% u—cosv);

(c) gu = cos(u+ v) fx(sen (u+ v),cos(u— v)) —sen(u—v) fy(sen(u+ v),cos(u— v));

gy =cos(u+v)fy(sen(u+v),cos(u—v))+sen(u— v)fy(sen(u+ v),cos(u — v));

fy(euz,ln(u+v))_ _ fy(e”z,ln(uﬂ/))_
u+v oV T u+v !

10) (@ A=2;(b)A=-1;(c)A=-1/3; (d) A=—

(11) (b) Nao é continua em (0,0); (c) Nao é diferenciavel em (0,0);

(d) gu =2ue” fe(e” In(u+v)) +

(12) (b) (0 0)=1 e (0, 0) = 0.; (c) Nao; (d)Nenhuma das derivadas parciais é continua em
(0,0).

2)2

4x%y(x%+y%)? cos((x®+y*)?)-2x? ysen ((x*+%)?)
(13) (b) Nao (14) (b) af (x y) (x2+y2)2 se (x) J/) # (0)0))

(c) Sim; (d) Sim.

(16) (a) f nao é diferencidvel em nenhum ponto da reta y = —x; (b) f ndo é diferencidvel nos
pontos da forma (a,0) com a # 0; (c) f é diferencidvel em R? pois é de classe C'; (d) Idem ao
item (c).

(18) —9600n cm?3/s; (18) a =3; (21) (b) 21.

(22) (a) 2 = szez”‘?3 (2; +6r2e”scossa‘9§ +9r4€oszs‘?3 (2; + sze”gG +6rcoss ; (b)0;

(23) (@ 2=1;X=(0,0,1) + A(0,0,1), L eR; (b)2x+y—-2z—-1=0; X =(-1,3,0) +)L(2, 1,-1), LeR;
(€) 6x—4y+2z+5=0; X = (—-3,-2,5)+A(6,-4,1), LeR; (d) e3y—z—e3 = 0; X = (3,1,0)+1(0, €3, -1),
LeR;

(24) 6x—y—z+6=0; (25) k=8;
27) a=—4; (28) (1,4); 29) X = (1,3) +A(-1,1), L1€R;
(30) @) V5, (1,2); (b) %, (5. 8);

18



(31) f ndo é diferencidvel em (0,0); (32) 4/5; (33) (d) Ndo; (35) + (\/g, —2\/2, \/g)

(36) (a) (—3,2) minimo; (b) (2/3,1), (—4/3,-1) selas; (c) (0,A) e (A,0) com A € R minimos; (d)
(0,1) e (1,0) com A € R selas; (e) (4,4) maximo; (f) (/2 + km,0) com k € Z selas; (g) (1,1) méa-
ximo, (0,0), (2,0), (0,2), (2,2) selas; (h) (0,0) maximo, (0,2) minimo, (0,-2), (v/3,1), (—V/3,1) selas;
@) (0,0) sela, +(1/v2,1/v/2) maximos, +(—1/v/2,1/v/2) minimos; (j) (1/3,0) minimo; (k) (2,1) e
(0,3) sela; (2,3) minimo e (0, 1) maximo;

(37) (a) pontos de maximo: (%5 ,2\/_) e (——,— 2); pontos de minimo: (——, )e (—,——)
(b) ponto de maximo: (\/_, 1- 7, \/g)’ ponto de minimo: —7, 1+ 7,2 + —) (©) ponto
de maximo: (2, NeL 2), ponto de minimo: (%,—%, %). (d) ponto de minimo: (3, 5 6), nao tem

ponto de méaximo.
(38)a) v6; (1,1,2); (b) v2; (—=1,1,0); (39) (a) (b) (38,6,12); (c) 2v406;

(40) (a) méaximo: f(4,5) = 13, minimo: f(4,0) = —7; (b) méaximo: f(0,0) = 0, minimo: f(-1/v2,1//2) =

—i; (c) maximo: f(1,0) =2, minimo: f(-1,0) = -2; (d) méximo: f(2,0) =4, minimo: f(3, —;—’) =

fBI=f1,-D=f1,1) =22

(41) () max f(2,2) = f(~2,—2) = 4; min f(4,—4) = f(~4,4) = —16; (b) max 2/v/3, min —2/+/3; (c)
max 1/27, min 0; (d) max v/3, min 1.

(43) (a) minimo: —2v/3 e maximo 2v/3; (b) minimo: ( ) e maximo 1.

(44) (@) (1,1) e (-1,-1); (45) (0,—1,2); (46) ny =y = ng = %; (47) v12; (48) (0,0,1) ou (0,0, -1);

(49) (a) Se b > 0, temos 5 pontos criticos: (i %, 1) e (0, —2) pontos de sela; (0, —2) maximo local
e (0,2) minimo local; e se b < 0, temos 3 pontos criticos: (0,0) e (0,2) pontos de sela; (0,—2)
minimo local; (b) Pontos de maximo: (—3,3) e (3,3); ponto de minimo. (0, 2);

(50) (b) a > 1: minimo local; -1 < a < 1: sela; a < —1: méximo local; a = 1: (0,0) é ponto de
minimo global; a < —1: (0,0) é ponto de maximo global;

(51) Mais quentes: (%,g,%) (_71,_7‘/5,7) Mais frios : (%’_Tﬁ’%)’(_?l’\/?z’_?l);

(52) O paralelepipedo tem vértices em (+1,+1,0) e (+1,+1,2); (53)
(53) 12(2 - v/3), 2(3—V/3), 4(2V/3-3); (54) x+ y+ 226 = 0;
(55) 22/5x 4 29710y, 4 29107 — 5, 22/5 5 29/104, 4 99/10 7 — 5. (56) base 3cm x 3cm e altura 1,5cm.
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Parte 3
v¢ Integrais maltiplas

1. Calcule as seguintes integrais duplas:

@ [ [r2y*-3xy*)dxdy, onde R={(x,y):1<x<2,0<y<3}.
(b) [ [rxsenydxdy,onde R={(x,y):1<x<4,0<y=<g}
() ffo}r—ydxdy,ondeR:[l,Z]x[0,1].

2. Determine o volume do sélido limitado pela superficie z = x1/x>+y e os planos x =0, x = 1,
y=0,y=1ez=0..

3. Determine o volume do sélido contido no primeiro octante limitado pelo cilindro z=9-y? e
pelo plano x = 2.

4. Calcule as integrais iteradas f; [ ﬁ dydxe [ [y % dxdy. As respostas contradizem o
Teorema de Fubini? Explique.
5. Calcule as seguintes integrais duplas:
@ [ [pxydxdy,onde D={(x,y):0<x< 1, x> <y<+x.
) [ [p(x*—2xy)dxdy,onde D={(x,y):0<x<1,\/x<y=<2-x}
© [ [pe'Ydxdy,onde D={(x,y):1<y<2,y<x<y.
(d) [ /pxcosydxdy, onde D é a regido limitada por y =0, y = x%, x = 1.
(e) [ [p4y®dxdy, onde D é aregido limitada por y = x—6 e y* = x.

) f f pXydxdy,onde D é aregiao do primeiro quadrante limitada pela circunferéncia de cen-
tro (0,0) eraio 1.

@ [ [p(x*tg x+y*+4)dxdy, onde D = {(x,y) : x* + y* < 2}.

6. Determine o volume do s6lido S em cada um dos seguintes casos:

(a) S élimitado superiormente pelo paraboléide z = x>+ y? e sua projecdo no plano xy é aregido
limitada por y = x? e x = y°.

(b) S é limitado superiormente por z = xy e sua projecao no plano xy € o triangulo de vértices
(1,1, 41 e(1,2).

(c) S é aregido do primeiro octante limitada pelo cilindro x? + z2 = 9 e pelos planos x =0, y =0,
z=0ex+2y=2.

(d) S é limitado pelos planos x =0, y=0,z=0ex+y+z=1.

(e) S é aregido do primeiro octante limitada pelo cilindro x* + y* = 1 e pelos planos y = z, x =0
ez=0.

(f) S é limitado pelos cilindros X%+ y2 =rle y2 +z%=r2

7. Escreva as duas integrais iteradas correspondentes a integral dupla

ff fl,y)dxdy,
D

onde D é a regido do plano limitada pelas curvas y = —x?>+x+2e x—2y+1=0.
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10.

11.

12.

13.

14.

Calcule as seguintes integrais, invertendo a ordem de integracao:
@ fo f3y e dxdy () J3 fJ?z ycos(x?) dxdy
© fo fH2  cosxV1+cos?xdxdy.

arcsin y
Calcule as integrais:
(@) [ [rxdxdy, onde R é o disco de centro na origem e raio 5.

(b) [ [rxydxdy, onde R é a regido do primeiro quadrante limitada pelas circunferéncias x* +

y?=4e x*+y?=25.

1 L an . N . . _ .o .

© [ [z Wean dxdy, onde R é a regido interior a cardioide r = 1 + sen 0 e exterior a circunfe-
X<ty

rénciar = 1.

) [ [p(x*+y?) dxdy, onde D é aregido limitada pelas espirais r =6 e r = 20, com 0 <6 < 27.

Determine o volume da regido interior a esfera x> + y* + z? = 4a? e exterior ao cilindro x? + y? =
2ax,com a>0.

Determine a massa e o centro de massa da lamina que ocupa a regido D e tem densidade p, nos
seguintes casos:

(a)D:{(x,y):—1sxsl,Osysl}ep(x,y):xz.

(b) D é o triangulo de vértices (0,0), (2,1), (0,3) e p(x,y) = x+ .

(c) D é aregido do primeiro quadrante limitada pela parabola y = x?

earetay=1ep(x,y) =xy.
(d) D é aregido limitada pela pardbola y2 =xearetay=x-2ep(x,y) =3.

e)D={(x,y):0=sy=<senx,0=sx=mn}ep(x,y)=y.

Calcule as integrais triplas:
@ [[[pyzdxdydz,onde D={(x,y,2):0<2<1,0<sy=<2z,0<x<z+2}.

(b) [ [ [pydxdydz, onde D é aregido abaixo do plano z = x+2y e acima da regido no plano xy
limitada pelas curvas y = x%, y=0e x = 1.

(©) [ [ Jpxydxdydz, onde D é o tetraedro sélido com vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) e (0,0,3).
(d) [ [ Jpzdxdydz, onde D é limitada pelos planos x =0, y=0,z=0,y+z=1lex+z=1.

(e) [ [ Jpxdxdydz, onde D é limitada pelo paraboléide x = 4y* + 4z* e pelo plano x = 4.
Determine a massa e o centro de massa do cubo Q = [0, a] x [0, a] x [0, a] cuja densidade € dada
pela funcdo p(x, y,2) = x> + y* + z°.

Calcule as seguintes integrais:

@ [[/ E(xz +y?*)dxdydz, onde E é a regido limitada pelo cilindro x> + y*> = 4 e pelos planos
z=—-lez=2.

(b) [ [ [zydxdydz, onde E é a regido entre os cilindros x* + y* = 4 e x* + y* = 1, limitada pelo
plano xy e pelo plano z = x + 2.

(© [ [ [y x*dxdydz, onde E é o sélido limitado pelo cilindro x*+ y* =1, acima do plano z=0 e
abaixo do cone z? = 4x? + 4y2.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Determine o volume da regido R limitada pelos paraboléides z = x> + y* e z =36 — 3x> — 32,

Determine a massa e o centro de massa do sélido S limitado pelo paraboléide z = 4x* +4y? e
pelo plano z = a (a > 0), se S tem densidade constante K.

Calcule as integrais:

@ [ [ [3(x*+y*+z*) dxdydz, onde B é a bola unitéria x* + y* + 22 < 1.

) [ [ [z vV x*>+y?+ z2dxdydz, onde E é aregido interior ao cone ¢ = 7/6 e a esfera p = 2.
(©) [ [ Jzxdxdydz, onde E é o conjunto %2 + %2 +2z°<1,x=0.

Determine a massa de um hemisfério s6lido H de raio a se a densidade em qualquer ponto é
proporcional a sua distancia ao centro da base.

e o 222
a) Calcule o volume da regido limitada pelo elipséide % + % + i—z =1.

2 z=2a>0},0(x,y,2) =z

b) Calcule a massa do sélido & = {x?+ y?> +z2 < r

Seja f continua em [0, 1] e seja R a regido triangular com vértices (0,0), (1,0) e (0,1). Mostre que

1
fff(x+y)dxdy=f uf(wdu.
R 0

1 2 .~ . . .
Calcule [ [, @ dxdy, onde D é aregido entre os circulos com centros na origem e raios r
e R, 0 <r < R. Para que valores de n a integral tem limite quando r — 0+? E quando R — oco?

Fa¢a uma andlise semelhante para a integral tripla

1
ffL(x2+y2+Z2)n/2dXdy’

onde D € aregido interior as esferas com centros na origem eraiosr e R, 0 <r <R.

Use a transformacdo x = u?, y = v, z = w? para calcular o volume da regido limitada pela

superficie /x+,/¥+/z =1 e pelos planos coordenados.

v¢ Integrais de linha

Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:

@) [, xds,y(®)=(1n0<t=<1.

(b) fy xy*ds, v é a semi-circunferéncia x?> + y? = 16, x = 0.

(©) [, (x—2y*)dy,vy éoarco dapardbola y = x* de (-2,4) a (1,1).

(d) f}, xydx+ (x—y)dy, y consiste dos segmentos de reta de (0,0) a (2,0) e de (2,0) a (3,2).
(e) fyxyzds,y:x:.Zt, y=3sent,z=3cost,0<t=<m/2.

(f) f}, xyzz ds, y é o segmento de reta de (1,0, 1) a (0,3, 6).

€3] fyx3yzzdz, yédadaporx=2t,y=1>z=1>0<t<1.
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(h) f}, Z22dx— zdy+2ydz, y consiste dos segmentos de reta de (0,0,0) a (0,1,1), de (0,1,1) a
(1,2,3)ede (1,2,3) a (1,2,4).

25. Calcule fyﬁ -dr, onde ﬁ(x, ¥ 2) = (x% + y)l?— 7yzf+ 2xz%k e Y é a curva ligando o ponto (0,0,0)
a (1,1,1) nos seguintes casos:

@) v = (1 1%;
(b) y é composta dos segmentos de reta de (0,0,0) a (1,0,0), depoisa (1,1,0) e depoisa (1,1,1);

26. Calcule fyﬁ -d7 para:

(@) (a) F(x,y) = yi+ (x*+y?], onde ¥ € o arco de circunferéncia y(x) = (x, V4 — x?), ligando
(-2,0)a (2,0);

(b) (b) F(x, y)=2(x+ y)z?+ (x— y)f, onde v € a elipse de equacgao 2—2 + y—; =1, percorrida uma

b
vez em sentido anti-horario.
27. Calcule:

(@) fyxdx+ (y+x)dy+zdz, sendo y ainterseccao das superficies z = x2 +y2 ez=2x+2y-1,
orientada de modo que sua projecdo no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido
horério;

() [,2y+1)dx+zdy+xdz sendoy aintersecgdo das superficies x* +4y* =1e x* + 2° = 1,
com y =0, z =0, percorrida uma vez do ponto (1,0,0) ao ponto (-1,0,0);

(c) fy ydx+zdy+xdz, sendo y a interseccio das superficies x+y =2 e x>+ y* + 2% = 2(x + y),
orientada de modo que sua projecdo no plano Oxz seja percorrida uma vez no sentido
horério;

(d) f},ydx +zdy+ xdz, sendo vy a interseccdo das superficies z = xy e x> + y*> = 1, orientada
de modo que sua proje¢do no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido hordario;

. ~ od . 2 2 .
(e) fy x*dx+xdy+zdz, sendo y ainterseccdo das superficies z = gez=1- yf, orientada de

modo que sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti-horério;
® fY y?dx+3zdy, sendo y a intersec¢do das superficies z = x> + y* e z = 2x + 4y, orientada
de modo que sua projecado no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti-horério;

. ~ . . 2 2 2
(g) fyzdy — xdz, sendo y a intersecgdo do elipséide - + yj +5 = % com o plano x + z = 2,

orientada de modo que sua projecdo no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido
anti-hordrio.

28. Calcule:

() fy 2xdx+(z*—y?) dz, ondey é o arco circular dado por x = 0, y>+z% = 4, de (0,2,0) a (0,0, 2)
y=0;

(x+y)dx—(x-y)dy
(b) fy x2 +y2
horario;

, onde v é a circunferéncia x? + y*> = a?, percorrida uma vez no sentido

(c) fy V¥ dx++y/xdy, sendo y afronteira da regido limitada por x =0, y = 1 e y = x*, percorrida
uma vez no sentido horério;
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Um cabo delgado é dobrado na forma de um semi-circulo x* + y?> = 4, x = 0. Se a densidade
linear é x2, determine a massa e o centro de massa do cabo.

Determine o trabalho realizado pelo campo de forcas F(x, y) = xi+( y+ Z)f ao mover um ponto
ao longo da cicléide 7(f) = ( — sent)i+ (1 —cost)j, 0 < t <27.

Usando o Teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:
(a) fy xzy dx+ xy3 dy, onde y é o quadrado com vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1), orientado
positivamente;

(b) fy(x +2y)dx+ (x—2y)dy, onde y consiste do arco da pardbola y = x? de (0,0) a (1,1) e do
segmento de reta de (1,1) a (0,0).

(0 fy (y+ eﬁ) dx+ (2x + cos yz) dy, onde y é a fronteira da regido limitada pelas pardbolas

y = x* e x = y? percorrida no sentido anti-horario.

(d) fy x2dx+ y2 dy,y éacurva xO+ y6 =1, sentido anti-horario.

(e) fY xydx+ 2x% + x) dy, v consiste do segmento de reta unindo (-2,0) a (2,0) e da semi-
circunferéncia x? + y? = 4, y = 0, orientada positivamente.

(f) fy 2xydx+ (xX2+x)d ¥, Y é a cardidide p = 1 + cos@ orientada positivamente.

(g) g%, (xy+ e*)dx+(x2—In(1+ ¥)) dy, vy consiste do segmento de reta de (0,0) a (,0) e do arco
da curva y = senx, orientada positivamente.

h) ¢, F-d7, onde F(x, y) = (y*—x%y)i+ xy?] ey consiste do arco de circunferéncia x? + y* = 4
de (2,0) a (v/2,v/2), e dos segmentos de reta de (v/2,v/2) a (0,0) e de (0,0) a (2,0).

Seja D uma regido de R? com D e D satisfazendo as hipéteses do Teorema de Green. Mostre
que a drea de D coincide com a integral [;,xdy = [;,—ydx.

Usando o exercicio anterior, calcule a area de:

(@ D={(x,y)eR%: 5+ L <1j;

(b) D={(x,y) e R?: x*'3 + y?/3 < a?/3}.

Determine a 4rea da regido limitada pela hipocicléide dada por 7(t) = cos® ti+ sen® tf, 0<st<
27.

Neste exercicio, vamos calcular a drea de um poligono irregular.

(a) Sey éosegmento de retaligando o ponto (x3, y1) ao ponto (xz, y»), mostre que
fxdy—ydx: X1Y2 — X2)1-
Y

(b) Em ordem anti-horaria, os vértices de um poligono sao (xy, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, Yn). Mostre
que sua area é dada por

1
A= > [((xX1Y2 —X2)1) + (X2¥3 — X3)2) +... + (XN-1YN — XNYN-1) + (XN Y1 — X1YN)].
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

(c) Determine a drea do pentagono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (-1,2).

Calcule
(@) [, x*(Gydx+7xdy)+e’dy, sendo y a elipse 16x* + 25y = 100, percorrida de (0,~2) até
0,2), x>0.
3
(b) [, (2xe? —x*y—%)dx+(x*e’ + seny)dy, sendo y a circunferéncia x* + y* - 2x = 0, per-
corrida de (0,0) até (2,0) com y > 0.
(©) fy vdr, sendo y a fronteira do retangulo [1,2] x [-1,1] e U(x, y) = 2arctan %17+ [In(x? + yz) +
2x] j, percorrida no sentido anti-horario.
Calcule
@ J %erﬁdy sendo y a curva fronteira da regido determinada pelas curvas y* = 2(x +2) e
Xx = 2, orientada no sentido horario.
(b) f Xdlzczdy sendo yacurva y = X+1-1<x<2, percorrida do ponto (-1,2) a (2,5).
(© f %}m’ sendo vy a circunferéncia X+ y2 =4, percorrida no sentido horario.
2 .3
(d) fy%m sendo Yy = OR onde R = {(x,y) € R?:|x| < 1,]yl < 1}, orientada no sentido
horario.
Verifique que a integral fy 2x senydx+ (x*cos y—3y?)dy, onde y é uma curva ligando (-1,0) a

(5,1), é independente do caminho e calcule o seu valor.

Seja y uma curva plana simples, fechada e lisa por partes percorrida uma vez no sentido hordrio.
Encontre todos os valores possiveis para

—ydx+xdy
(a) f a2y

—ydx+xdy
(b) f)’ 4x2+9y?

Sejam as curvas y1 a circunferéncia x* + y? = % percorrida no sentido anti-horério, y, a cir-
cunferéncia x> + y? = 4, percorrida no sentido anti horério e ’}’3 a curva formada pela unido
das trés seguintes circunferéncias: (x— 1)+ y?> = 1 , (x + 1)% + ? , ambas percorridas no
sentido hordrio e x? + y? = % percorrida no sentido anti-hordrio. Se I k= fYk Pdx+ Qdy onde

1 1
x2+y? + (x+1)2+y?

_ x—1 X x+1 =
e Qx,y) = ? t g e entdo calcule

Px,y)=-y
Il, 12 e 13.

1
(x—1)2+y2 +

Calcule fYF ar ondeF:( 2—)’2 +y,—1 +3x) se
X2+ x2+

(@) yéacurva (x— 12+ Y- 2)2 =4, percorrida uma vez no sentido horério.

(b) vy éacurva (x—1)? + y? = 4, percorrida uma vez no sentido horario.

Um campo de vetores F em R? se diz radial (ou central) se existe uma funcio g:R— Rtal que
F(x,y) = g(|7)7, onde 7 = xi + yj. Suponha que g é de classe C'. Mostre que F é conservativo.
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43. Determine todos os valores possiveis da integral

f(z’z) —ydx+xdy
Lo xXF+y?

sobre um caminho que nao passe pela origem.

44. Em cada caso abaixo, determine se F é ou ndo campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine o potencial de F.

(@) F(x,y)=xi+xj emR?

(b) F(x,y) = 2xe¥ + )i+ (x%e¥ +x—2y)] em R?

© F(x, 3,2 =@2x2+8xy?)i+Bx y—3xy)] +—-(4z2y* +2x°2)k em R
d) F(x,y,2)=(x+2)i—(y+2) ]+ (x—p)kemR3

(e) ﬁ(x,y, z) = (y2 COS X + z3)7— 4+2y senx)f+ (3xz2 +2)% em R3

) Flx,y)= 2 emR2 - ((0,0))

x2+y?

(@ Flx,y) =22 emQ={(x,y) €R%:x>0se y=0}

x2+y?

() E(x,y) = 229 em B2 - {(0,0))

x2+y?’

xi+y]
x2+y2

45. Seja o campo F(x,y) = ey acurvadada por y(r) = (e, sent) para0 < ¢ < 7. Calcule fy Fdr.

46. Calcule as integrais:

(@ @ [, 7x°ydx+x"dysendoy(¢) = (1, e’’~1), onde f € [0,1].
(b) () f,[In(x+y*) - yldx+[2yln(x+y?) - x]dy sendo y a curva (x—2)*+y* =1 com y = 0
orientada no sentido horério.
ydx—xdy

© © fy e
pontos (1,0) e (0,1), nessa ordem.

sendo y a curva dada por x(f) = cos® t e y(f) = sen®t com y = 0 ligando os

47. Mostre que as integrais abaixo independem do caminho e calcule-as.

@ @ [ 2xydx+(*-y?) dy.

(b) (b) ﬁ&fb? senydx+xcosydy .

48. Calcule

(@) (a) f((ﬁﬁ'z(;) yzdx+xzdy+xydz.

(b) (b) fy sen(yz)dx+ xzcos(yz)dy + xycos(yz) dz, sendo y(t) = (cost,sent, t) para t € [0, F]

B xdx+ydy+zdz
49. Calcule J, Ty

a esfera x* + y* + z> = 4.

, onde o ponto A pertence a esfera x> + y* + z> = 1 e o ponto B pertence
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50. Se 7i(x, y) é vetor unitario normal ao traco da curva y em (x, y), calcule fy F-7ids sendo

(@) (a) F(x,y) = x'% + Bx—10x%y)j e y a parte da circunferéncia x> + y? = 1 contida no pri-
meiro quadrante, n normal exterior a circunferéncia

y+2

(b) (b) F(x,y) = x3y37 -2 jey(® = (13 sen(darctan?)), te[0,1], n-j <0.

v¢ Respostas

(1) @ -2, (b) 22-v3), (0 1n16,(2) £(2v2-1);(3) 36; (4) -1/2€e1/2; (5) (@) 5, (b) — 42,(c)
zet—2e, (d) (1-cos1)/2, (e) 500,(f) 5 (8 87; (6) @) =, (b) &, (0) :(11V5-27)+3 arcsens,(d) 3
(e) 3,(f) D138 (@ (e°-1)/6, (b) § sen81 (c) 2v2-1)/3; (9) (a)O (b) 82, (0) 2, (d) 2475 (11) (a)
3,(0,2) (b) 6, 2,3),0 5 3.3, (d) 2 LEHeL % e);02@ g,(b) >, (€) 10,(d) L, (e 18
(13) a°, (7al12,7a/12,7a/12); (14) (a) 247, (b) 0, (c) 27/5; (15) 1627; (16) TKa?/8, (0,0,2a/3);
(17) (a) 47/5, (b) 472 — V/3), (c) Z. (18) Kma*/2, onde K é a constante de proporcionalidade;
(19) (a) 37wabc; (b) Z(r? — a®)?;

(24) (a) (10v/10—1)/54, (b) 1638,4, (c) 48, (d) &, (e) 9v13n/4, () 3v/35, (8) 12, (h) Z; (25) (a) —

, () 1; (26) (@) 27, (b) wab; (27) (a) 7 (b) 2 (c) —27v2, (d) 7, (e) 67, (f)107, (g)R——Zn\/_ 3;
(28) (a) - 5 b) 275 0) ~3/10; (29) 4, (32,0); (30) 272  B1) (@) ~1/12, (b) ~1/6, (c) 1/3, (d) 0, (e)
2m, (f) 3L ,(g) 7, (h) 7+ 31— — 11; (34) 37/8; (35) (c) 3; (36) (a) €72 —e*+ 12m; (b) 4- 5 (o)
4; (37) (a) -27; (b) In% 29 ; (©) 2m; (d) 7; (38) 25senl—1; (39) (a) 0 ou —27; b) 0 ou —%; (40)
L =2m; I, =6m; I3 = —27r (41) (a) —8m; (b) —14m; (43) 2kn, com k inteiro; (44) (a) nao; (b)

Q= xey+xy y+c,(c)nao,(d)(p x—z—y—+zx zy+c; (e) ¢ = ysenx+xz —4y+22+c,

(f) ndo; (g) ¢ = arctan(y/x); (h) ¢ = ine? S )+c (45) 7; (46) (a) 1, (b)3ln3 2, (¢) =Z; (47) ()

a?b—2 — 2; (b) asenb; (48) (a) -2, (b) gsen (¥22); (49) In2; (50) (@) ~1; (b) .
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Parte 4

v¢ Superficies parametrizadas

1. Determine uma representacao paramétrica de cada uma das superficies descritas abaixo e cal-
cule sua area:

(a)
(b)
(©
(d)

(e)
)

(®

(h)

S é a parte da esfera x? + y? + z? = 4 interior ao cone z = \/x2 + y;
S é a parte do cilindro x? + z2 = 1 compreendida entre os planos y=—1e y = 3;

S é a parte do plano z = 2x + 3y que é interior ao cilindro x? + y? = 16;

2 — x? que esta entre os cilindros x>+ y>=1e

S é a parte do paraboléide hiperbdlico z = y
W +y? =4
S é a parte do cilindro X2+ 7% =a? que estd no interior do cilindro X+ y2 =a?, onde a>0;

S é a parte da esfera x> + y? + z2 = a® que est4 no interior do cilindro x? + y* = ax, onde
a>0;

S é o toro obtido pela rotacdo da circunferéncia no plano xz com centro (b,0,0) eraioa < b
em torno do eixo z;

S é a parte da esfera x*> + y? + z2 =4 com z > 73

Resp.: (a) 47(2 - v/2), (b) 87, (c) 167v/14, (d) £(17V17 —5V5), (e) 8a?, (f) 2a*(n - 2), () 4abn?,
(h) 4.

2. Sejam0<a<be f:[a, bl — Ruma funcio positiva com derivada continua. Determine equa-
¢cOes paramétricas das superficies geradas pela rotagdo da curva y = f(x) em torno do eixo x e
do eixo y. Calcule a drea da superficie em cada caso.

Resp.: (a) 27 [ f(x)y/1+ f(x)2dx, () 27 2 x\/1+ f(x)2dx.

v¢ Integrais de superficie

3. Calcule as seguintes integrais de superficie:

(@)
(b)
(c)
(d)
(e)

()
(g

(h)

[fsydo, onde S é a superficie dada por z = x + y2,0<x<1,0<y<2;

ffsxzda, onde S é a esfera x> + y* + z° = 1;

[[sydo, onde S é a parte do plano 3x +2y + z = 6, que estd contido no primeiro octante;
[fsxzdo, onde S é o tridngulo com vértices (1,0,0), (1,1,1) e (0,0,2);

[fs(x* + y*)do, onde S é a parte do paraboléide x = 4 — y* — z* contida no semi-espago
x=0;

[fsyzdo, onde S é a parte do plano z = y + 3 limitada pelo cilindro +y?=1;

[fsxydo, onde S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro x? + z% = 1 e pelos planos
y=0ex+y=2;

ffsz(x2 +y?)do, onde S é o hemisfério x> + y*> + z2 =4, z>0;
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() [fsxyzdo,onde S é a parte da esfera x% + y? + z? = 1 interior ao cone z = /x2 + y2;

G) ffs\/zizigz ?da,ondeSéapartedex2+y2—ZZ:lcomlszs?);
k) [fs(x+1)do, onde S é a parte de z = \/x? + y? limitada por x* + y* = 2.

Resp.: (@) 13v/2/3, (b) 47/3, () 3V/14, (d) 7v/6/24, () (1256317 —2347), () mv/2/4,
(g) Z(8+Vv?2), (h) 167, () 0, (j) 87V2, (k) TV2.

4. Calcule a integral de superficie [/ F-Ndo para cada um dos campos de vetores F e superficies
orientadas S indicadas abaixo. Em outras palavras, calcule o fluxo de F através de S. Quando S
é uma superficie fechada, admita que S estd orientada pela normal exterior.

@ F(x,y,2) = x%yi —3xy?] +4)k e S é a parte do paraboléide z = 9 — x2 — 2, com z = 0,
orientada de modo que a normal no ponto (0,0,9) é k;

(b) F(x, ¥ 2) = xf+xyf+xzi€ e Séapartedo plano 3x+2y+z =6, interior ao cilindro x2+y2 =1,
orientada de modo que seu vetor normal é \/% Bi+2j+k);

(c) ﬁ(x, V2) = —Xi— yf+ Z2keSéa parte do cone z = VX2 + y2, entreosplanosz=1ez=2,
orientada de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;

d) E(x,y,2)=xi+yj+zkeSéaesferax?+y2+2z2=9;

(e) F(x,y,2) = —yi+x]+3zk e S é o hemisfério z = /16 — x2 — y2, orientada de modo que a
normal no ponto (0,0,4) é k;

f) Fl(x, V2) = y?— zk e S consiste do paraboléide y = X+7z20< y <1 e do disco X+z2<
1, y =1, orientada para fora;

@ F(x,y,2)=xi+2y]+ 3zk e S é 0 cubo de vértices (+1,+1, +1);

(h) F(x,y,2) = (x+1)i—-Qy+1)j+zk e S é o retangulo de vértices (1,0,1), (1,0,0), (0,1,0) e
(0,1,1), orientado de modo que sua normal N satisfaz N - j>0;

(i) F(x,y,2) = —yzi e S é 0 a parte da esfera x? + y2 + z% = 4 exterior ao cilindro x> + %> < 1,
orientado de modo que a normal no ponto (2,0,0) é i;

G) Fx,y,2)=yi+zj+ xk e S é a parte da superficie z = v/4 — x, limitada pela superficie cilin-
drica y? = x, orientado de modo que sua normal N satisfaz N -i > 0;

&) F(x,y,2)=xi+yj— 2zkeSéa parte do cone z = V> x2 + y2, limitada pelo cilindro x? + y? =
2x, orientada de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;

Resp.: (a) 0, (b) —37/4, (c) =737n/6, (d) 1087, (e) 1287, (f) —m/2, (g) 48, (h) -1, (i) O, (j) 128/5, (k)
32/3.

5. Calcule:

@ [fs xzdyndz+yzdzAndx+x*dxAdy,onde S é a semi-esfera x*>+ y*+ 2% = a? (a>0),z =0,
orientada segundo a normal exterior;

(b) [fyxdyndz+ydzndx+zdxAdy, onde S é a parte normal do plano x+y +z = 2, no
primeiro octante, orientada de modo que sua normal satisfaz N- f > 0;

(© [[sxdyndz+ydzndx+zdxndy,onde S éaparte do paraboldide z =4 — x%—y?, contida
no semiespaco z =2y + 1, orientada de modo que sua normal satisfaz N-k=o.
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Resp.: (a) 3ma*/4; b)4; c)28m.

6. Suponha que a superficie S seja o grafico de uma funcéo f: D c R> — R de classe C!, orientada
de modo que sua normal unitdria N tenha terceira componente ndo negativa. Se F = Pi+ Qj +
Rk é um campo de vetores sobre S, mostre que

fﬁﬁ-ﬁduz[ﬁ)(—P%—Q%ﬂ-R dxdy.

7. Use o teorema de Stokes para calcular fy F-d7 em cada um dos seguintes casos:

(@)

(b)

(©

(d)

(e)

(9]

F(x,y,2) = xzi +2xy] + 3xyE e v € a fronteira da parte do plano 3x+ y + z = 3 contida
no primeiro octante, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horario;

Fx,1,2) = (22 + )i+ (2 +In(1+ y)  + (xy + senz3)k e y é a fronteira do triangulo com
vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,2), orientada de modo que sua projecao no plano xy seja per-
corrida no sentido anti-horario;

ﬁ(x, ¥,2) = (2z+sen (exs))7+ 4xf+ (5y+sen(sen zz))ié ey éainterseccao do plano z=x+4
com o cilindro x?+y? = 4, orientada de modo que sua proje¢do no plano xy seja percorrida
no sentido anti-hordrio;

Fx,9,2) = (x+cosx®)i + y] + (x2 — y2 + 2!k e y é a fronteira da parte do paraboléide
z=1-x?- y? contida no primeiro octante, orientada de modo que sua projecdo no plano
xy seja percorrida no sentido anti-horario;

F(x,7,2) = (y+2)i+@2x+1+y??) j+(x+y+2)k e y é ainterseccio do cilindro x>+ y? = 2y
com o plano z = y, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horario;

ﬁ(x, ¥,2) = (y+cos(cos x))f+ (z+sen(cos y))f+ xke Y é ainterseccao da esfera x2 +y2 +z%=
a? (a>0) com o plano x + y + z = 0, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja
percorrida no sentido anti-horério.

Resp.: (a) 7/2, (b) 4/3, (c) —4x, (d) -1, (e) 7, (f) —a’nV/3.

8. Neste exercicio, vamos calcular a 4rea de um poligono irregular.

(@)

(b)

(©

Se y é o segmento de reta ligando o ponto (x;, y;) ao ponto (xz, y»), mostre que

1
—fxdy—ydx:xlyg—xgyl.
2Jy

Em ordem anti-hordria, os vértices de um poligono sao (x1, y1), (x2, ¥2), ..., (Xn, Yn). Mostre
que sua area é dada por

1
A= > [(xX1y2 = X2)1) + (X2¥3 — X3Y2) + ... + (XN—1YN — XNYN-1) + (XNY1 — X1 YN)].

Determine a drea do pentagono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (-1,2).
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

2

Calcule [ y?z2dyndz+xdzAdx+ydxAdy,onde S é a parte da superficie z2 = x> +2y? entre

os planos z=1e z = y + 3, orientada com N tal que N - k <0.
Resp.: —54m.
Calcule [ e In(z + ydyAdz+ (x*+2z%)dzAdx+ zdx Ady, onde S é a parte do paraboléide
z =4 - x?— y? limitada pelo plano z = y + 4, orientada com N tal que N - k= 0. Resp.: —?—é’.
Calcule fy U-d7, sendo:

(@) U = (yz+cos(senx),xz+In(1+ y4),zy) e v é a intersec¢do das superficies X%+ y2 =4e

z = 2x + 3, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

. - 3 3 .. ~ .1
(b) U= (x2+yy2, xzfyz, lizz) + sen(In(1+x%),eV,z%) e Y € a interseccdo do cilindro x%+ y2 =1
com o plano x + y+z = 4, orientada de modo que sua proje¢do no plano xy seja percorrida

no sentido horario;

(€) U= (2xz% x%y%,3x%2%) + (,0,0) e y é a interseccdo das superficies z = seny + 10 e x> +
y? = 16, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no sentido anti-
horario;

d 7=(x-y*>,x—z+ ,¥) e y é a intersec¢do do parabéide 4z = x> + y? com o cilindro

y
2+seny

2 2 _ . . ~ . . .
x“+ y~ =4, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

(e) U= (e*seny,e*cosy—z,y)eyéobordodasuperficie obtida pela rotacdo em torno do eixo
Oz do graficode z = %, e < y < ¢%. Escolha uma orientacdo para y.

) 7 = (sen(In(l + x2)), y2_—+zz2 + ey4, # + cos z%%) sendo Y dado pela intersecao do cilindro

y?+ z? =4 com o plano x = y + z. y é percorrido uma vez no sentido anti-horario.

Resp.: (a) —24m, (b) —2m, (¢) —16m7, (d) 47, (e) O, (f) 27.

Calcule [, (z+y*)dx+(y* +1)dy+[In(z* +1) + yldz, sendo y(¢) = (2cost,2sent,10~2sen 1), ¢ €
[0,27]. Resp.: 47.

Seja y uma curva simples, fechada e plana e seja N = (a, b, ¢) um vetor unitario normal ao plano
que contém y. Mostre que a drea da regido limitada por y é dada por

1
Ef(bz —cy)dx+(cx—az)dy+ (ay—-bx)dz,
Y
com Y orientada pela orientacdo induzida de N.

Calcule ffs #-Ndo, onde ¥ = (x% + yes, y2 +ze*,z2+xe¥) e S é afronteira da regido limitada pelo
cilindro x? + y* = 1 entre os planos z = 0 e z = x + 2, orientada pela normal exterior.

Resp.: 197 /4.
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15. Calcule [fqdyndz+ y3dz Adx+ z?dx A dy, onde S estd orientada pela normal exterior nos
seguintes casos:

(a) Séaesferax®+y?+z%=r2.

(b) S é afronteira da regido limitada por z=4e z = x> + y°.
. (a) 47 .3
Resp.: (a) <7, (b) 1763.

16. Seja U = #, onde 7= xi+yj+ zk. Calcule [[sV-Ndo, onde N é a normal unitaria exterior a S

nos seguintes casos:
(a) Séaesferaderaio a >0 com centro na origem;

(b) S éuma superficie fechada lisa por partes tal que a origem ndo pertence a S nem a regiao
interior a S;

(c) S éuma superficie fechada lisa por partes que contém a origem em seu interior.

Resp.: (a) 47, (b) 0, (c) 47

17. Seja S uma superficie fechada lisa por partes e orientada pela normal exterior N. Verifique as
seguintes igualdades:

(@) volumede S=3 [fsxdyndz+ydzndx+zdxndy

(b) [fsrotv- Ndo =0, para qualquer campo 7 de classe C? em Int(S) cujo dominio contenha
S.

18. Calcule [ (rotF)- NdS sendo:

@ F(x,y,2)=yi+zj+ xkeSa parte do paraboléide z = 9 — x> — y? que estd acima do plano
z =5, orientada pelo campo de vetores normais que aponta para cima;

(b) F(x,y,2) = (xz, x—y, x*y) e S formada pelas 3 faces, que nio estdo no plano xy, do tetrae-
dro formado pelos planos coordenados e o plano 3x+ y+3z = 6, sendo N o campo normal
exterior ao tetraedro;

(©) F(x,y,2) = (x?, z, yz) e S a parte do hiperboléide x? + y* — z% = 1 limitada por x*> + y*> =4
com normal que aponta para o eixo z.

Resp.: (a) 47, (b) 6, (c) 0

19. Admitindo que S esteja orientada pela normal exterior N, calcule o fluxo de F através de S nos
seguintes casos:

(@) F(x, ¥z = 3y2237 + 9x2yzzf — 4xy2% e S a superficie do cubo com vértices
(£1,£1,+1);
—- 2

(b) F(x,y,2) = (-xzi+ (y°—yz)j+2z%k) e S o elipsdide 2—2 + 25+ i—i =1;

 F (x,,2) = (x3+ ysenz, y3 +zsen x,3z) e S a superficie do sélido limitado pelos hemisférios

z=1/4—-x*-y? z=+/1—x%-y?epelo plano z = 0.
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Resp.: (a) 8, (b) %megc, (c) %.

20. Calcule as seguintes integrais:

ZZ
@ [fsxdyAdz+yze* dzndx - &-dx A dy, onde S é a parte de z = x* + y* limitada por
x% + y% =1, orientada com a normal unitdria N tal que N -k > 0;

) [f(2+23)dyndz+zPdzndx+(e+V +z2)dxndy, onde S éaparte de x2+y2+(z—1)2 = 1
interior a z? = x? + y?, orientada com a normal exterior;

(© ffsﬁ-NdU, onde F(x,y,2) = e* cos(zy?)i+xj+ y% e S é a parte de x> + y* = 1 limitada por
z=0e z=y+3, orientada com a normal unitdria exterior.

Resp.: (a) —%(e+ 1), (b) m(e+11/6), (c) 0

21. Calcule as seguintes integrais:

xdyndz+ydzndx+zdxndy
(a) ffs (2 +y2+22)32
com a normal unitaria exterior;

. P 2 2 2 .
, onde S é a parte do elipséide - + % +{5 = 1,220, orientada

2 > = i+yj+zk > .
(b) fst-Nda,ondeF(x,y,z):(xf:;;—izf)g,z+zke8eapartedex2+y2—2z2:lcomOSZs1,

orientada com a normal unitaria N tal que N - k<0.
Resp.: (a) 27, (b) —3.

22. Em cada caso abaixo, determine se F € ou ndo campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine um potencial para F.

@ F(x,p,2) =2x2+8xy2)i+Bx3y—3xy)j+—-4z2y2 +2x32)k em R
b) F(x,y,2)=(x+2)i—(y+2)]+ (x—p)kemR3

© F(x,9,2) = (y*cosx+2z3)i+ (@ +2ysenx)j + (3xz% +2)k em R3

d) F(x,y,2) = (y2)i+(x2)] + (xy)k em R3

e Fx,y,2) =@yi+ 3]+ xyz)kemR?

) Fory2) =

Y z )em R3 - {(0,0)}

X
X2+y2+z2’ x2+y2+227 x2+y2%+272

(® ﬁ(x’ »a) = ((x2+y2):z2)3’2’ (x2+y231rz2)3/2’ (x2+yZZ+Z2)3/2) em R3 — {(0,0)}
2
Resp. (a) Nao; (b) Sim, f(x,y,2z) = x?z — y? + zx —zy; (c) Sim, f(x,y,2) = yzsenx+xz3 +4y+

2z; (d) Sim, f(x,y,2) = xyz; (e) Nao; (f) Sim, f(x,y,2) =In(y/x?+ y?+z2); (g) Sim, f(x,y,2) =
(x2+y2+z2)—1/2
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