UFPR - Universidade Federal do Parana
Departamento de Matematica

CMO042 - Célculo II

Prof. José Carlos Eidam

Listal

v¢ Curvas

1. Desenhe as imagens das seguintes curvas:
@ymn=30,0n (b) y(t) = (cos® t,sent), 0< t <27
(c) y(t) = (sent,sen?t) (d) y(#) = (2+cost,3+4sent)
(e y(t):(%,l—t) () y(r) = (e’ cost,e’sent), r=0
(g y(1) = (sect,tant), -3 <t<7% (h) y(£) = (V2cos t,2sen )
@y =Unt, VD), t=1 () y(#) = (cosh t,sinh ), teR
k) y() = (1+cost,2cost—1),0< t<2m Wy =0-1323+1), teR
(m) y(8) = (1(* - 3),3(1* - 3) M) y(0) = (£ -3¢%, 2 -31)
() y(®) = (t* 213 =212, 13- 31) () y(t) = 23 312,13 -121)

2. Associe as equacdes paramétricas aos graficos I a VI. Justifique sua escolha.
(@x=t3-2t, y=t>—1t b)x=13-1, y=2-1?
() x=sen(31), y=sen(4r) (d) x=t+sen(2t), y=t+sen(31)

(e) x=sen(t+sent), y=cos(t+cost) (f) x=cost, y=sen(t+sen(5t))
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3. Considere f(x) = [S/E)2 A fungdo f é derivavel em x = 02 Determine uma curva y : R — R?, derivavel e
cuja imagem seja igual ao grafico de f.

<

4. Mostre que a curva y(f) = (cos t,sen tcos t) admite duas retas tangentes em (0,0) e ache suas equacoes.



10.

11.

12.

13.

. Sejam I um intervalo aberto de R e y : I — R? uma curva diferencidvel. Mostre que, se existe C € R tal

que |y(8)| = C, para todo £ € I, entdo y(t) é ortogonal a y'(¢), para todo t € I. Vale a reciproca? Interprete
geometricamente.

. Uma circunferéncia de raio r rola sem escorregar ao longo do eixo Ox. Encontre equacdes paramétricas

para a curva descrita por um ponto da circunferéncia que se encontra inicialmente no origem (Esta curva
é chamada de cicléide).

. Calcule o comprimento da curva y:

@ y1(0) =@t -1,4t>+3), t€[-4,4];
@ y5(t) = (cos® t,sen?t), te [0, 7];
® 7y3(t)=(cost+tsent,sent—tcost), te0,m].

. Encontre o comprimento de um arco da cicléide x = (8 —sen#), y = r(1 — cos0) (Dica: Use a identidade

1-cosf =2sen?(0/2)).

. Mostre que o comprimento da elipse x = acosf, y = bsenf,a>b>0,0<0 <27 é

/2

4a V1-¢e2sen20do,
0

onde € = ¢/ a é a excentricidade da elipse e ¢ = vV a? — b2.

Esboce a astréide x = acos®6, y = bsen0, 0 < 0 < 27, a >0, e calcule seu comprimento.

Encontre pelo menos trés conjuntos distintos de equagdes paramétricas para representar a curva y = x°,

xeR.

Encontre as equacdes das retas tangentes a curva paramétrica x(¢) = 3t2 + 1, y(t) = 2> + 1 que passam
pelo ponto (4,3).

Seja y : (a, b) — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s. O vetor normalay no
ponto y(t) é definido por n(s) = (-y'(s),x'(s)), a<s< b.

@ Mostre que os vetores y'(s) e Y (s) = (x"(s), y" (s)) sdo perpendiculares para qualquer s € (a, b).

@ Mostre que existe uma funcéo « : (a, b) — R diferencidvel tal que y”(s) = x(s)n(s), paraa< s<b. O
valor k (s) é chamado curvatura de y em y(s). Mostre que x = x'y"” — x”y’, onde ' denota a derivada
emrelacdoas.

® Considere o angulo 6(s) formado pelo eixo x e pela reta tangente ay emy(s), i.e., tan6(s) = y'(s)/ x'(s).
Mostre que x(s) = 0'(s) para cada s € (a, b) e interprete geometricamente o que significa o sinal da
curvatura de y.

@ Seja a : (a,b) — R? uma curva regular qualquer com a(t) = (p(),q(1)), a< t < b, s o parametro de
comprimento de arco e (s) = a(¢(s)), a reparametrizacdo de a por comprimento de arco. Como f
é parametrizada por comprimento de arco, a curvatura k de 8 é bem-definida. Mostre que

e prqu _ puq/
(pIZ + q12)3/2

O valor desta funcdo em s = s(¢) é chamado de curvaturade @ em a(t).



® Mantendo a notagao do item anterior, admitindo que «a seja o grafico de uma funcao y = f(#), mos-
1

4 ___f
tre que a curvatura é dada por x = TP

® Calcule a curvatura da espiral logaritmica a(t) = (efcost,elsent), teR.

14. Esboce as seguintes curvas dadas em coordenadas polares:

Or=1 ®0=mn/3 ® r=cosf @ r =cos26
®r=1+senb ® r =cos36 @ r =2|send| ®r= colsB
@r=6 ®r3—4r>+5r-2=0

15. Encontre equacdes polares e faca um esboco das as curvas dadas abaixo em equacdes cartesianas:
®x*+y*=a’,a>0 @2x+3y=1 @x*-y*=1 @x*+2y°=1
® x? +y? = V¥ ®x?+y?8=1 @y-xtan(x*+1y)H V) =0 @ (x*+y*)3=4x%)?

v¢ Curvas notdaveis

16. Consideremos a circunferéncia C de centro (0,7) e raio r > 0, a semi-reta s = {(x, y) : y = 0} e um ponto
P =(0,R), R >0, nessasemi-reta. Uma frocéide é o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando C rola
sobre o eixo x sem deslizar. Note que a cicl6éide é um caso particular de trocéide quando P € C. Quando
P é exterior a C, a trocéide é chamada de cicléide longa; quando P é interior a C, a troc6ide é chamada
de cicloide curta. Encontre equacoes paramétricas que descrevam a trocoide.

17. Consideremos dois circulosI' e C deraios R > 0 e r > 0, respectivamente, 0s quais se tocam exteriormente
apenas em um ponto P. Admitamos também que I seja centrado na origem e C tenha centro no ponto
(R +r,0). Denominamos epicicléide o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando C rola (sem des-
lizar) sobre I'. A primeira figura abaixo ilustra este processo; as duas figuras seguintes ilustram os casos
r < Rer > R, respectivamente.

Y

X

® Sejam (x, y) as coordenadas do ponto P na primeira figura. Mostre que x = OB—-QB, y=0D - DT,
OB=(R+r)cosfeOD = (R+r)send.

@ Mostre que QB =rcos(@+1t)e DT =rsen (0 + t).

® Mostre que ¢ = RO/r e conclua que as equacdes paramétricas da epicicléide sao

X = (R+r)cos6’—rcos((¥)9) e y:(R+r)sen0—rsen((R-r|-T)9)-

Quando R =r, a curva obtida é chamada de cardidide.



18. Consideremos dois circulos I" e C de raios R > 0 e r > 0, respectivamente, 0s quais se tocam interior-

19.

20.

21.

mente apenas em um ponto P. Admitamos também que I seja centrado na origem e C tenha centro
no ponto (R +r,0). Denominamos hipocicldide o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando C rola
(sem deslizar) sobre I'. A primeira figura abaixo ilustra este processo; as duas figuras seguintes ilustram
hipocicléides.

Usando raciocinios semelhantes aqueles utilizados no problema anterior, mostre que a hipocicléide tem
equacOes paramétricas

x= (R—r)cosH+rcos(($)9) e y=(R—r)senf —rsen ((R; T)g) .

A hipocicléide obtida com r = R/4 é chamada de astréide.

. P2 . ~ 2 . 2
O félium de Descartes é a curva y descrita pelas equacoes paramétricas x(t) = & e y(t) = i’f:—tﬁ, com

. 1+13
t# —1, onde a > 0 é fixado.
® Mostre que y satisfaz a equacao cartesiana x> + y® = 3axy. Em particular, y é simétrica em relagao
aretay=x.
® Mostre que areta x + y + a =0 é uma assintota de y.
® Fagaum esbocodey.

3

ey =1, teR.

A lemniscata de Bernoulli é a curva y descrita pelas equacoes paramétricas x(t) = ol

1

® Mostre que y satisfaz a equacdo cartesiana (x> + y?)? = xy. Em particular, y é simétrica em relagdo
aretay=x.

® Fagaum esbocodey.

Seja C um circulo de raio r > 0 tangente ao eixo x e areta y = 2r, onde r > 0 é fixado, conforme mostrado
na primeira figura abaixo. Da origem, tracamos uma semi-reta em direcdo a reta s, e denotemos por R e
Q os pontos de intersec¢do desta semi-reta com C e sy, respectivamente. O segmento QD é perpendicular
a s eareta s é paralelaa s;. Consideremos também a reta s paralela ao eixo x passando por R e P o ponto
de intersecdo da reta s com o segmento QD. Os pontos P = (x, y) obtidos tracando todas as semi-retas
que partem de O e intersectam C, descrevem a curva denominada bruxa de Agnesi, descrita na segunda
figura abaixo.
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@® Mostre que x =0Q coste y=0ORsent.
® Mostre que OQ =2r/sente OR=2rsent.

® Obtenha equacgoes paramétricas para a bruxa de Agnesi.

22. Seja C o circulo de centro (r,0) e raio r > 0 e considere a reta x = 2r, conforme mostra a figura abaixo.
Tracando uma semi-reta s qualquer partindo da origem, sejam K e N os seus pontos de intersec¢do
com C e s, respectivamente. O ponto Q sobre s tem a propriedade que OQ = KN. Os pontos P = (x, )
obtidos quando tracamos todas as semi-retas que partem da origem e intersectam s formam uma curva
v chamada de cisséide de Diocles. O pardmetro que usaremos para parametrizar esta curva é o angulo 0
entre o segmento ON e 0 eixo x.

® Mostre que OK = 2rcosf e ON = -2L-. Conclua que KN = 2y sen’0

cosf" cosf °
@ Obtenha equacgoes paramétricas para y.
® Mostre que a equacdo de y em coordenadas polares é r = 2rsenf tan6.
@ Mostre que y tem equacio cartesiana x> + (x —2r)y? = 0.
23. Sejam a,b > 0 r areta horizontal y = a. Tracemos uma reta s partindo da origem em direcdo a r e cha-

memos de P o ponto de intersec¢do de s e r. Os pontos Q e R tais que as medidas dos segmentos PQ e
PR sao constantes iguais a b formam uma curva chamada de conchéide de Nicomedes.

k

Usando o angulo 0 entre a reta s e o0 eixo x como pardmetro, mostre que y tem equacdes paramétricas
x=acotgf+bcosfey=a+bsend,0<|6|<m.



24. A espiral de Arquimedes é a curva y descrita em coordenadas polares pela equacdo r = af, 0 = 0, onde
a >0 é fixo.

v A

@ Encontre equacdes paramétricas para as espirais de Arquimedes.
@ Mostre que vy satisfaz a equagdo xtan(/x% + y%/a) = y.

® Mostre que a distancia entre dois pontos de intersec¢do consecutivos de y com o eixo x € constante
igual a 2an.

25. Seja y uma curva diferencidvel contida no primeiro quadrante, P um ponto de vy, r a reta tangente a y
em P. Admitindo que r nao seja vertical, seja Q o ponto de intersec¢do entre r e o eixo y. Suponha que o
segmento PQ tenha comprimento constante igual a a > 0.

VaZ-x2

® Pondo y(1) = (x(1), y(1)), mostre que y satisfaz a equacao diferencial % =+

@ Resolva esta equacio fazendo a substituigao trigonométrica x = asen e usando a relacdo trigono-

P _ 2tan(0/2)
métrica sen = 5 072

® Mostre que x(0) = acosf, y(0) = acosf + aln(tan(0/2)), |0] < w/2, é uma parametrizagao da curva
Y. Esta curva é chamada de tractriz e seu trago é a figura abaixo.

Y¢ Funcoes reais de duas e trés varidveis

26. Ache e esboce o dominio das fungdes:

@ fx,=yx—y (b) f(x,y) = arctan £
— 1 _ X
© flx,y)= Wy d) f(x,3) = 5z
(e) f(x,y)=tan(x—y) 6 f(x,y) =In(xy® - x%)

(@ f(x,y) =In(16 —4x* - y?)

27. Esboce uma familia de curvas de nivel de:

@ fly) =5 (b) flx,y) =x— /12
2
©fwp=5r @ fey =55



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Esboce os gréficos de:

@ flx,y)=1-x-y (b) £ 1) = © f(x, )= V/x+9)2
(d) f(x,y)=4x2+y2 (e) f(x,y):yZ_xz 63 f(x,y):y2+1

® f(xp) =y +x (h) f(x,y) = xy (i) f(x,y) = eV¥ Y’
(J')f(x,y)=m &) flx,y) =(x-y)? M) fx,y)=x*+y*+2y+3
(m) f(x, ) = m M) f(x,y) =InOx*>+y%)  (0) f(x,y) =2— v/x2 +4)?

P [ =vVx2+y2-9 (@ fx,))=V*2+y2+1
Sejay(t)=(e'+1,e7"), parateR.

@ Desenhe a imagem de y indicando o sentido de percurso.
@ Aimagem de y estd contida na curva de nivel de f:R — R dada por f(x,y) = x>y? -2y — y? +42 Em
caso afirmativo, em qual nivel?

Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (x, , z) € R? tais que:
(@) x+2y+3z=1 (b) X2 +2y*+32z° =1 ©x*+y*-2>=0
(d)x2+y2—zzz—1 (e)x2+y2—z2:1 (f)xz—yzzl
@ x*-y*+2z2=1

Alguma dessas superficies é o grafico de uma funcéo f: D c R? — R?

Verifique que a imagem da curva y(f) = (cost,cost, V2sent), t € [0,7], estd contida numa esfera com
centro em (0,0,0) e esboce aimagem de y.

Seja y(r) = (V2 +1cost, V2 +1sent, 1), t € R. Verifique que a imagem de y estd contida na superficie
x%+y? - z% = 1. Esboce a imagem de 7.

Desenhe as imagens das seguintes curvas:

@y®=0@a0,t1) (b) y(t) = (cost,sent,2)
(© y(r)=(e "cost,e "sent,e” "), t=0 (d) y(#) = (t,cos t,sent), t=0
(e)y(t) = (sent,sent,v/2cost),0< t <271 ) y(r)=(QQ+sent,1+sent,cost)

Seja f(x,y) =v/x2+y%2 +4esejay(t) = (tcost,tsent,ViZ+4), t=0.
(a) Mostre que a imagem de y estd contida no grafico de f.

(b) Faca um esboco da imagem de y.
Encontre uma parametrizacdo para a curva de nivel no nivel k de f nos casos:

@ fx,p=x+2y-3, k=-2;

@ f(x,y)=x—+/1-2y%, k=5;

©) f(x,y)zz—ly k=1.

x2—y?’

Encontre a reta tangente as curvas dos itens (a), (b) e (c) acima nos pontos (%, i), (6,0) e (v/2,1), respecti-
vamente.

Encontre uma parametriza¢do para as curvas C abaixo:

® C éainterseccio do paraboléide hiperbélico z = y? — x* com o cilindro x* + y? = 1.
C é a interseccdo da superficie x*> + y> —2z%? = 1 com o plano y =2z +1.

C é ainterseccdo do plano x = z com o paraboléide x? + y? = z.

C é ainterseccdo do cone z = v/4x2 + y2 com o plano z = 2x + 1.
C={x,,2€eR|x>+y*+z°=1lez=x+1}.

C={x,y,2eR |z=\/x2+y2ez=x+1}.
C={x,,2eR®|x>+y*+z2=1le(x-1)2+y*+(z—-1)*>=1}.

®@ ® ® ® ®

Q

2xz+4y2
X2+y?+1°

Seja f(x,y) =



@ Esboce as curvas de nivel de f dos niveisc=1,c=2ec=3.

@ Encontre uma curva diferencidvel y cuja imagem seja a curva de nivel de f do nivel ¢ =1.

® Determine o vetor tangente a curva y do item anterior no ponto (-1,0).

@ Sejay:[0,27] — R3 dada por y() = (sen t,cos t, z(t)). Sabendo que a imagem da curva estd contida
no grafico de f, encontre o vetor tangente a'y em y(3).

38. Combine as equagdes com os esbogos das imagens. Justifique a sua escolha:

(b) y(t) = (2 =2,£3,t* +1)
(d) y(#) = (sen3t cos t,sen3t sent, )
() y(#) = (cos t,sen t,sen5t)

(a) (1) = (cos4t, t,sen4r)
© Y0 =, 7, 1)
(e)y(t) = (cost,sent,In¥)

v¢ Limites e continuidade

39. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se ndo existirem, explique por qué:

lim —
(x,5)—(0,0) *“+Y
im S0
(x,y)—(0,0) XV
2x%+3xy+4y?
3x2+5y2
lim ad
(x,y)—(0,0) *" 7Y
. . (x+y)3
» (x'yl)l—»(o.m Xyt
(9  lim Syred
(x,)—0,00 ¥ Y=Xy
sen (x%+y?)
x%+y?

(@
(©)

(e) i
(x,y)—(0,0)

€

(m)
(%,)—(0,0)

4
. xy
0 lim
(©) (x6,y)—(0,0) X +7°

(b)
d
()
(h)
()

M

(n)

(p)

x%ycos(x?+y?)

xy—00 ¥+
2

lim —Y

(x,7)—(0,0) 2x +x*y+y?
lim ffzy =

6 )—(0,0) ¥ +Y

x*sen (x%+y?)
xt+y?

(x,y)—(0,0)

lim —% sen [—2L
6, —(0,0) ¥ +¥ Vx2+y?

im x3+sen (x2+y?)
(x,y)—(0,0) V' +sen (x+y?)

lim (x%+ yz)ln(x2 + yz)
(x,y)—(0,0)

i x%sen?y
(xy)—(0,0) **+2y?

40. Determine o conjunto dos pontos de continuidade das fun¢ées abaixo:

@ f(x,y) = senixy)

ex,yz

(©) f(x,y) =arctan(x++/1/y)
2.3
e flx,y)= {

A
2x2+y3

,se (x,y) #(0,0)
1 ,se(x,y)=1(0,0)

(b) f (x,y)= Y
(d) f(x,y) = arcsin(x? + y?)

(-yH(x-1?
) flx,y) = {

(x2+y2) ((x—1)?+(y-1)?)
1

,se (x, ) #(0,0) e (x,y) #(1,1)
,se (x,y) =(0,0) ou (x,y) =(1,1)



41. O dominio de uma fungéo f é o conjunto {(x, y) € R?|(x, y) # (1,0)}. A figura abaixo mostra as curvas de
nivel de f nos niveis k=0, k=0,3, k=0,5,k=0,7 e k= 1. Existe ( l)im(1 0 f(x, y)? Justifique.
xX,y)—(1,

v¢ Respostas

(2) @-1V, (b)-VI, (0)-V, (d)-111, (e)-1, ()-1T; (8) Nao; y (1) = (13, 1%); (4) (x,y) = (0,0) + £(1,0);

(6) x(0) = r (0 —senh) e y(O) = r(1 —cosh); (7) D 64V5, @ V2, ® n/2; (8) 8r;

(10) 6a(v2 +1In(1++/2)); (11) x(0) = r@ + (R—r)senf e y(@) = r0 + (R —r) cosb;
12)t=1:x-y-1=0et=-2:2x+y-11=0;( A5) @ r=a; @ r =1/(2cosf + 3senbh);

@ r=1/vcos20); ® r =1/vVcos20 +2sen20; ® r = &’; ® r = (cos?’30 +sen?/30)32; @ r = 1/6;
r=2lsen(260)|; (16) x=rt—Rsente y=r—Rcost; (21) ® x =2rcotghe y = 2rsen?6;

(22) @ x =2rsen?0 e y=2r (tane— w); (24) x =abcosf e y = absend;

(26) (@ D={(x,y) eR? | y<x}; () D={(x,y) €R* | x#0}; (©) D={(x,y) €R? | x* + y* > 1};
d D={x,y) eR?|y>0}

@ D={(x,y) eR? | y#x+122n kez}; () D={(x,y) e R? | x(y — X)(y + x) > O};

(@ D={(x,y)eR? [4x>+1y><16};(35) Dx=1-2t,y=1;

@x=5+V1-2t2ey=1 ® x=cosht, y=sinht; (36) D y(r) = (cos t,sent,cos2t);

@y(1 = 2 Y2cost,sent,—1/2+ (1/2)sen t); ®y(r) = %(1 +cost,sent,1+cost);

@y(1) = (1,4+1,V202 + 81+ 1), £ = ~1/2;® (1) = (3 (1+cos 1),272sen 1, 1 B+cos 1); ®y(1) = (551, 1, £21);
@ y(1) = (3(1+cos1),2”?sent, 5 (1 - cos 1)); (38) a-V, b-VI, c-Id-1II, e-II, f-IV; (39) Os limites (a), (d), (f),
(8), (0, (0) nao existem; (b), (c), (h), (), (j), (n), (p) existem e valem zero; (1), (m) existem e valem 1;

(40) @ {(x,y) : yZ 25 D) {(x, ) : x=y e x? + Yy # 1} (0 {(x,¥) : y = 0} (D) {(x,¥) : X2+ y* < 1}; () R?;

®) {(x,y) : (x,) #(0,0) e (x,y) # (1,1)}; (41) Nao.




