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Yr Derivadas parciais, gradiente e diferenciabilidade

1.

10.

. Verifique que a fung¢do u(x, y) =In/x2 + y2 é solugao da equacio de Laplace bidimensional Pu

Ache as derivadas parciais de primeira ordem das funcdes:

(@ f(x,y) =arctan(y/x) (b) f(x,y) =In(1 +cos?(x)®) (c) f(x,)) = —5L5

1+x2+y?

. Seja f : R — R uma funcao diferencidvel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:

@ux,y=f (g) (b) u(x,y) = f(ax+ by), onde a e b sao constantes.
(© ulxr,y) = fxy?-2x) (@ ulx,y) = fe*+)

. Dada a funcdo f(x,y) = x(x> + y2)~7 eS"*)) | ache %(1,0). (Neste caso, usar a definicdo de derivada

parcial é menos trabalhoso do que aplicar as regras de derivacdo.)

2
u, 0%u _

0
ax? " ay? T

. Sejam f, g: R — R, derivaveis até 2a. ordem.

(a) Mostre que u(x, t) = f(x+ ct) + g(x— ct) satisfaz a equacgao 62_u = 02@
q b= g quacao 5 = ¢ 52
(b) Mostre que u(x,y) = xf(x+y)+yg(x+y) é solucdo da equacdo
ax2 “oxdy oy

. Sejam f(x,y) = (> + y2)5 e g(x,y) = |xy|i. Mostre que f e g sio de classe C! em R2.

0 0
. Calcule aw e a_w pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicao seguida de apli-
u

ot
cacao das regras de derivacao parcial.

(@ w=x>+y%x=t>+u? y=2tu.

X
(b) w= S —pXx=tcosu,y= tsinu.
y

x2 +

© w=x*+y*+zx=tu,y=t+uz=1>+u’.

. Seja f : R? — R uma funcao de classe C?. Calcule g, g,, em funcao de fx, fy nos seguintes casos:

(a) g(u, v) = f(u?,v3) (b) g(u,v) =sinu— fu—3v% u—cosv)
(c) glu,v) = f(sin(u+v),cos(u—v)) (d glu,v) = f(e”z,ln(u+ V)

. Uma funcdo f:R?\{(0,0)} — R é homogénea de grau A se satisfaz f(tx,ty) = t* f(x, y) paratodos t >0 e

(x,7) # (0,0), para um certo A € R fixo. Supondo que f é uma funcdo de classe C> homogénea de grau A,
verifique que:

@ xfx+yfy=Af; (Relacdo de Euler)

(b) Asfungaes fy e f), sdo homogéneas de grau A — 1.

Verifique que as fung¢des abaixo sdo homogéneas e determine o grau:

X

y
(@) f(x,y) =5x*>+2xy-y> (b) f(x,y) = %yz
1 in(y/x)
(Mﬂmw=7§f§ (©) flx,y) = =5



2
xy .
11. Sejaf(x,y):{ xz+y4+sm(x+3y) se  (x,y) #(0,0),
0 se  (x,y)=(0,0).
of

0
(a) Mostre que as derivadas parciais % e a_y existem em todos os pontos.
(b) f é continua em (0,0)?

(c) f édiferenciavel em (0,0)?

53

12. Sejaf(x,y):{ Py se (x,)#(0,0),
0 se  (x,5) =(0,0).

(a) Mostre que f é continua em (0,0).

(b) Calcule g(0,0) e %(o, 0).
0x oy

(c) f édiferenciavel em (0,0)?

of

0
(d) Sao—-e —f continuas em (0,0)?
ox Oy

1
(x2 + y?) sin| —— se (x,y) #(0,0),
Y (\/x2+y2) Y
0 se (x,y)=1(0,0).

13. Considere f(x,y) =

(a) Mostre que f é diferencidvel em (0, 0).
. . of of _ )
(b) As derivadas parciais —— e —— sdo continuas em (0, 0)?
0x 0y
x*sin ((x% + y%)?)
14. Seja f(x,7) = { T azagz % N0
0 se (x,¥)=1(0,0).

(a) Verifique que f é continua em (0, 0).

(b) Determine %(x, ), (x,y) € R2.

0
(¢) Afuncao % é continua em (0, 0)? Justifique sua resposta.

(d) Afuncao f é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.
2oy

15. Seja f(x, ) =4 Vxzr 2 (x,y) #(0,0),

0 se  (x,) =(0,0).

0 0
(a) Verifique que %(0, y) = —y paratodo y, e que % (x,0) = x, para todo x.

02 2
(b) Verifique que oxdy (0,0)=1eque 3y9x (0,0) =-1.
16. Determine o conjunto de pontos de R? onde f ndo é diferenciavel, sendo:
@ flx,y) = Vx3+ )3 (b) f(x,y) = x|yl
(© flx,y)=eVX+y (d) f(x,y) =cos(v/x2+y?)

17. Mostre que nio existe nenhuma funcao diferenciavel f : R — R tal que Vf(x, ) = (x*y, %) para todo
(x,y) € R2.

18. O raio de um cilindro circular estd decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura esta crescendo a
taxa de 3cm/s. A que taxa o volume do cilindro esté variando quando o raio vale 80 cm e a altura vale 150
cm?
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31.

Sejam f : R? — R, diferenciavel em R?, com V f(-2,-2) = (a,-4) e
gt = f@r> —4r,t* =30
Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela areta y = 2x+3.

Seja u = u(x, y) funcao de classe C2 em R? e defina v(r,0) = u(r cosf, rsen®). Verifique que

2

10v 1 0°v
(r,0)+ ;E(r,ﬁ) + ﬁﬁ(r,e) = Au(rcos0,rsen0),

0%v
or?

onde, por defini¢do, Au = tyy + Uyy.

Seja f = f(x, y) uma funcao de classe C? e seja g : R> — R dada por g(u, v) = uf(u? — v,u+2v).

°g
Det i
(a) Determine 3000

em funcao das derivadas parciais de f.

02 8°
(b) Sabendo que 3x+5y = z+ 26 é o plano tangente ao grafico de f, ax({y(lA) = a—xj;(l,4) =1le
*f og
0_)/2(1’4) = —1, calcule R (=2,3).

Seja F(r,s) = G(e"*, 3 cos(s)), onde G = G(x, y) 6 uma funcdo de classe C? em R?.

2
(a) Calcule 3 (r,s) em funcao das derivadas parciais de G.
r

. 0°F oG, )
(b) Determine W(l,O) sabendo que @(t +1,t+1)=t"-2t+3.

Ache a equacgdo do plano tangente e a equacdo da reta normal a cada superficie no ponto indicado:

(a) z= ex2+y2, no ponto (0,0,1) (b) z=In(2x + y), no ponto (-1,3,0)
(c) z= x*> - y?, no ponto (-3,-2,5). (d) z=e*Iny, no ponto (3,1,0).

Determine a equacao do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao gréafico de
glx, y)=x%y.

Determine k € R para que o plano tangente ao grafico de f(x, y) = In(x? + ky?) no ponto (2,1, f(2,1)) seja
perpendicular ao plano 3x+ z=0.

Seja f : R — R uma funcao derivdvel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie z = xf (f)
y

passam pela origem.

Seja f : R*> — R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x + y + z = 7 é o plano tangente ao
gréfico de f no ponto (0,2, £(0,2)). Seja

g(u,v) = uf(sen (u? - v*),2u%v).

Determine a € R para que o plano tangente ao grafico de g no ponto (1,1,g(1,1)) seja paralelo ao vetor
4,2,a).

Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel tal que as imagens das curvas y(t) = (2, £,21%) e u(t) = 212, t,2t%)
estejam contidas no grafico de f. Determine o gradiente de f no ponto (2,1).

O gradiente de f(x, y) = x>+ y* é tangente 2 imagem da curva y () = (>, 1), t > 0 em um ponto P. Encontre
a equacdo da reta tangente a curva de nivel de f que contém P, no ponto P.

Ache a derivada direcional méxima de f no ponto dado e dé a direcao em que ela ocorre.
(@) f(x,y) = xe™Y +3y, (1,0); (b) fx,y) =In(x*+y?), (1,2);

Mostre que f(x,y) = v/x2y é continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais em (0,0). E f dife-
rencidvel em (0, 0)?
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Seja f uma funcao diferencidvel em R? tal que y(t) = (t+1,—t%), t € R, é uma curva de nivel de f. Sabendo
que % (—1,—4) =2, determine a derivada direcional de f no ponto (—1,—4) e na dire¢ao e sentido do vetor
= (3,4).

b (,) #(0,0)
Sejaf(x,y)Z{ x2+y?’ se by T
0 se (x,»)=1(0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).
(b) Mostre que %f(y(t)) #Vf(y®)-y'(t) emt =0, onde y(r) = (—1,—1).

(c) Seja #i = (a,b) um vetor unitério (isto €, a?+b*=1). Usea definicao de derivada direcional para
of
calcular 5z (0,0).
(d) f édiferencidvel em (0,0)? Justifique.
Seja a > 0 e considere o plano tangente a superficie xyz = a num ponto do primeiro octante. Mostre

que o tetraedro formado por este plano e os planos coordenados tem volume independente do ponto de
tangéncia.

Ache os pontos do hiperboléide x*> — y? + 2z = 1 onde a reta normal é paralela  reta que une os pontos
(3,-1,0) e (5,3,6).
Y¢ Médximos e minimos

Determine os pontos criticos das funcoes abaixo e classifique-os:

(a)z=2x2+xy+3y2+10x—9y+11 (b)z=3xy2+y2—3x—6y+7 (c)z:xzy2
(d)z:xsy3 (e)z:y\/}—yz—x+6y (f) z=ycosx
@ z=@x—-x*)Q2y—-y? (h) z = y* +4x%y — 4x* - 8y? i) z=xye ¥V
() z=In(Bx? +4y> -2x+7) ®z=(x-1)3+(y-23-3x-3y

Encontre uma parametrizacdo para C e use esta parametrizacdo para encontrar, caso existam, os valores
méximo e minimo de f em C, bem como os pontos onde estes valores sdo assumidos, onde:

(@) C={(x,y) eR?: x*+2y?=1}e f(x,y) = x3y.

(b) C={(x,5,2)eR3: x> +y*=zez=2y}e f(x,y,2) = x—z.

© C={x,y,20eR3: x> +y*+z%=le(x-1)?+y*’+(z—-1)?=1}e f(x,),2) = xz+ .

(d C={(xy2 eER3: x+y+z=lex—y+3z=3}le f(x,y,2) :x2+y2+z2.
Ache a derivada direcional méxima de f no ponto dado e dé a dire¢do em que ela ocorre.

@ f(x,y,2) = xe“ +sen(y), P=(2,0,00 (b) f(x,y,2) = —% +zln(x), P=(1,2,-1)

Suponha que sobre uma certa regido do espaco o potencial elétrico V é dado por

V(x,¥,2) =5x* —3xy+xyz.

- >

(a) Ache a taxa de variacdo do potencial em P(3,4,5) na direcdo do vetor 7 = i + j—k.
(b) Em que direcdo V muda mais rapidamente em P?

(c) Qual é a maior taxa de variacao em P?
Ache o maximo e o minimo absolutos da funcao na regido D indicada.

(@) f(x,y)=5-3x+4y; D éo tridngulo (com interior e bordas) cujos vértices sao (0,0), (4,0) e (4,5)
b) fx,y) =xye ™ V;D={(x,y)eR?: x*+y?<2,x<0, y=0}

© fxry)=23+y5D={(x,yeR?: x*+y*<1}

d) fx,y)=2x>-xy+y*+7x; D=1{(x,y)eR*/ -3<x<3,-3<y<3}

@ f(x,y)=@Ax-x*)cosy; D={(x,y)eR*:1<x<3,-F<y<Z
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Determine o valor méximo e o valor minimo da funcao f sujeita as restri¢oes explicitadas:
(@) f(x,y)=xy; 5x*>+5y>+6xy—64=0
(b) f(x,3,2) =xyz; x*+2y>+32°=6
© fx, 3,2 =x*y*z% x*+y°+z°=1
d f,pz)=x>+y*+2% xt+yt+zt=1
Determine o valor méximo e o valor minimo de f em R sendo

@ f(x,1,2)=x*>-2x+y*—4y+2z>—6z e R=1{(x,),2): x>+ y* + 2> <56}
(b) f(x,y,z):x2+y2+2z2—4xy—4z+3x eR={(x,72):x20,y=20,z2=20,x+y+z =<4}

Encontre o méximo e o minimo absolutos de f(x,y) em D sendo:
@ fx,y)=xy; D={(x,y) : x¥*-y*=1, x€[1,2]}
b) fx,y)=2x+y% D={(x,y) : x¥*+y*=1, x€[0,1/4], y=0}
Encontre os pontos da elipse x> + xy + y? = 3 mais préximos de (0, 0).
Qual o ponto do plano x + 2y — z+4 = 0 que estd mais pré6ximo do ponto (1,1,1)?
Determine o maior produto de 3 nimeros reais positivos cuja soma é 100. Exiba tais niimeros.

Determine a distancia entre as retas de equacao
X=(-23-D+a41,5,acRe X=(-1,0,3) + u(-2,3,1), LeR.

2

Qual é o ponto da superficie z© = xy + 1 que estd mais préximo da origem?

Sejab#0e f(x,y) = y;+bx2y—bx2—2y2.

(a) Determine, em funcado de b, o niimero de pontos criticos de f e classifique-os.

(b) Faga b =3 e ache os extremos de f no triangulo (fronteira e interior) de vértices (0,0), (3,3) e (-3,3).
Seja f(x,y) = a(x® + y*) — 2xy, onde a é uma constante.

(a) Verifique que, para todo a € R, o par (0,0) é um ponto critico de f.

(b) Para cada valor de a, classifique o ponto critico (0,0) com relacao a méximos e minimos locais e
sela. Existem valores de a para os quais podemos afirmar que (0,0) é extremo global (absoluto) de

12

A temperatura num ponto (x,y, z) do espaco é dada por T(x,y,z) = xy + yz. Determine os pontos da
esfera x*> + y? + z2 = 1 onde a temperatura é mais alta e onde é mais baixa. Justifique.

Determine as dimensoes de um paralelepipedo de volume méaximo, com faces paralelas aos planos co-
ordenados, de modo que uma das faces estd contida no plano z = 0 e a correspondente face oposta tem
0s seus vértices no paraboléide z =4 —x% — y?, z> 0.

Um pentagono de 12 cm de perimetro é construido colocando-se um tridngulo is6sceles sobre um retan-
gulo. Dentre esses pentdgonos, determine as medidas dos lados daquele que tem drea maxima.

Determine a equacao do plano que passa por (2,2,1) e que delimita no primeiro octante o tetraedro de
menor volume.

Dentre todos os planos que sdo tangentes a superficie xy?z? = 1 encontre aqueles mais distantes da
origem.



56. Dé as dimensdes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser construida com 27cm?
de papelao.

v¢ Respostas

W @Lxy) = - Ly = (0) L (x,y) = ZLSED I () - By sinCay),

x2+y2’ dy x2+y2’ 1+cos?(xy?) ’ 0y 1+cos?(xy3)
af x2y-y3 -y-2x Of xy?—x3—x-2y .
©) 5 ()= (+x21y22% ’ By (x,y) = +x21y22

@ @30y =1f (2); 3400 = -5 (2) B3 Cey) = af'(ax+ by); §4(x,y) = bf’(ax+by);

(© Z(x,y) = (y-2) f' (xy*—2x); a” (%, 1) = xf'(xy2=2x); (d) % (x, y) = 2x f (e +7); 2 YY) = 2y fe V)
(3) =2;

(8) (@) gu = 2ufx(u?, v®); g» = 3V% f, (u?, v%); (b) gu = cos u—2 f(2u—3v?, u—cos v) - f,(2u—3v?, u—cos v);
8v=—6vfx(2u—3v? u—cosv) +sinvfy,(2u—3v? u—-cosv);

(©) gu = cos(u+ V) frx(sin(u + v),cos(u — v)) — sin(u — v) fy (sin(u + v), cos(u — v));

8v = cos(u+ v) fx(sin(u + v),cos(u — v)) +sin(u — v) f, (sin(u + v), cos(u - v));

2 2
2 2 (e In(u+v)) (e"" In(u+v))
(d) gu = 2ue® fu(e” In(u+v) + L e & = I ETa—

1)@ A=2,b)A=-1;()A=-1/3; () A=—
(11) (b) Nao é continua em (0,0); (c) Nao é diferenciavel em (0,0);
(12) (b) af 0,00=1e 6f (0,0) =0.; (c) Nao; (d)Nenhuma das derivadas parciais é continua em (0, 0).

4x2y(x®+y%)? cos((x2+y*)?)—2x2 ysen (2 +y?)?)
(13) (b) Ndo; (14) (b) af wn={ e

se (x,y) # (0,0),

se (x,y) =(0,0).

(c) Sim; (d) Sim.

(16) (a) f nao é diferencidvel em nenhum ponto da reta y = —x; (b) f ndo é diferencidvel nos pontos da

forma (a,0) com a # 0; (c) f é diferencidvel em R2 pois é de classe Cl; (d) Idem ao item (c).

(18) —96007! cm?/s; (18) a=3; (21) (b) 21.
3*G

_ 2.2rs°G G rs
(22) (a) & ar2 =se"" 53 +6r2e SCOSSzoy +9r*cos

(23) @) z=1;X=(0,0,1) + 1(0,0,1), L eR; (b)2x+y—2z-1=0; X = (—1,3,0)+)L(2,1,—1), LeR;
(C)6x—4y+z+5=0; X = (-3,-2,5)+A(6,-4,1), LeR; (d) e y—z-e>=0; X = (3,1,0) + 1(0,€3,-1), L e R;

(24)6x—y—2z+6=0; (25) k=8;
(27) a=—4; (28) (1,4); (29) X = (§,3) +A(-1,1), L€R;
(30) (a) V5, (1,2) ; (b) %, (1,2);

2 %G

2.rs0G
Say +se 57 +6rcoss ; (b)0;

(31) f ndo é diferencidvel em (0,0); (32) 4/5; (33) (d) Nao; 35) = (1/2,-2/2,1/3)

(36) (a) (—3,2) minimo; (b) (2/3,1), (—4/3,-1) selas; (c) (0,1) e (1,0) com A € R minimos; (d) (0,A) e (A,0)
com A € Rselas; (e) (4,4) maximo; (f) (m/2+km,0) com k € Z selas; (g) (1,1) méximo, (0,0), (2,0),(0,2),(2,2)
selas; (h) (0,0) maximo, (0,2) minimo, (0,—2), (v/3,1), (—=v/3, 1) selas; (i) (0,0) sela, +(1/v/2,1/v/2) maximos,
+(~1/v/2,1/+/2) minimos; (j) (1/3,0) minimo; (k) (2,1) e (0,3) sela; (2,3) minimo e (0,1) méaximo;

(37) (a) pontos de maximo: (‘f,z\l[) e (——,——), pontos de minimo: (—%= 5 ’zf) e (— ——) (b)
ponto de maximo: (\@’ f’ f)’ ponto de minimo: (— f’ 1+ 7,2 + —) (c) ponto de méaximo:
(%, %, %); ponto de minimo: (2, N 2) (d) ponto de minimo: (3, 6, 6), nao tem ponto de maximo.

(38)a) v6; (1,1,2); (b) v2; (-1,1,0); (39) (a) (b) (38,6,12); (c) 2v/406;

(40) (a) maximo: f(4,5) = 13, minimo: f(4,0) = —7; (b) maximo: f(0,0) = 0, minimo: f(~1/v/2,1/v/2) =
—i; (c) méximo: f(1,0) = 2, minimo: f(~1,0) = —2; (d) maximo: f(2,0) =4, minimo: f(3,-%) = f(3,§) =

FL,-5) = £(1,%) =32,



(41) (a) max f(2,2) = f(~2,-2) = 4; min f(4,-4) = f(~4,4) = —16; (b) max 2/+/3, min —2/+/3; (c) max
1/27, min 0; (d) max v/3, min 1.

(43) (a) minimo: —2v/3 e maximo 2v/3; (b) minimo: % + (%)2 e méaximo 1.
(44) (@) (1,1) e (=1,-1); (45) (0,~1,2); (46) n1 = np = n3 = 13%; (47) V12; (48) (0,0,1) ou (0,0,-1);
(49) (a) Se b > 0, temos 5 pontos criticos: (i %, 1) e (0,—2) pontos de sela; (0,—2) maximo local e (0,2)

minimo local; e se b < 0, temos 3 pontos criticos: (0,0) e (0,2) pontos de sela; (0,—2) minimo local; (b)
Pontos de méaximo: (-3,3) e (3,3); ponto de minimo. (0, 2);

(50) (b) a > 1: minimo local; -1 < a < 1: sela; a < —1: maximo local; a = 1: (0,0) é ponto de minimo
global; a < —1: (0,0) é ponto de méaximo global;

(51) Mais quentes: (%,g,%), (_71, #,‘71); Mais frios : (%, %E,%), (_71,‘/75, _71),

(52) O paralelepipedo tem vértices em (+1,+1,0) e (+1,£1,2); (53)

(53) 12(2—V/3), 2(3-/3), 42v/3-3); (54) x+y+2z—6=0;

(55) 225 x 42910y, 4 29110 7 = 5, 22/5 _ 297104, 29/10 7 — 5. (56) base 3cm x 3cm e altura 1,5¢m.



