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Lista 4

v« Superficies parametrizadas

1. Determine uma representacao paramétrica de cada uma das superficies descritas abaixo e cal-
cule sua area:

(a)
(b)
(©
(d)

(e)
®

€]

(h)

S é a parte da esfera x> + y* + z% = 4 interior ao cone z = /X2 + y?;

S é a parte do cilindro x? + z? = 1 compreendida entre os planos y=—1e y = 3;

S é a parte do plano z = 2x + 3y que é interior ao cilindro x? + y? = 16;

S é a parte do paraboléide hiperbélico z = y? — x> que estd entre os cilindros x>+ y> =1 e
x*+y? =4

S é a parte do cilindro x? + z2 = a? que estd no interior do cilindro x + y* = a2, onde a > 0;

S é a parte da esfera x> + y? + z2 = a® que estd no interior do cilindro x? + y* = ax, onde
a>0;

S é o toro obtido pela rotacdo da circunferéncia no plano xz com centro (b,0,0) eraioa < b
em torno do eixo z;

7

S é a parte da esfera x> + y? + z2 =4 com z >

Resp.: (a) 47(2 - v/2), (b) 87, (c) 16714, (d) 2(17V17 -5V5), (e) 8a?, (f) 2a°(n - 2), (g) 4abn?,
(h) 47.

2. Sejam0<a<be f:[a, bl — R uma funcio positiva com derivada continua. Determine equa-
cOes paramétricas das superficies geradas pela rotacao da curva y = f(x) em torno do eixo x e
do eixo y. Calcule a drea da superficie em cada caso.

Resp.: (a) 27 [ f(x)y/1+ f(x)2dx, () 27 [° x\/1T+ f(x)2dx.

Y¢ Integrais de superficie

3. Calcule as seguintes integrais de superficie:

(@)
(b)
(©)
(d)

do,onde S é a superficiedadaporz=x+7y%, 0<x<1,0<y<2;
4 p p y y
[fsx*do, onde S é a esfera x* + y* + z* = 1;
do,onde S é a parte do plano 3x+ 2y + z = 6, que estd contido no primeiro octante;
4 p p y q p

[[sxzdo, onde S é o triangulo com vértices (1,0,0), (1,1,1) e (0,0,2);



(e)

)
(€]

(h)
(@

(=

9)
(N

2

ffs(x2 +y%)do, onde S é a parte do paraboléide x = 4 — y? — z? contida no semi-espaco

x=0;
[[syzdo, onde S é a parte do plano z = y + 3 limitada pelo cilindro P+ =1

[fsxydo, onde S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro x? + z%> = 1 e pelos planos
y=0ex+y=2

ffsz(x2 +y?)do, onde S é o hemisfério x> + y*> + z°> =4, z>0;

[[sxyzdo, onde S é a parte da esfera x* + y* + z° = 1 interior ao cone z = y/x? + y?;

2x2+2y2-2 4 2 2 2 _ .
ffs,/mda,ondeSeapartedex +y°—z-=1lcoml<z<3;

[fs(x+1)do, onde S é a parte de z = y/x? + y? limitada por x* + y* = 2}.

Resp.: (a) 13v'2/3, (b) 471/3, (c) 3V14, (d) 7V6/24, (e) &5(12563V17 —2347), (f) mv/2/4,
(®) ZZ(8+Vv?2), (h) 167, () 0, (j) 87V2, (k) TV2.

4. Calcule a integral de superficie [/ F-Ndo para cada um dos campos de vetores F e superficies
orientadas S indicadas abaixo. Em outras palavras, calcule o fluxo de F através de S. Quando S
é uma superficie fechada, admita que S estd orientada pela normal exterior.

(@) Fl(x, ¥ 2) = xzyl?— 3xy2f+ 4y3% e S é a parte do paraboldide z =9 — x% - yz, com z = 0,
orientada de modo que a normal no ponto (0,0,9) € k;
(b) E(x,y,2) = xi+xyj+xzkeSéapartedo plano 3x+2y+z = 6, interior ao cilindro x2+y? = 1,
orientada de modo que seu vetor normal é \/%(31' +2j+k);
(c) l:"(x, V2) = —xi— yf+ 2keSéa parte do cone z = VX2 + yz, entreosplanosz=1ez=2,
orientada de modo que sua normal N satisfaz N- k < 0;
(d) ﬁ(x,y, z) = Xi+ yf+ zk e S é a esfera x2 + y2 +72=9;
(e) Flx, V2) = —y7+ xf+ 3zk e S é 0 hemisfério z = \/16 — x? — y2, orientada de modo que a
normal no ponto (0,0,4) é k;
) F(x,y,2) = yi —zk e S consiste do paraboléide y = x2+ 22, 0 < y < 1 e do disco x2 + z% <
1, y =1, orientada para fora;
@ F(x,y,2)=xi+2y]+ 3zk e S é o cubo de vértices (+1,+1,+1);
(h) F(x,y,2) = (x+pi-QRy+1j+ zkeSéo retangulo de vértices (1,0,1), (1,0,0), (0,1,0) e
(0,1,1), orientado de modo que sua normal N satisfaz N - j > 0;
(i) F(x,y,2) = —yzi e S é 0 a parte da esfera x2 + y2 + z% = 4 exterior ao cilindro x> + %> < 1,
orientado de modo que a normal no ponto (2,0,0) é i;
G) F(x,y,2)=yi+z]+ xkeSéa parte da superficie z = V4 — x, limitada pela superficie cilin-
drica y2 = x, orientado de modo que sua normal N satisfaz N-i > 0;
k) F(x,y,2)=xi+y]—-2zke S éaparte do cone z = +/x2 + y2, limitada pelo cilindro x2+ y* =
2x, orientada de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;
Resp.: (a) 0, (b) —37/4, (c) =737n/6, (d) 1087, (e) 1287, (f) —m/2, (g) 48, (h) -1, (i) O, (j) 128/5, (k)
32/3.
5. Calcule:



(@

(b)

(c)

[fsxzdyndz+yzdzn dx+x?dxndy,onde S é a semi-esfera x>+ y*>+z? = a® (a>0),z =0,
orientada segundo a normal exterior;

[fsxdyndz+ydzAdx+zdxAdy, onde S é a parte normal do plano x+ y +z = 2, no
primeiro octante, orientada de modo que sua normal satisfaz N - j > 0;

[fsxdyndz+ydzndx+zdxAndy,onde S é a parte do paraboldide z = 4— x* - y?, contida
no semiespaco z =2y + 1, orientada de modo que sua normal satisfaz N - k=0.

Resp.: (a) 3wa*/4; b)4; c)28m.

6. Suponha que a superficie S seja o grafico de uma funcio f : D c R> — R de classe C!, orientada
de modo que sua normal unitdria N tenha terceira componente ndo negativa. Se F = Pi+ Qj +
Rk é um campo de vetores sobre S, mostre que

ffsﬁ-ﬁdaszD(—P%—Q%+R dxdy.

7. Use o teorema de Stokes para calcular fy F-d7 em cada um dos seguintes casos:

(@)

(b)

(©

(d)

(e)

(9

F(x,y,2) = xzi + 2xyf+ 3xy7c e v é a fronteira da parte do plano 3x + y + z = 3 contida
no primeiro octante, orientada de modo que sua proje¢ao no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horario;

F(x, ¥, 2) = (2% + ex2)7+ (y2 +In(1+ yz))f+ (xy+ sinzg)% e vy € a fronteira do tridngulo com
vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,2), orientada de modo que sua projecao no plano xy seja per-
corrida no sentido anti-horério;

F(x,,2) = 2z + sin(e* )7 + 4x] + (5y +sin(sin 2)ke Y é a intersec¢do do plano z = x +4
com o cilindro x?+ y? = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida
no sentido anti-horario;

F(x,,2) = (x+cosx®) i+ yj + (x2 — y2 + 2199k e y é a fronteira da parte do paraboléide
z=1-x? - y? contida no primeiro octante, orientada de modo que sua projecdo no plano
xy seja percorrida no sentido anti-horério;

F(x,7,2) = (y+z)7+ Rx+1+y»%0) ]+ (x+y+z)% ey é ainterseccdo do cilindro x?+y? =2y
com o plano z = y, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horario;

F(x,y,2) = (y+cos(cos X)) + (z+sin(cos )  + xk e y é a interseccdo da esfera x2 + y? + 2% =
a® (a>0) com o plano x + y+ z = 0, orientada de modo que sua projecio no plano xy seja
percorrida no sentido anti-horario.

Resp.: (a) 7/2, (b) 4/3, (c) —4x, (d) -1, (e) 7, (f) —a’nV/3.

8. Neste exercicio, vamos calcular a 4rea de um poligono irregular.

(@

Se y é o segmento de reta ligando o ponto (x1, y1) ao ponto (xy, ), mostre que

1
—fxdy—ydx:xlyg—xgyl.
2Jy



(b) Em ordem anti-hordria, os vértices de um poligono sao (x1, y1), (x2, ¥2), ..., (Xn, ¥n). Mostre
que sua area é dada por

1
A= 5[(x1y2 —X2¥1) + (X2y3 —Xx3y2) +... + (XN_1YN — XNYN-1) + (XNY1 — X1YN)].

(c) Determine a drea do pentdgono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (-1,2).

9. Calcule [fsy*z*dyndz+xdzAdx+ydxAdy,onde S é a parte da superficie z* = x* + 2y entre
os planos z=1e z = y + 3, orientada com N tal que N - k <0.

Resp.: —547.

10. Calcule ff e In(z + ydyAdz+ (x*+2z%)dzAdx+ zdx Ady, onde S é a parte do paraboléide

z=4-x?— y? limitada pelo plano z = y + 4, orientada com N tal que N - k=0. Resp.: —315—é’.

11. Calcule [, U-dF, sendo:
(@) U= (yz+cos(sinx),xz+In(1+ y4), zy) e y é a interseccao das superficies x%+ y2 =4ez=

2x + 3, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-
horério;

N - 3 ) 3 L. ~ o
(b) 7= (x2+yy2, xziyz’ =) + (sin(In(1 + x*), e¥", 2°) e y € a intersecgdo do cilindro x* + y* = 1
com o plano x+ y+z = 4, orientada de modo que sua proje¢do no plano xy seja percorrida

no sentido horario;

(€) U= (2xz%,x%y?,3x%2%) + (,0,0) e v é a interseccdo das superficies z = siny + 10 e x? +
y? = 16, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no sentido anti-
horario;

y2
2+siny

x? + y? = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no sentido

anti-horario;

d 7=x-y>,x—z+ ,y) e y é a intersec¢do do parabéide 4z = x* + y* com o cilindro

(e) U= (e*siny,e*cosy—z,y) ey éobordo dasuperficie obtida pela rotacao em torno do eixo

Oz do graficode z = %, e < y < e%. Escolha uma orientacao para y.

) 7 = (sin(n(l + x2)), y{—fzz + ey4, # + cos z'%) sendo y dado pela intersecdo do cilindro

y?+z? =4 com o plano x = y + z. v é percorrido uma vez no sentido anti-horério.

Resp.: (a) —24m, (b) —2m, (c) —16m, (d) 47, (e) 0, (f) 27.

12. Calcule [, (z+y*)dx+(y*+1)dy+[In(z* +1) + yldz, sendo y(#) = (2cos t,2sin £,10 - 2sin 1), t €
[0,27]. Resp.: 47.

13. Sejay uma curva simples, fechada e plana e seja N = (a, b, ¢) um vetor unitario normal ao plano
que contém y. Mostre que a area da regido limitada por y é dada por

1
Ef(bz— cy)dx+ (cx—az)dy+ (ay—-bx)dz,
Y

4



14.

15.

16.

17.

18.

com Y orientada pela orientacdo induzida de N.

Calcule [/ U-Ndo, onde ¥ = (x? + ye?, y? + ze*, 2% + xe) e S é a fronteira da regiao limitada pelo
cilindro x? + y? = 1 entre os planos z =0 e z = x + 2, orientada pela normal exterior.

Resp.: 197/4.

Calcule [fdy ndz+y*dzndx+z*dx A dy, onde S estd orientada pela normal exterior nos
seguintes casos:

(a) Séaesferax®+y?+z2=r2.

(b) S é afronteira da regido limitada por z=4e z = x>+ y°.

s (o) AT 3
Resp.: (a) ?”r , (b) 176%.

Seja U = #, onde 7 = xi + yj+ zk. Calcule [[U-Ndo, onde N é a normal unitdria exteriora S

nos seguintes casos:
(@) Séaesferaderaio a >0 com centro na origem;

(b) S é uma superficie fechada lisa por partes tal que a origem ndo pertence a S nem a regiao
interior a S;

(c) S éuma superficie fechada lisa por partes que contém a origem em seu interior.

Resp.: (a) 47, (b) 0, (c) 47

Seja S uma superficie fechada lisa por partes e orientada pela normal exterior N. Verifique as
seguintes igualdades:

(@ volumede S=3 [[sxdyAndz+ydzAndx+zdxndy

(b) [fsrotv- Ndo =0, para qualquer campo 7 de classe C? em Int(S) cujo dominio contenha
S.

Calcule [ (rot F)- NdS sendo:

(@) F(x,y,2) = y7+ z]"+ xkeSa parte do paraboléide z = 9— x? — y? que estd acima do plano
z =5, orientada pelo campo de vetores normais que aponta para cima;

(b) F (x,¥,2) =(xz, x—Y, x2 y) e S formada pelas 3 faces, que nao estao no plano xy, do tetrae-
dro formado pelos planos coordenados e o plano 3x+ y +3z = 6, sendo N o campo normal
exterior ao tetraedro;

(©) E(x,y,2) = (x?, z, y2) e S a parte do hiperboléide x* + y*> — z? = 1 limitada por x* + y* = 4
com normal que aponta para o eixo z.

Resp.: (a) 47, (b) 6, (¢c) 0

19. Admitindo que S esteja orientada pela normal exterior N, calcule o fluxo de F através de S nos

seguintes casos:



(@) F(x,y,2) = 3y223z?+9x2yz2]?—4xy275 e S a superficie do cubo com vértices

(£1,+£1,+1);

(b) F(x,y,2) = (—xzi+ (y®—y2)j+2%k) e S o elipsoide Z—i + Z—j + i—z =1;

(© F(x, V2= (3 + ysinz, y3 + zsin x,3z) e S a superficie do sélido limitado pelos hemisférios
z=1+/4—x%*—-y? z=+/1-x?-y?epelo plano z = 0.

Resp.: (a) 8, (b) %nab%, (0) %.

20. Calcule as seguintes integrais:

22
@ [foxdyAdz+yze* dzndx - £-dxAdy, onde S é a parte de z = x* + y* limitada por
x% + y% =1, orientada com a normal unitaria N tal que N -k > 0;

) [fs(P+22)dyndz+z2dzndx+(e" Y +z8)dxndy, onde S é aparte de x*+y2 +(z—1)2 = 1
interior a z% = x% + y2, orientada com a normal exterior;

(c) ffsﬁ-NdU, onde F(x, V,2) = e? cos(zy2)7+ xf+ y% e S é aparte de x? +y2 =1 limitada por

z=0e z=y+3, orientada com a normal unitdria exterior.

Resp.: (a) —%(e+ 1), (b) m(e+11/6), (c) 0

21. Calcule as seguintes integrais:

, . 2 2 2 .
, onde S é a parte do elipséide xf + % + f—G =1,z = 0, orientada

xdyndz+ydzndx+zdxndy
(a) ffs (X2 +y2+22)312
com a normal unitaria exterior;

(b) [[E-Ndo,onde F(x,y,2) = ﬂ—iz)]g,z+z7€e8éapartedex2+y2—2z2 =lcom0<z<l,

orientada com a normal unitaria N tal que N - k<0.
Resp.: (a) 27, (b) —%.

22. Em cada caso abaixo, determine se F € ou ndo campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine um potencial para F.

@ F(x, 2 =2x2+8xy2)i+@Bx3y—3xy)j+—-4z2y2 +2x32)k em R
(b) ﬁ(x,y,z):(x+z)7—(y+z)f+(x—y)%em R3

© F(x,9,2) = (y*cosx+23)i + @ +2ysinx)j + (3x2z% +2)k em R3

d) Fx,y,2) = (y2)i + (x2)] + (xy)k em R®

e Fx,y,2 =@yi+y?j+xyz)kemR?

) Fx,y2 = | em B - 0,0}

X y z
X2+y2+2%" X2+y?+22° x2+y*+722

o _ Y 3
@ F(x,3,2 = (gt e mriae) em B - 10,0)

Resp. (a) Nao; (b) Sim, f(x,),2) = %2 — y; +zx—zy; (¢) Sim, f(x,y,2) = y?>sinx + xz> + 4y +

2z; (d) Sim, f(x,y,2) = xyz; (e) Nao; (f) Sim, f(x,y,z) =In(y/x?+ y?+ z2); (g) Sim, f(x,y,2) =
(x2+y2+z2)—1/2



