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Questio 1 Considere em R? o campo vetorial

(@)

(b)

Fi(x,y) = (sin(yz) —2ye”¥) i+ (nycos(yz) —-2e*+y) j.

(2 pontos) O campo F) é conservativo? Se sim, determine um potencial para F;.
Solucao.

Chamando de P e Q a primeira e a segunda coordenadas de F;, respectivamente, temos que
Qx = —2ysin(y?) —2eY = Py. Como o dominio de Fy é todo o plano (ndo tem buracos), segue que
Fy é conservativo. Para achar um potencial f para Fy, devemos resolver o sistema

fc = sin(y?) -2ye*
fy = 2xycos(y?)—2e*+y

As solucdes deste sistema sdo da forma

2
f(x» y) = XSin(yZ) —Zyex + y? +C,

onde C € R é constante.

y (-1 =z x—1
(2 pontos) Considere os campos Fo(x, y) = 2l+x2+y2] , By (x, y) = (x_2)2+(y_1)2z+(x 2= 1)2],

G(x, y) = F1 (x,y) + F2 (x,y) + F3 (x,y)eya c1rcunferen01a de raio 9 e centro na origem orientada
no sentido horario. Calcule
f G-dr.
Y

Como Fj é conservativo, temos que 5%, Fy -d7 = 0. Decorre do teorema de Green que fy G-dr =

Solucao.

- §Y2 132 -dr - f% G- d7, onde Y2,7Y3 sdo as circunferéncias de raio 1 centradas nos pontos (0,0) e
(2,1), respectivamente, orientadas no sentido anti-horario. Logo,

f@-d?:—f ﬁg'd?—f Fy-df=-2m—21=—A7.
Y Y2 Y3



-B-

Questdo 2 Considere o sélido S exterior ao cone z = 1/3x? +3y?, z = 0, e interior ao hemisfério norte
da esfera x> + y? + z> = 4, cuja densidade no ponto (x, y,z) é 5(x, y,2) = z /X2 + y% + Z2.

(@) (2 pontos) Calcule a massa de S.
Solucao.

Vamos utilizar coordenadas esféricas para descrever a regido e calcular sua massa. O cone
dado é descrito em coordenadas esféricas como rcos¢ = /3(rsin¢cos0)? +3(rsin¢sinb)?,
i.e., cos¢p = v3sing, logo, ¢ = &+ Assim, o sélido S ocupa a regido descrita em coordenadas

esféricas pelas inequagdes 0 < 0 <27, g <¢p<7,0<r <2. Amassa m de S é dada por

a2 (2 2 2 . 487 .
m:fff&x,y,z)dxdydz:f f f (r=cos¢)(r sm(/b)drd(p(,iezT unidades de massa.
§ o JZ Jo

(@) (2 pontos) Calcule o centro de massa de S.
Solucao.

Sejam (X, y, z) as coordenadas do centro de massa de S. Por simetria do sélido S e de sua funcao
densidade em relacao aos eixos x e y, segue que x = y = 0. Calculemos z:

mz fffer(x,y,z)dxdydz
S

2n pZ p2
f fﬁf (rcosgb)(r2 cosgb)(r2 sing)drd¢pdo
o Jo Jo

z 2
27tf6 cosz(/)simpd(/)-f redr
0 0

8?”(8—3\/5)

Assim,

¥®-3v3) 5

ZZT:§(8—3\/§)

5

Logo, o centro de massa de S tem coordenadas (0,0, 2(8 —3 v/3)). 1



Questao 3 (2 pontos) Calcule
f {In(x+2) - y*}dx+ {xz + 60s0") } dy,
Y

onde y é o arco de circunferéncia x> + y?> = 1, y = 0, percorrido no sentido anti-horério.

Solucao.

Sejam p o segmento de reta unindo os pontos (-1,0) e (1,0) parametrizado como u(f) = (£,0), -1 <
t <1, e D o semi-circulo interior as curvas y e g. Pondo P(x, y) = In(x+2) - y* e Q(x,y) = x> + cos(e?),
temos, pelo Teorema de Green, que [;, Pdx+Qdy = [ [,(Qx— P,)dxdy, ou seja,

dex+Qdy+dex+Qdy = ff(2x+2y)dxdy
Y I D
n rl
= 2] f (rsin@)rdrd6
0o Jo
4
= 3
Mas
1
dex+Qdy = fln(x+2)dx
7] -1
= (x+2)In(x+2)-(x+2)[%ZL,
= 3ln3-2,
Logo,

4 10
dex+Qdy:——(31n3—2) = — —3In3.
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