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Parte 1

Aletra K denota um corpo ordenado qualquer.

v¢ Corpos ordenados

1. Verifique as seguintes propriedades para quaisquer x, y, z € K:

©)
@
®

@

®
®
@

(Unicidade do inverso aditivo) Se x+ y=0= x+ zentdo y = z.
(Unicidade do inverso multiplicativo) Se x, y, z sdo ndo-nulos e xy =1 = xz entdo y = z.

(Unicidade do zero) Existe um unico elemento 0 € K tal que x+0 = x = 0+ x para todo
xek.

(Unicidade da unidade) Existe um tinico elemento 1 € K tal que 1x = x = x1 para todo
xelk.

Sex+y=x+zentdo y=z.
Sex#0exy=xzentdo y=z.

Sexy=0entao x=00u y=0.

2. Dados x,x',y,y', z € K quaisquer, prove as afirmacdes abaixo:

)
@
®

® 9 @ @ ®

©)

Se x € K é ndo-nulo, entdo x2 > 0. Em particular, -1 <0< 1.

Dado qualquer a € K, a > 0, mostre que nio existe nenhum x € K tal que x> + a = 0.
x<yseesOosex+z<y+z.

Se z>0entdo x < yseesd se xz< yz.

x>Oseesése%>0.

Sex>0,y<0ez<0entao xy<0exz>0.

x<yseesose—y<-—x.

Se0<x<ye0<x' <y entio0< xx' < yy'!
Se0<x<yeneNentio0< x" < y".

Se x,y>0ex+y=0entdo x = y = 0. Em particular, se x*> + y*> = 0 entdo x = y = 0.

3. Considere os conjuntos N, Z,Q formados pelo niimeros naturais, inteiros e racionais, respecti-
vamente.

@

@

®

Seja f :N — K definida indutivamente por f(1) =1e f(n+1) = f(n)+1,i.e., f(n)=1+...+1

nvezes
para n = 1. Mostre que f € crescente, i.e., m < n implica f(m) < f(n), para todos m,n € N.

Em particular, f é injetora. Isso nos permite considerar N c K.

Mostre, por inducdo, que f(m+n) = f(m) + f(n) e f(mn) = f(m)f(n) para quaisquer
m,neN.

Definimos g: Z — K por g(n) = f(n) se n=0e g(n) = —f(—n) se n <0. Mostre que g
também é crescente e portanto, podemos considerar N ¢ Z c K. Prove uma afirmagao
andloga a @ para g.

Esta afirmacdo é falsa, em geral, sem a hipétese que todos os niimeros envolvidos sdo positivos.
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@ Considere h: Q — K dada por h(p/q) = g(p)/g(q), para quaisquer p,q € Z, g # 0. Mostre
que g é crescente, e, portanto, podemos considerar também Nc Z c Q c K.

4. Podemos, pelo exercicio anterior, considerar N c [K.

@® Mostre que N c K € infinito. Em particular, um corpo ordenado é sempre infinito.
@ Prove que nenhum corpo finito pode ser ordenado.
@ Se N cIK élimitado, entdo nao existe supN.

5. Considere n > 1 um numero inteiro. Dados k, [ € Z, dizemos que k = [ (modn) seesé se k—1 é
multiplo de n.

® Mostre que = define uma relagdo de equivaléncia em Z. A classe de equivaléncia de um
inteiro k é denotada por k e o conjunto de todas as classes de equivaléncia é denotado por
Z . Tal conjunto é chamado, as vezes, de conjunto dos inteiros médulo n. Evidentemente,
Z,=1{0,1,...,n—1}

® Mostre que k+1=k+1e ki =kl, para k, [ € Z, definem? operacdes de soma e multiplica-
cdo em Z,. Estas operacoes sdo associativas, comutativas, admitem elementos neutros e
verificam distributividade.

@ Mostre que Z, é um corpo se e s6 se 1 é primo.
@ Mostre que se n é primo entao Z, ndo admite estrutura de corpo ordenado.
6. Dados a € K e n um inteiro positivo, definimos indutivamente a'=aea"=a""' a Conven-

cionamos que a’®=1sea#0. Se n<0éinteiro e a # 0, definimos a” = (a~1)™". Verifique as
seguintes afirmacoes para quaisquer inteiros m, n e a, b € K nao-nulos:

@ a™"=qg™m. g

® amn — (am)n’

® (ab)"=a"b";

@ Se0<a<bentaio0<a < b™;

® (a+b)" =% (})a/ "/ (Férmula do binémio de Newton).

7. Sejam ay,...,a,, by,..., by €R.

@ Prove a identidade de Lagrange:

n 2 n n
(Z ajbj) :(Z a?)( b?)— Z (akbl—albk)z.
i=1 i=1 i=1

1<k<l<n

@ Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

n n 1/2 n 1/2
2 2
j=1 j=1 j=1

Mostre que ocorre a igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz se e somente se existe
a€Rtalque bj =aajoua;=abjparacada j=1,...,n.

2Mostre, inclusive, que estas operacoes sio bem-definidas.



® Prove a desigualdade de Minkowski:

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Z(aj+bj)2) S(Z a?) +(Z bf) .
im a1

j=1

8. (Desigualdades de Bernoulli) Dado um inteiro positivo n, mostre, por indugdo, as seguintes
desigualdades em K:
® Sex>-lentio (1+x)"=1+nx.
@ Sex#0entdo (1+x)%">1+2nx.

® Sea>0ea+x>0entio (a+x)"=a"+na" 'x.

9. Mostre que as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

@ NcK éilimitado.

@ Dado qualquer € > 0 existe N € N tal que % <E.

@ Dados € >0e A> 0 existe N € Ntal que Ne > A. (Principio de Arquimedes)
@ Dadosa>1e A>0, existe N € N tal que aV > A.

® DadosO<a<1ee>0existe NeN tal que aV <e.
Um corpo ordenado satisfazendo qualquer uma das afirmac¢ées acima € dito arquimediano.
10. Seja K um corpo ordenado arquimediano. Prove as seguintes afirmacdes:

® Dados x<yemK existereQtalquex<r<y.

@ Se existe ¢ € K\ Q, entdo existe r € Q tal que x < r¢ < y. Em particular, existe n € K\ @Q tal
que x<n<y.

® Existem infinitos r’s satisfazendo @ e @.

11. Considere o conjunto Q(x) dos quocientes da forma PX " onde p e q # 0 sdo polindmios com

q(x)’ !
coeficientes racionais. Nestas circunstancias, dizemos que % = Z,Eg

p'(x)g(x). Podemos definir operacées de soma e produto pelas formulas

se e s6 se p(x)qg'(x) =

p(x) N p'(x) _pW) q (x)+p'(x0)qx)
qx) q'(x) qx)q'(x)

pW) p'x) _ pp’ )
qx) q'(x) — qXx)q'(x)°

@ Mostre que as operacoes definidas acima sdo bem-definidas e tornam Q(x) um corpo.
px)

@ Dizemos que a0 > 0seos coeficientes dos termos de maior grau de p e g tiverem 0o mesmo

sinal. Mostre que esta definicao torna Q(#) um corpo ordenado.

@ Mostre que para qualquer inteiro positivo n tem-se n < x (Aqui x denota o polinémio
p(x) = x). Em particular, Q(x) ndo é arquimediano.

12. Mostre que qualquer intervalo em um corpo ordenado é infinito.

13. Dados a, b € K tais que |a— b| < €, mostre que |b| —e < |a| < |b|+eea<|b|+¢.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Mostre que xy < %(x2 +y?), para todos x, y € K.

v¢ Supremo e infimo
Seja X < K ndo-vazio.

@ Mostre que, caso existam, sup X e inf X sdo tinicos e inf X < sup X.

@ Admitindo que exista max X, mostre que existe sup X e max X = sup X. Prove um resul-
tado andlogo para min e inf em lugar de max e sup.

@ Encontre uma situagdo em que existe sup X € K mas ndo existe max X.

@ Encontre uma situagao na qual ndo exista nem max X nem sup X.

® Mostre que se a € X é uma cota superior (inferior) de X entdo a = sup X (a =inf X).

® Se X é limitado superiormente entdo sup X = inf{c € K : ¢ é cota superior de X}. Caso X
seja limitado inferiormente, tem-se inf X = sup{c € K : ¢ é cota inferior de X}.

Seja X c K ndo-vazio e a € K. Prove que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

® infX=a

@ a< xparatodo x € X e dado qualquer € > 0 existe x € X tal que x < a + €.
Prove uma equivaléncia anédloga para sup em lugar de inf.

Se X c K é um nao-vazio ilimitado superiormente (inferiormente), dizemos que sup X = oo
(inf X = —00).

@® Mostre que sup X = oo se e s6 para qualquer A € K existe x € X tal que x > A.

@ Mostre que inf X = —oo se e s6 para qualquer A € K existe x € X tal que x < A.

Convenciona-se que 0o+ 00 = 00, 00+ a = 00, a- (+oco0) = oo se a > 0, a- (+oo) = Foo se
a<0e —oo< a<ooparaqualquer a € K.

Sejam X,Y < K nao-vazios que admitem supremo e infimo e ¢ € K. Considere os conjuntos
X+Y={x+y:xeX,yeY},cX={cx:xeX}eX-Y={xy:xeX, ye Y}

@ Mostre que sup(X+Y)=supX+supY einf(X+Y) =inf X +infY.

@ Mostre que sup(cX) = csup X e inf(cX) = cinf X se ¢ > 0. O que ocorre se ¢ < 0?

@ Mostre que sup(X U Y) = max{sup X,sup Y} e inf(X U Y) = min{sup X,sup Y}.

@ Mostre que se X, Y contém somente elementos positivos, entdo sup(X-Y) = (sup X)(sup Y)
einf(X-Y) =(AnfX)(infY).

® Pondo —X = (—1) X, mostre que sup(—X) = —inf X e inf(— X) = —sup X.
Sejam X < Y c K conjuntos limitados ndo-vazios que admitem sup e inf.

@ Prove queinfY <infXesupX <supV.
@ Suponha que dado qualquer y € Y existe x € X tal que y < x. Mostre que sup X =sup Y.



® Suponha que dado qualquer y € Y existe x € X tal que x < y. Mostre que inf X =infY.

20. Sejam X c Y c K conjuntos nao-vazios que admitem sup e inf. Assuma que para quaisquer
xeXeyeY, tem-sex<y.

@ Prove que sup X <infY.

@ Prove que sup X =infY se e sé sedado e >0 existemxe X e y€ Y taisque y—x <e.

21. Determine, caso existam, o supremo e o infimo (em Q) dos seguintes conjuntos:

@ {1 :neN}
@ {5 :neN}

@ {(xeQ:x*-2x+2<0}
@ {21 peNy

3n+1

® (xeQ:x3<7}

22. Mostre, por inducao, que qualquer conjunto finito X possui supremo e infimo, os quais coinci-
dem com os elementos méximo e minimo de X, respectivamente.

¥¢ O corpo dos ntimeros reais
23. Mostre que as seguintes afirmacodes a respeito de um corpo ordenado K sdo equivalentes:

@ Todo subconjunto ndo-vazio limitado superiormente (inferiormente) de K tem supremo
(infimo).

@ Se I, o I, o... é uma sequéncia de intervalos fechados entao ﬂcj?‘;l I; # &.
Um corpo ordenado é dito completo se qualquer uma das afirmacdes acima € verificada em K.

24. Mostre que o conjunto X = {r € Q : r? < 2} ndo tem supremo em Q. Conclua que Q ndo é
completo. Encontre outros conjuntos que ndao possuem supremo ou infimo em Q.

25. Mostre que um corpo ordenado completo deve ser arquimediano e ndo-enumeravel.

26. Um subconjunto X de um corpo ordenado K é chamado de intervalo se dados x,y € X com
x<yezelktal que x < z < y tem-se que z € X. Mostre que se X, Y c K sao intervalos entao
X +Y e cX sdo intervalos, para qualquer c € R.

27. Um corte de Dedekind , ou simplesmente, um corte é um subconjunto ndo-vazio A c Q tal que:

* AZQ;
% Sexe Aey<xentdo y€ A.

% Anao tem elemento maximo.
Prove as seguintes afirmacdes:

@ Mostre que se A é um corte, entdao A é um intervalo.



@ Mostre que se A, B sdo cortes entdo A+ B é um corte (conforme a definicao dada no exer-
cicio (19)). Denotando por 0 o corte (—oo,0), mostre que A+0 =0+ A = A para qualquer
corte A. Mostre que o conjunto dos cortes é um grupo abeliano munido da operacado de
soma e que o inverso aditivo de A é o corte

A ={xeQ:-xecQ\Ae —xndo é menor elemento de Q \ A}.

® Dizemos que A € positivo, fato este denotado por A > 0, se A ¢(—o0,0). Caso A # 0 nao seja
positivo, dizemos que A é negativo e escrevemos A < 0. Se A, B sdo cortes positivos, mostre
que
A-B={xeQ:x<0oux=a-b,comac A beBea,b=0}

é um corte positivo.

@ Estenda a definicao de produto dada no item anterior para cortes arbitrarios e mostre que
o conjunto dos cortes munido desta operacao de produto e da soma definida anterior-
mente é um corpo. Identifique os inversos multiplicativos e a unidade da multiplicac¢ao.
Este corpo é chamado de corpo dos ntimeros reais e denotado pela letra R.

® Mostre que o conjunto dos cortes positivos é fechado por soma e multiplicagao e satisfaz a
condicdo de tricotomia®. Em particular, podemos introduzir em R uma ordem que o torna
um corpo ordenado.

® Mostre que qualquer subconjunto nao-vazio limitado superiormente de R tem supremo.
(Dica: Se X é um conjunto limitado superiormente de cortes, entdo sup X = Jsex A.) Con-
clua que R é completo.

@ Dado r € Q, podemos considerar o corte C, = (—oo, 7). Mostre que a aplicacdo Q 3 r— C; €
R é um homomorfismo crescente de corpos ordenados. Isso nos permite considerar Q c R.

Seguindo o roteiro abaixo, mostre que dado qualquer corpo ordenado completo K existe
um isomorfismo ¢ : R — K, i.e., um homomorfismo crescente bijetor. Assim, podemos
dizer, num sentido bastante estrito, que R é o iinico corpo ordenado completo.

% Construa um homomorfismo crescente f: Q — R.

% Estenda fa f:R— K pondo f(a) = SUPy<q, xeq J (%) =infys4, xeq f(y). Mostre que fé
bem-definida.

% Mostre que f é um homomorfismo crescente de grupos.

% Conclua que f é sobrejetora. (A imagem de f é um intervalo contendo o conjunto
ilimitado f(2).)

28. Sejam X c Rndo-vazio e f: X — R uma fung¢do. Definimos sup f =sup f(X) einf f =inf f(X); f
é dita limitada se —oo < inf f < sup f < oco.
(@) Mostre queinf f +infg <inf(f + g) <sup(f +g) <sup f +supg.
(b) Mostre que (inf f)(infg) <inf(f - g) < sup(f-g) < (sup f)(sup g).
(c) Encontre situacdes em que as desigualdades acima sao estritas.

29. Neste exercicio, mostraremos a existéncia de raizes n-ésimas em R. Para tanto, fixemos a>0e
n um inteiro positivo.

3Isso significa que, para qualquer corte A, ou A>0,ou A=00ou A<0.



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

® Mostre que o conjunto X ={xeR: x> 0e x" < a} é limitado.

@ Dado x € X, encontre C > 0 dependendo de n e x tal que (x +¢)" < x" + Ce para todo
€€ (0,1).

@ Mostre que X nao tem elemento maximo.

@ Use o exercicio (8) para mostrar que se y" >ae0<¢e < y, entdo (y—&)"* > y" —ny" le.
Concluaque o conjunto Y ={yeR: y>0e y" > a} ndo tem elemento minimo.

® Seja b = sup X. Mostre que b é o tinico nimero real positivo tal que b" = a. b é chamado
de raiz n-ésima de a e denotado por V/a.

® Mostre que se n é impar e a € R é qualquer, entdo existe b € R tal que b" = a. b é inico em
Rsea<0.

@ Mostre que a funcdo [ : [0,00) — [0,00) dada por f(x) = ¥/x é uma bije¢do crescente. Mos-

tre que va™ = (Va)™.
Mostre que /Xy < % para quaisquer x, y > 0.
Mostre que se m, n > 1 sdo inteiros tais que m # k" para todo k € N entdo {/m é irracional.
Sejam m, n inteiros positivos tais que /m, /n ¢ Q. Mostre que vm+v/n ¢ Q.
Mostre que v/'2v/17+v/8 é irracional.
Assinale Vou F:

@ O produto de dois ntimeros irracionais é sempre irracional.
@ A soma de dois nimeros irracionais é sempre irracional.
@ A soma de dois nimeros irracionais positivos é sempre irracional.

Dados k > 1 inteiro e x > 0, seja a; o maior inteiro menor ou igual a x. Supondo definidos
ai,...,a, definimos a,;; como o maior inteiro com a propriedade que
a a, a
2 n n+1 <

al+ﬁ+“.+ﬁ+k”+l <

® Mostre que 0 < a, < k, para todo n > 0.
@ Explique geometricamente como obter os nimeros ay, a, ay, ...
@ Mostre que

ap ay 1
05x—(a1+ﬁ+...+ﬁ)<ﬁ,

para todo n > 0. Conclua que x = sup{a; + % +...+ % : n € N}. A sequéncia de inteiros
(apayay ...) é chamada de expansdo de x na base k.

Neste exercicio, descreveremos a potenciacdo com expoentes fraciondrios e reais. Dados a > 0
e m, n inteiros positivos, definimos a'/” = {/a e a™'" = {/a™ = ({/a)™.

(@) Ser=m/ne@Qcom m,n >0 inteiros, podemos definir a” = a™". Mostre que esta é uma
boa definicao, i.e., independe da representacao de r. Estenda esta definicao para r <0.

(b) Mostre que a"**=a"a’ e a’*s = a" a’, para quaisquer r, s € Q.



(c) Mostre que (ab)" = a” b" para quaisquer b>0er € Q.
(d) Provequel<a<bseesosea’ <b" paraqualquerre@,r>0.
(e) Admitindo que a> 1, proveque r <sseesbésea’ <a’.

(f) Dado x € R qualquer, definimos
a*=supi{a’ :reQ,r<ux}.

A funcao R 3 x — a”* € R é chamada de exponencial de base a. Mostre que a funcao expo-
nencial de base a estende a fungdao Q 3 r — a’ € Rdefinida anteriormente e tem as mesmas
propriedades que esta.

(g) Mostre que a exponencial de base a é uma funcao R — (0,00) crescente positiva e sobreje-
tora. Sendo assim, admite uma inversa, chamada de logaritmo na base a e denotada por
(0,00) 3 x — log, x € R. Estude as propriedades do logaritmo na base a anédlogas aquelas
da fungdo exponencial. Mostre que log,, : (0,00) — R € uma bijecao crescente.

37. Um subconjunto G c R chama-se subgrupo aditivo se for fechado em relacdo a operacao de
soma. Seja G+ = GN (0,00), e assumamos que G # @.
@ SeinfGy =0, mostre que G é denso em R.
@ SeinfG; =a>0, mostreque G ={na: neZ}.
@ Mostre que para qualquer a ¢ Q, o conjunto formado pelos nimeros da forma m+ na com
m,n € Z é denso em R.

38. Prove as afirmacdes a seguir:

@® O intervalo [0,1] é ndo-enumeravel.

@ O intervalo (0,1) é ndo-enumeravel.

@ R énao-enumeravel.

@ Qualquer um dos intervalos (a, b], [a, b), (a, b) € [a, b], com a < b, é ndo-enumeravel.
® O complemento de qualquer conjunto enumeravel é denso.

® O conjunto R\ Q formado pelos nlimeros irracionais é ndo-enumeravel.

39. Mostre que f:R — (-1,1) dada por f(x) = > € uma bijecao e calcule sua inversa. Use f
1+x

para construir uma bijecdo entre R e um intervalo (a, b) qualquer, com a < b.



Parte 2

v¢ Sequéncias de nimeros reais

1. Calcule lim,_, x, para cada sequéncia {x,} a seguir, justificando suas respostas:

O @) x = (1+4)!" () xn = Vni 42011735
4) x, =2 (5) X = r2rem (6) x, = Va" +b"

(7) xp = V/nl (8) xp = (9) ity = St

0 x, = ()" anx=E9)"3)"  02xn-4

(13) x, = na™, acR (14) x, =n(Vn2+1-n) (15) x,, = (’:,;En

2. Prove as afirmacoes abaixo a respeito de um par de sequéncias {x,},{y,} de nimeros reais:

)
@

® Q @ @ ® @

® ®

lim,, .o, X, = a se e s6 se limy_., X, = a para qualquer subsequéncia {xy, } .
Selim, .o x, = aelim,_.(x, + y,) =centdo lim,_.. y, =c—a.

Se lim,,—.oo X, = a € lim;_o ;—Z =c#0entdo lim, .o yn = ¢.
Selim,.x,=a#0elim,_..Xx,y, =centdo lim, .y, = %
Se lim,—.oo X, = a >0 e k € N é fixado, entdo lim,_., &%, = v/a. Se k é impar, mostre que
o resultado vale também para a > 0.

Selim,;, .o X, =a>0ereQ éfixado, entdao lim, ., x," =a’.

lim,, oo X, =0seesdselim,;, . |x,| =0.

Se lim,,_.», X, > a entdo existe N € N tal que x,, > a paratodo n = N.

Se existem lim,—.o, X, €lim,—.oo Y € X5 < ¥, paratodo n = N entdo lim,,—.oo X, < limj,—co Vn-

Se {x,} é limitada e lim;_, ¥, = 0 entdo lim; ., X, y, = 0.

3. (Exercicio (9) dalista (1) revisitado) Mostre que as seguintes afirmac¢des sao equivalentes em um
corpo ordenado K:

)
@
®
@

N c K é ilimitado;
limn_,oo% =0;
Se0< a<1entaolim,_ ., a" =0;

Se a> 1 entdo lim,,_., a” = +oc;

4. Mostre que se uma sequéncia de Cauchy tem uma subsequéncia que converge para a entdo a
sequéncia converge para a.

5. Mostre que se uma sequéncia mondtona tem uma subsequéncia que converge para a entdo a
sequéncia converge para a.

Sejam x; =1e xy41 =v2x,, n=1.
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10.

11.

12.

@ Mostre que x, <2 para todo n € N.
@ Mostre que {x,} é crescente.

@ Conclua que existe a = lim,,_.o, X, € calcule a.
Sejamx;=lexyy1=1+/x,, n=1.

@® Mostre que {x,} € limitada .
@ Mostre que {x,} é crescente.

@ Conclua que existe a = lim,_., X, € calcule a.

Sejam x; =1e xu41 =1+ xin, n = 1. Mostre que |X;4+2 — Xp+1] < %ler_l — Xpl, para todo n € N.
Conclua que existe a = lim,_., X, € calcule a.

Seja {x,} uma sequéncia limitada e considere os nimeros
a=sup{xeR: x éponto de aderéncia de {x,}},

b =lim,_ by, onde b, =supi{x; : j=zntec=infixeR: {neN: x;, > x} é finito}.

Mostre que os numeros a, b, ¢ sao bem definidos e a = b = c. Este valor comum é chamado de
limsup,,_. ., X,. Prove uma afirmacao anéloga para liminf,,_., x,.

Seja {x,} uma sequéncia de nameros reais.

@ Selimsup,,_,, % < 1entao lim,_ x, =0.
n

@ Selimsup,,_., % > 1 entdo lim;_.o | x| = +00.
n

[Xn+1l —
[ 7]

® Selimsup,,_, 1 entdo nada se pode afirmar, em geral.

Sejam {x,} e {y,} sequéncias limitadas. Verifique as seguintes afirmacdes:

@ limsup,,_ (X, + y,) <limsup,,_.., x, +imsup,,_.., Vn;
liminf,, .o (x, + y,) < liminf,_ x, + liminf,_ . y,;

limsup,,_, ., (=x,) = —liminf, . x,;

® ©® O

limsup,,_, ., (x,¥») < (limsup,,_, ., x,)(limsup,,_., ¥»), se x, =0 e y, = 0 para todo n sufici-
entemente grande;

@

liminf, . (x,y,) = (limsup,,_.., x,) limsup,,_. .. ¥»), se x, = 0 e y, = 0 para todo n sufici-
entemente grande.

©)

Encontre situa¢des nas quais as desigualdades acima sdo estritas.

@ Se existe N € N tal que x, < y, para todo n = N, entdo limsup,,_.., X, < limsup,,_.., ¥ €
liminf, . x, <liminf,,_ . y,.

Dada uma sequéncia {x,}, um termo x; chama-se termo destacado de {x,} se x; = x, para todo
n = k e consideremos o conjunto K = {k € N : x3 € um termo destacado} = {k; < k» <...}.

@ Se K € infinito, mostre que a subequéncia {Xk;} jen € nd0-crescente.
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@ Se K é finito, mostre que {x,} possui uma subsequéncia crescente.
@ Conclua que qualquer sequéncia limitada possui uma subsequéncia mondétona.

@ Prove, a partir das afirmacoes acima, que toda sequéncia limitada de nameros reais possui
uma subsequéncia convergente.

13. Neste problema vamos dar outra prova do fato que toda sequéncia limitada de niimeros reais
tem subsequéncia convergente. Para isso, seja {x,} uma sequéncia limitada de nimeros reais.

@ Seja M > 0 tal que —M < x,, < M, para todo n € N e considere o conjunto X = {x e R :
X < x;, para uma infinidade de n € N}. Mostre que a = sup X existe e o < M.

@ Mostre que para qualquer ¢ > 0 existe uma infinidade de n e N taisque ¢ —e < x, < @ + €.

@ Conclua que a é valor de aderéncia de {x,}; em particular, existe uma subsequéncia {Xn;}jen
tal que lim; ., Xp; = a.

14. Neste problema, vamos usar o método da caga ao ledo para provar o resultado ja provado no
exercicio anterior. Seja {x,} uma sequéncia limitada.

@ Nao hd perda de generalidade em supor que 0 < x,, < 1, para todo n € N.

@ Escreva Jy = [0,1] como reunido I; U I, de dois intervalos fechados de comprimento %
Mostre que para algum destes dois intervalos I é verdade que {j € N : x; € I} € infinito.
Chame tal intervalo de J;.

@ Prosseguindo indutivamente, obtemos intervalos fechados [0,1]12 J; 2 J» 2 ...Jr 2... de

comprimento zik, tais que {j € N : x; € Ji} € infinito, para todo k € N.

@ Mostre que existe um tnico ponto a € (52, J», 0 qual € limite de uma subsequéncia de
{xn}.

15. Mostre que as seguintes afirmacoes sdo equivalentes a respeito de uma sequéncia {x,} de nua-
meros reais:

(a) Existelim;,_o, X, = a;
(b) limsup,,_,., X, =liminf, .. x, = a.

1

W,nel\l.

s . N . n
16. Neste exercicio, vamos estudar as sequéncias x, = (1 + %) eyn=1+ % + % +...+
@ Mostre por inducdo que n! = 2""! para todo n = 1 e conclua que existe b = lim,,_.o. y,, €
2=<b=3.

@ Use o binémio de Newton para provar que

1 nn-1)1 nn-1...2-11
l+n—"——M—+ .+ ——
n 2l n? n! n"

o [ A

Conclua que {x,} € uma sequéncia crescente e x,, < y, para cada n = 1. Em particular,
existe lim,,_. X, = a. Observe que a < b.

Xn

12



17

18

19

20

21

22

23

. Sejamx, =(1-1)"ey,=(1+-1

® Dado € >0, seja N € N tal que b—£<yN:1+%+%+...+ﬁ. Logo, para qualquer n= N,

1 1 1 1 2 1 1 2 p—-1
Xp > 1+l+=[1-=|+=[1-=|[1-=|+..+=|1-—|[1-=]...[1-—].
2! NJ 3! N N N! N N N
Fazendo n — oo na desigualdade acima, mostre que a = b, portanto, a = b. Este numero é
denotado por e.

. Uma argumentac¢ao semelhante aquela feita no exercicio anterior pode ser feita com as sequén-
. n 2 n . .
clas x, = (1+%)" ey, =1+ + 35 +...+ %, neN, onde x > 0 é um nimero real fixado. Mostre
que lim;,_., x,, e lim,_, y, existem e sdo iguais.

1

n+1
) L

] , n € N. Mostre que x,y, — 1 e conclua que x, —

. Mostre que lim,, . (1 +£)" = ¢ paratodo r € Q.

. Dado a > 0, considere a sequéncia x,, = {/a, n € N.

@ Se a> 1, mostre que {x,} é decrescente; caso 0 < a < 1, mostre que {x,} é crescente.
@ Mostre que {x,} é limitada.

@ Usando o fato que xgn = X, calcule o valor de lim,,_. o, x;.

. Considere a sequéncia y, = {/n, ne€N.

@ Mostre que {y,} é limitada e decrescente.

@ Considerando a sequéncia x, = V2, n € N, analisada no exercicio anterior, mostre que
y%n = x%nyn, para todo n € N. Calcule o valor de lim,—. oo X5,.

. Seja {x,} uma sequéncia para a qual existe um namero A € (0, 1) tal que

[Xn+2 — Xn41l < AXps1 — Xnl,

para todo n € N. Mostre que {x,} € uma sequéncia de Cauchy.

. Seja a > 0 e considere a sequéncia {x,} definida por x; = ¢ > 0, x4 = %(xn + xi), neN. A
n
constante c é escolhida arbitrariamente.

1
@ Mostre que paratodo x>0, 5 (x+4) >, /4.

@ Pelo item anterior, x, > \/g, portanto, 5—% - <1, para todo n eN.

? 2XpXn+
@ Mostre que |X,+2 — Xp41l < %Ian — Xpl, para todo n € N.

@ Use o exercicio anterior para mostrar que existe lim, ., x,. Calcule este valor.

24. Neste exercicio, vamos definir a funcao exponencial e o logaritmo natural.

® Dado x € R, definimos
e* =supfe’ :reqQ, r<xj.

Mostre que esta definicdo faz sentido e que se x < y entdo e* < e, para todos x,y € R. A
funcao R > x — e* € (0,00) é chamada de funcdo exponencial (de base e).

13



@ Mostre que se {r,} € uma sequéncia crescente de racionais tal que lim,_., r, = x entdo
lim,,_., e = e*, para todo x € R. Use este fato para mostrar que e*™7 = e*e¥ e " = (¢¥)"
paratodos x,yeRereQ.

@ Mostre que lim;,_., e = +ocoelim;,_.,, e " =0.

@ Usando o teorema do valor intermedidrio (que serd visto em breve), concluimos que a
funcdo exponencial é sobrejetora, logo, admite uma inversa, a qual é denotada por log :
(0,00) — R. A funcao log é chamada de logaritmo natural e também denotada, as vezes,
por In.

® Mostre que log1 =0, log(xy) =logx+logy e log(f) =logx—logy para todos x,y > 0.

® Mostre que log(x") = rlogx, paratodos x>0er € Q.

@ Mostre que x < y implica logx <logy.

Mostre que lim,,—.10g 72 = +00 € lim oo log (4 ) = —co.

@ Use o binomio de Newton para mostrar que dados quaisquer a € R, e k € N, temos

ean
lim — = +o0.
n—oo nk

Em particular, dado k € N existe A > 0 tal que An* < e®", para todo n e N.

©® Mostre que dado qualquer 7 € Q, r > 0, existe C > 0 tal que logn < Cn". Em particular,

) 1
lim,—.oo —5~ = 0 para qualquer r € @, r > 0.

25. Vamos usar o exercicio anterior para definir poténcias com expoentes reais quaisquer.
Para passarmos a uma base qualquer a > 0, observamos que a = €'°$%, o que nos incentiva a
definir a fungdo exponencial na base a por

a* = exloga ’

para qualquer x € R. A funcao exponencial na base a tem propriedades bastante semelhantes
as da funcao exponencial natural. Mostre que:

® a’=1,a""V =a*-a’ e (a*)? = a"¥ para x,yeR;
@ A aplicacdao x — a* é uma bijecdo crescente entre R e (0,00) se a > 1 e decrescente se
O<ax<l

@ A inversa da funcao exponencial na base a é chamada de logaritmo na base a, denotada
por log,. Assim, a* = y se e s6 se log,y = x, para quaisquer y > 0 e x € R. Mostre que
log,1=0,log,(xy) =log,x+log,yelog,(x") =r-log,x paratodos x,y >0erecQ.

@ Mostre que log,(x”) = ylog, x paratodos x>0e y€R.

logx
loga*

® Mostre que log, x =

14



Parte 3

¢ Séries de niumeros reais

1. Verifique se as séries abaixo convergem, justificando suas respostas:

X 1(::33 (2) X2 1(an),,,;»o (3) X liién (4) oo, (241)"
5) XL e "n! 6) X, & (7) X5 lm 8) X9 1(\/1+n - n)
(Zn) 00 3" 2 Vn+2
(9) Zn 1 p2n (IO)Z (]-]-) Zn 1n1+1/n (]-2) Zn 1\/—\/n3—
2
(13) ¥52, 5" (15)" 14) X5 1},j’,;%’e’z,wo (15) X907, Gogmp P> 0 (16) ¥, %2 >0

2. (Critério de comparacdo no limite) Sejam Y7, x,, € Y77 | ¥, séries de niimeros reais e

- [ X7
a =limsup

€ [0, +o0].

® Se0< a<+ooentdo Y7, x, converge absolutamente se e s6 se Y5, y,, converge absolu-
tamente.

@ Sea=0e}?", y, converge absolutamente entdo Y ", x, converge absolutamente.
® Sea=+ooe ), |y,l diverge entdao } 7, |x,| diverge.

@ Use este resultado para analisar as séries abaixo:

\/n7+3n3 2
B 2= Vi

(ii) Zn l(nlogn)l” p>0

(i) X5, &, a,p >0

e} Xn e e’}
n=1 1+x, n=1 1

3. Mostre que se }.7” | x, converge absolutamente entdo .77 x,21,
convergem absolutamente.

4. Seja ) %” , x, uma série de termos positivos. Mostre que

. . oXn+l .. . . Xn+1
liminf <liminf {/x, <limsup ¥/x, <limsup
n—oo  Xp n—0co n—oo n—oo Xp

Em particular, se existe lim;_. x;: entdo também existe lim,_., {/Xx, e ambos sdo iguais.

5. Use o exercicio anterior para calcular:

1) limy—oo %

(i) limp—oo = ¥/(n+D(n+2)-...-2n)

vy 1 21)!
(iii) limj—oo \ (n_"?
6. Suponha que lim,,_.., X, = a.

X1+.+X, _ a

® Mostre que lim—.oo ==
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@ Se x,, > 0 para todo n € N, mostre que lim,,_.o, {/X1 ... X, = a. Conclua, em particular, que
se existe o limite lim,,_. o x;f entdo existe lim,,_. o /X,.

7. (Critério de condensacao de Cauchy) Seja {x,} uma sequéncia mondtona decrescente de niime-
ros positivos. Mostre que }.9” , x, é convergente se e s6 se 3.7” , 2" xon 0 €.

8. Use o exercicio anterior para analisar as séries abaixo:

@ ¥, n,,, p>0
@ Y> ,nPlogn)?, p,geR
1
©) zn 1 nlognloglogn
9. Neste exercicio, estudaremos o crescimento das somas parciais da série harmoénica. Pressupo-

remos conhecimento elementar da integral de Riemann.

® Do célculo I, sabemos que logx = fl t , para qualquer x > 0. Interpretando a integral
como area abaixo do grafico, mostre que

1 1
l+-+...+—<1+logn,
2 n

paratodo n = 2.

@ Mostre que log10 < 12 e conclua que para qualquer m € N,

Isso mostra que, embora a série harmonica seja divergente, suas somas parciais crescem
muito lentamente. (Por exemplo, 1+ 3 +... + T5igy < 2401.)

@ Considere a sequéncia x, =1+ % +...+ % —logn, n = 1. Mostre que {x,} é uma sequéncia

decrescente limitada inferiormente. O nimero

411m1+1+ +1 logn
Y= 5t t g

n—oo

é chamado de constante de Euler-Mascheroni.

10. Se p é um polinémio de grau maior que 1 entdo Y °

1
n=1p(n converge.

11. Seja Y97, yn» uma série divergente de termos positivos e x, > 0 tais que =2 ”“ > y 2+l para todo n
suficientemente grande. Mostre que Y5 ; x, também é divergente.

12. Dada uma série Y97 | Xy, seja x;;, = max{x,,0} e x;, = max{—x,,0}, n € N. As séries I 1x e
o21%, sdo chamadas de parte positiva e parte negativa da série }.0° | x,.

® Mostre que x; =0, x;, =0e x, = X;, — X;, e |x,| = x;, + x;,, para todo n e N.
oo 4 s 5 0 4+ _ V00 -
@ Mostre que se Y92, x, € condicionalmente convergente entdo Y 52 | x;; =Y., X, = +oo0.

@ Mostre que se Y0 | x,, = Y5, X,, = +00 entdo Y 5° ; x, ndo pode ser absolutamente con-
vergente.
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@ Mostre que ).}, x, € absolutamente convergente se e s6 se Y7, X e Y9 X, 0sdo e

(e ) _ 00 + _ y oo -
n:lxn_ n:lxn n:lxn'

13. Sejam Y07, x,, e Y97 | ¥ séries de niimeros reais.
® Mostre que se Y5, x, converge e x, = 0 para todo n € N entdo Y5, /X, X1 converge.
(e9) o0 3
@ Encontre um exemplo em que > ; X, converge mas Y >, /X, diverge.
® Mostre que se Y22, x4 e Y0 | 4 convergem entdo Y. | x, ), converge absolutamente e

0 o 1/2 / 0o 1/2
Y ol (X ) (S)
n=1

n=1 n=1

0o 2 00 2 5 0o 2
@ Mostre quese Y77 | x;, € .77 | y,, convergem entao ;7 , (x, + y,)~ converge e

00 1/2 foe] 1/2 00 1/2
(Zeer?] =(Z) (1A
n=1

n=1 n=1
14. Seja Y37, x, uma série e ¢ : N — N uma funcdo bijetora.
@ Encontre uma série convergente }.7” | y, e uma bijecdo ¢ : N — N tais que Y77, Yo ndo
seja convergente.
@ Se x, > 0 para todo n € N, mostre que ¥ | x, =sup{>N_ x,: NeN}.
@ Mostre que se Y77, X, € absolutamente convergente entao Y.07 | Xpn) 0 € € Y57, Xp(n) =

o0
n=1%n-

15. Seja {u,} uma sequéncia de nimeros positivos e definamos p;,, = uy -...- u,, n = 1. Quando a
sequéncia {p,} for converge para um nimero diferente de zero, dizemos que o produto infinito

[15., un é convergente, e o valor de [[7”, u, €, por definicdo, lim; .o py.

@ Mostre que [[32, (1 £ 1) sao divergentes.
Mostre que se ]'[‘,’f’:1 u, converge entao x, — 0.

Mostre que [[52, u, converge se e s6 se }.0” , loga, converge.

® ©® ©

(Critério de Cauchy para produtos infinitos) Mostre que [[7, u, converge para um nu-
mero # 0 se e s6 se dado € > 0 existe N € N tal que para qualquer k > 0 tem-se

IuNuN+1-...-uN+k—1|<£.

® Use a desigualdade 1+ x < e*, vélida para todo x € R, para mostrar que se x, > 0 para todo
neN, entdo [[52, (1 + x,) converge se e s0 se ). | X, converge.

® Verifique se os produtos infinitos abaixo sdo convergentes:
: 00 2
L Hn=1 (1 - n(n+1))
" 54702
i. TI52, (1 - ”;%)

3
oo [n3-1
iii. anl(ngﬂ)

17



. 7,6
iv. T (n +n n+4)

n=1\ n’+3n%-1
2
n“+3n—1

v. 152 1( 20241 )

@ Mostre (ou, pelo menos, convenca-se!) que para qualquer s > 1 temos

onde 2 = p; < 3 =p2<5=p3<...denota a sequéncia dos inteiros primos. (Dica: Faca

Py =1L, 1= p*s e escreva cada fator ;,s como soma de uma série geométrica. Mostre
k

que0<Y%® L -p,< %"zmmparatodomel\l.)

16. Sejam Y07 | x, € 397 | yn séries de nimeros reais. O produto de Cauchyde ¥.5° jx, e Y5 yn€a
série 30", z, cujo termo geral € z,, = Zj:o XjYn-j, paracada n=0.

@ Mostre que o produto de Cauchy da série 307 \/__ por si mesma é uma série divergente.*
@ Mostre que se Y97 X, € Y77, ¥y sd0 absolutamente convergentes entao o seu produto de
Cauchy é convergente.

17. Sejam } 9 ; x, uma série absolutamente convergente e .9° ) y, uma série convergente. Neste
exercicio, vamos provar o resultado originalmente devido a E Mertens que diz que o produto de
Cauchy }' 77 1z, de Y77, x,, por Y97, yn € convergente.

@ Sejam An =Y7_yxj, Bn=X_yyje Cn=L}_;2j, n=0. Mostre que
n n
Ch=) Bjxy_j=) (Bj—B)xy_j+BA,
j=0 j=0

para cada n = 0.

@ Usando a expressado acima e o fato que Y.}, x, converge absolutamente, mostre que {C,}
converge para AB.

18. Verifique se as séries abaixo convergem absolutamente, condicionalmente ou divergem:

(DX 1((n+1)1)r7+1 2) X5 1(1+n2)p,p>0 B) X%, # 4) X, (- 1)n1(:1gpn’ >0
B X2, (D" nle™ (B I o PO (DX (- D" YE(8) X0, (— 1) Zkelen.
v« Topologia da reta

19. Sejam X, Y c R conjuntos abertos. Mostre que

® XnYeXuUY sao abertos;
@ X +Y éaberto;
® X-Y éaberto;

4Dica: Mostre que o termo geral z,, da série produto é uma soma de n + 1 parcelas que excedem, em médulo, 1/n+ 1.
Em particular, |z,| = 1 para todo n € N.

18



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

@ Int(XnY)=IntXnNnIntY elnt(XuY) DIntXUfY;

Prove os itens (1), (2) e (3) do exercicio anterior substituindo a palavra abertos por fechados. O
item (4) é verdadeiro se substituirmos interior por fecho?

Mostre que as afirmagdes abaixo sdo equivalentes a respeito de um subconjunto ndo-vazio X c
R:

@ X élimitado;
@ Todo subconjunto infinito de X possui ponto de acumulacdo em R.

® Toda sequéncia em X possui subsequéncia convergente.

Se X é limitado superiormente, mostre que sup X é o maior ponto de acumulacao de X. Analo-
gamente para o infimo.

Mostre que Q e R\ @ sdo densos em R.

O comprimento de um intervalo limitado I é definido por ¢(I) = sup I —inf/. Caso I seja ilimi-
tado, escrevemos ¢(I) = co.

@ Mostre que ¢(IU]) < ¢(I)+¢(]), podendo ocorrer a desigualdade estrita.

@ Se {I1})1ep € uma familia de intervalos, tais que [a, b] € Upep I) entdo existem A4,...,1, € A
tais que I U;?Zl Iy e /() < Z;?Zl Z(I;L].).

Mostre que a intersec¢do de uma familia qualquer de compactos é compacta e a reuniao de uma
familia finita de compactos é compacta.
Y¢ Limites e continuidade
Mostre que as funcdes abaixo sdo continuas em seu dominio:
@ fx)=¥x,n>1,x>0;
@ f(x)= %, p, q polinomios em R, com g ndo-identicamente nulo;
® flx)=e%
@ f(x)=logx;
® f(x)=a'eg(x)=log,x,paraa>0,a#1

Seja f : I — R uma fun¢do mond6tona, com I c R um intervalo.

@® Mostre que sempre existem os limites laterais lim,_. .+ f(x) para qualquer a € I.

@ Mostre que o conjunto de pontos de descontinuidade de f é um subconjunto enumerdvel
de I.
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Parte 4 - COLETANEA
GRUPO 1
1. Seja {x,} uma sequéncia limitada e considere os nimeros
a=sup{xeR: x éponto de aderéncia de {x,}},

b =lim;_, by, onde b, =supi{x; : j=ntec=infixeR: {neN: x;, > x} é finito}.
Mostre que os numeros a, b, ¢ sao bem definidos e a = b = c¢. Este valor comum é chamado de

limsup,,_, ., x,. Prove uma afirmacao analoga para liminf,, ., x,.

2. Dada uma sequéncia {x,}, um termo x; chama-se termo destacado de {x,} se x; = x,, para todo
n = k e consideremos o conjunto K = {k € N : x; é um termo destacado} = {k; < k» <...}.

@ Se K é€ infinito, mostre que a subequéncia {xk;} jen € nd0-crescente.
@ Se K é finito, mostre que {x,} possui uma subsequéncia crescente.
@ Conclua que qualquer sequéncia limitada possui uma subsequéncia monétona.

@ Prove, a partir das afirmacdes acima, que toda sequéncia limitada de nameros reais possui
uma subsequéncia convergente.

3. Neste problema vamos dar outra prova do fato que toda sequéncia limitada de nimeros reais
tem subsequéncia convergente. Para isso, seja {x,} uma sequéncia limitada de nimeros reais.

® Seja M > 0 tal que —M < x, < M, para todo n € N e considere o conjunto X = {x € R :
X < x, para uma infinidade de n € N}. Mostre que a@ = sup X é finitoe a < M.

@ Mostre que para qualquer € > 0 existe uma infinidade de n e Ntaisque a —e < x, < @ + €.
@ Conclua que a é valor de aderéncia de {x,}; em particular, existe uma subsequéncia {Xn;}jen

tal que lim; . Xp; = a.

4. (Critério de condensacao de Cauchy) Seja {x,} uma sequéncia monétona decrescente de niime-
ros positivos. Mostre que .9 | x,, € convergente se e s6 se Y., 2 xon 0 é. Use este critério para
analisar a convergéncia das séries abaixo:

© X35 P>0
@ Y%, nPlogn)?, p,geR
@ Zoo 1

n=1 nlognloglogn

5. (Critério de Raabe) Seja {x,} uma sequéncia de nimeros ndao-nulos e

a =limsupn (1 - Ix"“') , B= liminfn(l _

[Xn+1 I)
n—oo [ x5 n—oo ’

[ X5l

Mostre que se § > 1, asérie }.7” | x, € absolutamente convergente e se @ < 1, a série }.” , x, ndo
é absolutamente convergente.
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10.

. Analise a convergéncia da série

i (a+1D(a+2)...(a+n)
2 (b+1)(b+2)...(b+n)’

onde a, b sao nimeros positivos.

. Neste exercicio, estudaremos o crescimento das somas parciais da série harmonica. Pressupo-

remos conhecimento elementar da integral de Riemann.

@ Do célculo I, sabemos que logx = flx%,

como area abaixo do grafico, mostre que

para qualquer x > 0. Interpretando a integral

1 1
l+-+...+—<1+logn,
2 n

para todo n = 2.

@ Mostre que log10 < %2 e conclua que para qualquer m e N,

1 1 12m
1+ -+ +—=<1+—.
2 10™ 5

Isso mostra que, embora a série harmonica seja divergente, suas somas parciais crescem
muito lentamente. (Por exemplo, 1+ % +...+ W <2401.)

@ Considere a sequéncia x, =1+ % +...+ % —logn, n = 1. Mostre que {x,} € uma sequéncia
decrescente limitada inferiormente. O nimero

n—oo

1 1
=lim1+-+...+4—-logn
Y 5 n g
é chamado de constante de Euler-Mascheroni.
Seja f : R — R uma funcdo com as seguintes propriedades:

@ f é uniformemente continua em R;

@ Existem A, ¢ > 0 tais que | f(x)| > |x| + ¢ para todo x € R tal que |x| = A.

Mostre que a fung¢do g(x) = y/|x+ f(x)| também é uniformemente continua em R.

Seja f : (0,00) — R uma funcao continua nao-identicamente nula tal que f(xy) = f(x) + f(y),
para todos x, y > 0. Mostre que existe a > 0 tal que f(x) =log,(x), para todo x > 0.

Sejam f, g : R — R fun¢des uniformemente continuas.

@® Mostre que f + g é uniformemente continua.
@ Mostre que f v g =max{f, g} e f A g =min{f, g} sdo uniformemente continuas.
@ Assumindo que f e g sdo limitadas, mostre que f'g é uniformemente continua.

@ Encontre funcdes f, g uniformemente continuas tais que fg ndo é uniformemente conti-
nua.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Seja f: R — R tal que lim|y— f(x) = +00. Mostre que existe a € R tal que f(a) < f(x), para todo
xeR.

Seja f : (a, b) — R uniformemente continua. Mostre que existem lim,._, ,+ f(x) e lim,_ ;- f(x).

Seja f : [a,b] — R continua. Dado € > 0 existem a = xp < x; < ... < Xy = b tais que, se x,y €
[x;—1,x;] paraalgum i, entdo | f(x) — f(y)| <e.

Uma funcdo g: [a, b] — R é dita uma funcdo escada se existem a = xy < x1 <...< Xy = b tais que
a restricao de g a cada subintervalo (x;_1, x;) é constante. Se f : [a, b] — R é continua, entdo,
dado € > 0, mostre que existe uma funcao escada g : [a, b] — R tal que | f (x) — g(x)| < € para todo
X € [a,b).

Seja K c R um conjunto compacto. Mostre que dada uma cobertura aberta K c yep Uy de K,
existe 0 >0 tal que se x,y € K e |[x— y| < 0, entdo existe A € A tal que x,y € Uy. O niimero 6 é
chamado de niimero de Lebesgue da cobertura.

Seja I c R um intervalo qualquer e f: I — R uma funcdo crescente continua. Mostre que f(I) é
um intervalo e que a funcéo inversa f~!: f(I) — I é continua.

Mostre que as seguintes afirmacoes a respeito de uma fung¢ao f : R — R sdo equivalentes:

@ lirnx—>+oo |f(x)| = liInx—»—oo |f(x)| = +00.
@ Se {x,} é uma sequéncia tal que |x,| — +oo, entao | f(x,)| — +oo.

® Se K é compacto entao f(K) é compacto.

Uma funcao satisfazendo qualquer uma das relagdes acima é chamada de prépria. Mostre que
se f é uma bijecdo prépria entdo f~! é continua.

Seja f: [a, b] — R diferenciavel e a < ¢ < d < b tais que f’(c) = f'(d) = 0. Mostre que existe no
maximo um x € (x, d) tal que f(x) =0.

Seja f : (a, b) — R diferenciével.

fx)—-f(a)

® Selimy_ 4+ f'(x) = +oo entdo limy . 4+ ==~

= +o00.

@ Se sup, . <plf'(x)| < co entdo f é uniformemente continua e existem limy_ .+ f(x) e
limy_.p- f(x).

SN M M N N N M M M M N N M M M M Y N N M M M Y Y YN M M M MY NN
GRUPO 2

Seja Y., x,, uma série e ¢ : N — N uma funcdo bijetora.
@ Encontre uma série convergente ) 7 | y, € uma bijecao ¢ : N — N tais que }.07 | ¥y(n) Dao
seja convergente.
@ Se x, > 0 para todo n € N, mostre que ¥, x, =sup{> N x,: NeN}.

@ Mostre que se Y77, X, € absolutamente convergente entao }.07 ;| Xpn) 0 € € Y57 Xp(n) =
Z(,)lozl Xn.
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21. Sejam Y77, x,, uma série absolutamente convergente e }.7° , y, uma série convergente. Neste
exercicio, vamos provar o resultado originalmente devido a E Mertens que diz que o produto de
(o,°] o0 o0 2
Cauchy Y97, z, de 377, x,, por .37 ¥n € convergente.

@ Sejam A, =X"7_oxj, Ba=X7_;yj e Cn=YL7_;2, n= 0. Mostre que

n n
Cpn=) Bjxy_j=) (Bj—B)Xxy_j+BA,
j=0 j=0

para cada n =0.

@ Usando a expressdo acima e o fato que Y9 x, converge absolutamente, mostre que {C}
converge para AB.

22. Seja {x,} uma sequéncia crescente de ntimeros positivos tal que x,, — co. O expoente de coner-
géncia de {x,} é definido por

o0
aéinf{aeR: Zx,;“<oo}.

n=1

logn

Mostre que o =limsup,,_, Togx, "
n

23. Dada uma série }.7 | x,, seja X} = max{x,,0} e x;, = max{—x,,0}, n € N. As séries Z‘,’lozlx;; e
00 o— x o . (00
>0~ X, sdo chamadas de parte positiva e parte negativa da série }.7” ; x;.

® Mostre que x;, =0, x, =0e x, = X, — X;, € |x,| = X}, + x;,, para todo n € N.

@ Mostre que se Y07 ; x, é condicionalmente convergente entdo Y.0° | x,, = > X, = +00.
@ Mostre que se Y, x;; = Y52, x;, = +oo entdo Y5, x, ndo pode ser absolutamente con-
vergente.

@ Mostre que Y9, x, é absolutamente convergente se e s6 se Y.7°, x,, € Y07, X;, 0 sdo0 e

[e] _ 00 + _ v oo -
Yty Xn = Xnly X = Xyly Xn-
24. Sejam Y77 | xp € Y77 yn Séries de numeros reais.
® Mostre que se Y07 | x,, converge e x, = 0 para todo n € N entdo Y., /X, X, 11 converge.

@ Encontre um exemplo em que }7” , x,, converge mas Y.°” | /X, diverge.

® Mostre quese Y07 x% eXor, y% convergem entdo Y 0° , X,y converge absolutamente e
00 0o 1/2 ; oo 1/2
2 2
> bl = (2 2] (23]
n=1 n=1 n=1
@ Mostre que se Y22, x4 e Y.°° | y4 convergem entdo Y. | (x, + y»)? converge e
00 1/2 00 12 [ 0o 1/2
2 2 2
( (X + yn) ) S(an) +(Zyn) .
n=1 n=1 n=1

25. Sejam Y57, x, € Y57, ¥u séries de numeros reais. O produto de Cauchyde Y57 x,e X5 yn€a

série 30", z, cujo termo geral € z,, = Z;?ZO XjYn-j, paracada n = 0.
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® Mostre que o produto de Cauchy da série 39 (_nli nl

(Dica: Mostre que o termo geral z,, da série produto é uma soma de n + 1 parcelas que
excedem, em moédulo, 1/n+1.)

por si mesma € uma série divergente.

@ Mostre que se Y7 X, € Y57, Vn Sd0 absolutamente convergentes entdo o seu produto de
Cauchy é convergente.

26. Seja f:R — R diferenciével tal que lim,_. , f’(x) = L. Mostre que:

@ limy—toolf(x+¢)— f(0)} = cL;
[ _p,

@ limx—> +00 X

27. Seja f: I — R diferencidvel. Mostre que

sup|f'(x)|= sup —If(x)—f(y)l.
xel x,y€l, x£y lx—yl

Se algum dos ntmeros acima € finito, mostre que f é uniformemente continua. Mostre que
a reciproca deste fato é falsa, exibindo uma func¢do uniformemente continua para a qual os
supremos acima sao infinitos.

28. Seja f : R — R diferencidvel com sup g |f'(x)| < co. Mostre que existe ¢ > 0 tal que a funcao
g(x) = x+ cf(x) é bijetora e tem inversa diferenciavel.

29. Sejam I c R um intervalo e f : I — R uma func¢do. Para cada x € I e € > 0 suficientemente pe-
queno, definamos M(x;¢) = sup{lf(y) —f@:yzelely—xl<glz—x|< e}. Evidentemente,
para cada x fixado, a funcdo M(x;¢e) é uma funcao crescente em ¢, logo, podemos definir a osci-
lagdo de f em x por

w(x) =infM(x;¢e) = lim M(x;¢€).
>0 e—07t

Mostre que f é continua em x se e s6 se w(x) =0.

MM N N M M M Y Y YN YN M M M Y Y M M M M M M Y M M Y M M M M MM
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GRUPO 3

30. Neste exercicio, vamos definir a funcao exponencial e o logaritmo natural. Vocé pode assumir
os resultados demonstrados nos exercicios 16 - 19 da lista 2.

® Dado x € R, definimos
e* =supfe’ : reqQ, r<xj.

Mostre que esta definicdo faz sentido e que se x < y entdo e* < e, para todos x,y € R. A
funcao R > x — e* € (0,00) é chamada de funcdo exponencial (de base e).

@ Mostre que se {r,} € uma sequéncia crescente de racionais tal que lim,_., r, = x entao
lim,_., e = e*, para todo x € R. Use este fato para mostrar que e**V = e*e¥ e ' = (e¥)"
paratodos x,yeRereQ.

@ Mostre que lim,,_.o, e" = +oo e lim;,_, e " =0.

@ Usando o teorema do valor intermedidrio (que serd visto em breve), concluimos que a
funcdo exponencial é sobrejetora, logo, admite uma inversa, a qual é denotada por log :
(0,00) — R. A funcao log é chamada de logaritmo natural e também denotada, as vezes,
por In.

® Mostre que log1 =0, log(xy) =logx+logy e log(f) =logx —logy para todos x, y > 0.

® Mostre que log(x") = rlogx, paratodos x>0er € Q.

@ Mostre que x < y implica logx <logy.

Mostre que lim,—.logn = +oo € lim, .o, log (1) = —oco.

@ Use o binémio de Newton para mostrar que dados quaisquer a € R;. e k € N, temos

an
lim — = +00.
n—oo pn

Em particular, dado k € N existe A > 0 tal que An* < e®”, para todo n € N.

Mostre que dado qualquer r € @, r > 0, existe C > 0 tal que logn < Cn’. Em particular,
lim,, oo lonﬁ =0 para qualquer r € Q, r > 0.
31. Vamos usar o exercicio anterior para definir poténcias com expoentes reais quaisquer.

Para passarmos a uma base qualquer a > 0, observamos que a = e'°8¢

definir a fungdo exponencial na base a por

, 0 que nos incentiva a

a* = exloga ’

para qualquer x € R. A funcao exponencial na base a tem propriedades bastante semelhantes
as da fun¢do exponencial natural. Mostre que:

® a’=1,a""V =a*-a’ e (a*)? = " para x,yeR;

@ A aplicacdo x — a* é uma bijecdo crescente entre R e (0,00) se a > 1 e decrescente se
O<ax<l;

@ A inversa da funcao exponencial na base a é chamada de logaritmo na base a, denotada
por log,. Assim, a* = y se e s6 se log,y = x, para quaisquer y > 0 e x € R. Mostre que
log,1=0,log,(xy) =log,x+log,yelog,(x") =r-log,x paratodos x,y >0erecqQ.
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®

Mostre que log,,(x?) = ylog, x paratodos x >0e y € R.

__logx

Mostre que log, x = loga’

32. Seja {u,} uma sequéncia de numeros positivos e definamos p, = u; -...- u,, n = 1. Quando a
sequéncia {p,} for converge para um nimero diferente de zero, dizemos que o produto infinito
[15%, un é convergente, e o valor de [, u, €, por defini¢ao, lim; .o py.

@

® ® ©

Mostre que [152, (1 + %) sdo divergentes.

Mostre que se H‘,’l":l U, converge entao x, — 0.

Mostre que [[;., u, converge se e s6 se } 7", log a, converge.

(Critério de Cauchy para produtos infinitos) Mostre que [[}7, u, converge para um nu-

mero # 0 se e s6 se dado € > 0 existe NV € N tal que para qualquer k > 0 tem-se
lununs1:...-Uns— 1| <E€.

Use a desigualdade 1+ x < e¥, vélida para todo x € R, para mostrar que se x, > 0 para todo

neN, entdo [[57, (1 £ x,) converge se e s0 se 3.7, x,, converge.

Verifique se os produtos infinitos abaixo sdo convergentes:

: 0o 2

N | ol (1_ n(n+1))
.. 5 2
i 52, (1= 252)
3.1
iii. [152, (Z3+1)

00 (n7+n6—n+4)

W =1\ "rr3n2-1
2

oo |n“+3n-1

V- l_[n=1( 2n2+1 )

Mostre que para qualquer s > 1 temos

onde 2 = p; <3 = py <5=p3 <...denota a sequéncia dos inteiros primos. (Dica: Faca

Py = HZZ—II—;IJ_S e escreva cada fator 1—;;;-8 como soma de uma série geométrica. Mostre
- k k

qQue0<Y% L —P,<¥% - paratodo meN.)

33. Uma funcdo f: X — R é dita semicontinua superiormente no ponto a € X se dado ¢ > 0 existe
0 >0tal que f(x) < f(a)+¢eparatodo x € (a,a+6) N X. f é dita semicontinua superiormente se
o for em cada ponto de X. Vamos abreviar a expressao semicontinua superiormente por scs.

@ Mostre que a soma de duas funcoes scs € scs e o produto de uma funcao scs por um niimero

nao-negativo é scs.

@ Mostre que o produto de duas func¢des scs ndo-negativas € scs.

@ A funcao caracteristica de A c R é definida como ys(x) =1sexe€ Ae ya(x) =0se x ¢ A.

Mostre que A < R é aberto se e s6 se y 4 € scs.
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@ Dados a€ X e € >0, definimos N(a;¢) = sup{f(y) ryeXn(a-ce, a+£)}. Como a funcao
N(a;e) € crescente em ¢ para cada a € X fixado, podemos definir

limsup f(x) =inf N(a;€) = lim N(a;¢).
x—a >0 e—0*t

Mostre que f € scs no ponto a se e s6 se limsup,_, , f(x) < f(a).
® Mostre que se X é compacto entdo toda funcio scs assume seu valor maximo em X.

® Defina semicontinuidade inferior e prove resultados andlogos aos anteriores neste caso.
Mostre que f é continua em a se e sO se é semicontinua superiormente e inferiormente
em a.

34. Uma fungdo f: I — R é dita convexase dados x < yem I e0<t <1, tem-se f((1-t)x+ty) <
(1-1)f(x)+tf(y). Mostre que as afirmacoes abaixo sdo equivalentes a respeito de uma funcao
de classe C?:

@ f é convexa.

@ Dados x1,...,x,€le0<1,...,t, <1tais queZ;?:1 tj= l,temosf(zyz1 tjxj) < 27:1 tif(xj).

® f"(x)=0paratodo x€ I.
Use esta caracterizacdo de funcdes convexas para provar as seguintes desigualdades:

® (Desigualdade de Young) Se a,b,a, f=0e a+ =1 entido a®bP < aa+ Bb.

~ p q
=1 entdo |xy| < (ESla % para

@ (Desigualdade de Holder) Se p, g sdo positivos e % + »

quaisquer x,y € R.

1
q
® (Desigualdade de Holder) Se x;,y;€Re p,q >0, % +

1
q

n n % n
PMESA IR DTSR DM ZIK
j=1 j=1 j=1

@ (Desigualdade de Minkowski) Se x;,y; € Re p >0 entdo

n 5o 5o »
{Z|xj+.Vj|p} S{lejlp} +{Z|J’j|p} :
]:1 ]:1 ]=1
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