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v« Sequéncias de niimeros reais

1. Calcule lim,_. X, para cada sequéncia {x,} a seguir, justificando suas respostas:

A @ x, = (1+1)"" 3) xp = VA +20117° =5
4) xp =2 (5) Xp = gr2rem (6) x, = Va" +b"
o _ _n+V2n+3 _ 3n%—n’+11n
(7) xp = V0! 8) x,= Ut Y17n8 9) x, = S S
2n—4
10 %= (320" Ay x=(329)" ()" (12) xp = 75

(13) x, = na®, acR (14) x, = n(Vn?2+1-n) (15) x,, = (’},;H"

2. Prove as afirmacdes abaixo a respeito de um par de sequéncias {x,},{y,} de niimeros reais:

)
@

@ ® @

® Q@ @

©)

lim,, .o, X, = a se e s6 se limy_., X, = a para qualquer subsequéncia {xy, } .
Selim;,_.o, x, = aelim,_o(x, + y,) = centdo lim, .. y, =c—a.
Selim,_.qo X, = a e lim,_.o, % = c# 0 entdo lim, .o y, = <.
n
C

Selim, oo Xp = a# 0 elimy_. Xy, = ¢ entdo lim, .o yn = .

Se lim,, o, X, = a>0 e k € N é fixado, entdo lim,_., X, = Va. Se k é impar, mostre que
o resultado vale também para a > 0.

Selim, .o x, =a>0ereQ éfixado, entdo lim, ... x," = a’.

lim,,_oo X, =0seesoéselim;,_|x,| =0.

Se lim,,_., X, > a entdo existe N € N tal que x,, > a para todo n = N.

Se existem lim,,_.o, X, €lim,,—.o V€ X5, < ¥y paratodo n = N entdo lim,,—.oo X, < lim,,—co Vp-

Se {x,} é limitada e lim;_., ¥, = 0 entdo lim,_., X, y, = 0.

3. (Exercicio (9) dalista (1) revisitado) Mostre que as seguintes afirmac¢des sao equivalentes em um
corpo ordenado K:

)
@
®
@

N c K é ilimitado;
. 1 .
lim,—.q - =0;
Se0< a<1entaolim,_ ., a" =0;

Se a > 1 entdo lim,_.o, a" = +oo;



10.

11.

. Mostre que se uma sequéncia de Cauchy tem uma subsequéncia que converge para a entao a

sequéncia converge para a.

. Mostre que se uma sequéncia monoétona tem uma subsequéncia que converge para a entao a

sequéncia converge para a.

Sejam x; =1e xy41 =v2x,, n=1.

@ Mostre que x, <2 para todo n € N.
@ Mostre que {x,} é crescente.

@ Conclua que existe a = lim,,_., X, € calcule a.
Sejamx;=lexyy1=1+/x,, n=1.

@® Mostre que {x,} € limitada .
@ Mostre que {x,} é crescente.
@ Conclua que existe a =lim,_., X, € calcule a.

Sejam x; =1e xu41 =1+ x—ln, n = 1. Mostre que |X;4+2 — Xp+1] < %ler_l — Xp|, para todo n € N.
Conclua que existe a = lim,_., X, € calcule a.

Seja {x,} uma sequéncia limitada e considere os niimeros
a=sup{xeR: x éponto de aderéncia de {x,}},

b =lim,_ by, onde b, =supi{x; : j=zntec=inflxeR: {neN: x;, > x} é finito}.
Mostre que os numeros a, b, ¢ sao bem definidos e a = b = c. Este valor comum é chamado de
limsup,,_. ., X,. Prove uma afirmacao anéloga para liminf,,_. x,.

Seja {x,} uma sequéncia de nameros reais.

@ Selimsup,,_,, % < 1entdo lim,_ x, =0.
n

@ Selimsup,,_., % > 1 entdo lim;_.o | x| = +00.
n

® Selimsup,,_, % = 1 entdo nada se pode afirmar, em geral.
n

Sejam {x,} e {y,} sequéncias limitadas. Verifique as seguintes afirmacdes:
@ limsup,,_ (X, + y,) <limsup,,_.., X, + imsup,,_.., ¥n;

liminf,, o (x, + yn) < liminf,,_ x, + liminf,, . y,;

limsup,,_, ., (=x,) = —liminf, . x;;

® ©® ©

limsup,,_, . (x,¥») < (limsup,,_, ., x,)(limsup,,_., ¥»), se x, =0 e y, = 0 para todo n sufici-
entemente grande;

@

liminf,, .. (x,yn) = (limsup,,_ o, x,)limsup,,_. . ¥»), se x, = 0 e y, = 0 para todo n sufici-
entemente grande.

® Encontre situagdes nas quais as desigualdades acima sao estritas.



@ Se existe N € N tal que x, < y, para todo n = N, entdo limsup,,_., x, < limsup,,_..,¥n €
liminf, . x, < liminf,,_. yx.

12. Dada uma sequéncia {x,}, um termo x; chama-se termo destacado de {x,} se x; = x, para todo
n = k e consideremos o conjunto K = {k € N : x; é um termo destacado} = {k; < k» <...}.

@ Se K € infinito, mostre que a subequéncia {xk;} jen € nd0-crescente.
@ Se K é finito, mostre que {x,} possui uma subsequéncia crescente.
@ Conclua que qualquer sequéncia limitada possui uma subsequéncia mondétona.

@ Prove, a partir das afirmacdes acima, que toda sequéncia limitada de niameros reais possui
uma subsequéncia convergente.

13. Neste problema vamos dar outra prova do fato que toda sequéncia limitada de niimeros reais
tem subsequéncia convergente. Para isso, seja {x,} uma sequéncia limitada de nimeros reais.

@ Seja M > 0 tal que —M < x,, < M, para todo n € N e considere o conjunto X = {x e R :
X < x, para uma infinidade de n € N}. Mostre que a = sup X existe e a < M.

@ Mostre que para qualquer ¢ > 0 existe uma infinidade de n e N taisque ¢ —€ < x, < @ + €.
@ Conclua que «a é valor de aderéncia de {x,}; em particular, existe uma subsequéncia {x;, HjeN

tal que lim; . Xp; = Q.

14. Neste problema, vamos usar o método da caga ao ledo para provar o resultado ja provado no
exercicio anterior. Seja {x,} uma sequéncia limitada.

@ Nao ha perda de generalidade em supor que 0 < x, < 1, para todo n € N.

@ Escreva Jy = [0,1] como reunido I; U I, de dois intervalos fechados de comprimento %
Mostre que para algum destes dois intervalos I € verdade que {j € N : x; € I} ¢ infinito.
Chame tal intervalo de J;.

@ Prosseguindo indutivamente, obtemos intervalos fechados [0,1]12 J; 2 J» 2 ...Jr 2... de

comprimento Zik, tais que {j € N : x; € Ji} € infinito, para todo k € N.

@ Mostre que existe um unico ponto a € (., J,, 0 qual € limite de uma subsequéncia de
{xn}.

15. Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes a respeito de uma sequéncia {x,} de na-
meros reais:

(a) Existelim;, ., X, = a;

(b) limsup,,_., X, =liminf, .. x, = a.
s . N . n
16. Neste exercicio, vamos estudar as sequéncias x, = (1 + %) eyn=1+ % + % +...+ %, neN.

@ Mostre por inducdo que n! = 2""! para todo n = 1 e conclua que existe b = lim,, .o, y,, €
2<b=3.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

@ Use o binémio de Newton para provar que

1 nn-1)1 nn-1)...2-11
x, = l+n—+——+.. + —mMm—— —
n 2l n? n! nn

B o I

Conclua que {x,} € uma sequéncia crescente e x,, < y, para cada n = 1. Em particular,
existe lim,,_., X, = a. Observe que a < b.

@ Dado € >0, seja N e N tal que b—£<yN:1+%+%+...+ﬁ. Logo, para qualquer n= N,

1 1 1 1 2 1 1 2 p—1
Xxp > 1+1+—=|1-=|[+=(l-=]||l-—=|+...+—=|1-—=||1——=]|... |1 ————|.
2! N) 3! N N N! N N N
Fazendo n — oo na desigualdade acima, mostre que a = b, portanto, a = b. Este namero é
denotado por e.

Uma argumentacao semelhante aquela feita no exercicio anterior pode ser feita com as sequén-
. n 2 n 2 .

clas x, = (1+%) ey, =1+ + 3 +...+ 3, neN, onde x > 0 é um nimero real fixado. Mostre

que lim;,_.o, x,, e lim,_., y, existem e sdo iguais.

1

n+l
) , n € N. Mostre que x,y, — 1 e conclua que x, — 5

Sejam x, = (1-1)" ey, =(1+-1;
Mostre que lim,,_.o, (1 + £)" = e’ para todo r € Q.

Dado a > 0, considere a sequéncia x, = V/a, n € N.

@ Se a> 1, mostre que {x,} é decrescente; caso 0 < a < 1, mostre que {x,} é crescente.
@ Mostre que {x,} é limitada.

@ Usando o fato que x%n = X, calcule o valor de lim,,_. o, x;.
Considere a sequéncia y, = ¥/n, n€N.

@® Mostre que {y,} é limitada e decrescente.

@ Considerando a sequéncia x;, = {/2, n € N, analisada no exercicio anterior, mostre que
y%n = x%nyn, para todo n € N. Calcule o valor de lim,,—. o X5,.

Seja {x,} uma sequéncia para a qual existe um nimero A € (0, 1) tal que
|xn+2 - xn+l| = Alxn+1 - xn| ’
para todo n € N. Mostre que {x,} € uma sequéncia de Cauchy.

Seja a > 0 e considere a sequéncia {x,} definida por x; = ¢ >0, x4 = %(xn + xi), neN. A
n
constante c é escolhida arbitrariamente.

@ Mostre que para todo x >0, 3 (x+ 4) > \/g

2 : a a
@ Pelo item anterior, x;, > \/;, portanto, X <1, para todo n € N.
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@ Mostre que |X;+2 — Xni1l < 21Xp41 — X5, para todo n € N.
n n 214n n

@ Use o exercicio anterior para mostrar que existe lim,,_.o, x,,. Calcule este valor.
24. Neste exercicio, vamos definir a fun¢do exponencial e o logaritmo natural.

® Dado x € R, definimos
e* =supfe’ :reQ, r<xj.

Mostre que esta definicdo faz sentido e que se x < y entdo e* < e’, para todos x,y € R. A
funcdo R > x — e* € (0,00) é chamada de funcgdo exponencial (de base e).

@ Mostre que se {r,} é uma sequéncia crescente de racionais tal que lim;,_, r, = x entdo
lim,_., e = e*, para todo x € R. Use este fato para mostrar que e**V = e*e¥ e " = (e¥)"
paratodos x,yeRere€Q.

® Mostre que lim, . e" = +ooelim, _.,e™ " =0.

@ Usando o teorema do valor intermedidrio (que sera visto em breve), concluimos que a
funcdo exponencial é sobrejetora, logo, admite uma inversa, a qual é denotada por log :
(0,00) — R. A funcao log é chamada de logaritmo natural e também denotada, as vezes,
por In.

® Mostre que logl =0, log(xy) =logx+logy e log(f) =logx —log y para todos x, y > 0.

® Mostre que log(x") = rlogx, paratodos x>0er € Q.

@ Mostre que x < y implica logx <logy.

Mostre que lim,—.logn = +oo € lim, .o, log (1) = —oco.

@ Use o binémio de Newton para mostrar que dados quaisquer a € R, e k € N, temos

ean
lim — = +o0.
n—oo n

Em particular, dado k € N existe A > 0 tal que An* < e®", para todo n e N.

® Mostre que dado qualquer r € @, r > 0, existe C > 0 tal que logn < Cn’. Em particular,
lim, l(j# = (0 para qualquer r € Q, r > 0.
25. Vamos usar o exercicio anterior para definir poténcias com expoentes reais quaisquer.

Para passarmos a uma base qualquer a > 0, observamos que a = e'°8¢

definir a fungdo exponencial na base a por

, 0 que nos incentiva a

a* = exloga

)

para qualquer x € R. A funcao exponencial na base a tem propriedades bastante semelhantes
as da func¢ao exponencial natural. Mostre que:

® a’=1,a""V =a*-a’ e (a*)’ = a" para x,yeR;

@ A aplicacdo x — a* é uma bijecdo crescente entre R e (0,00) se a > 1 e decrescente se
O<ax<l;

@ A inversa da funcao exponencial na base a é chamada de logaritmo na base a, denotada
por log,. Assim, a* = y se e s6 se log,y = x, para quaisquer y > 0 e x € R. Mostre que
log,1=0,log,(xy) =log,x+log,yelog,(x") =r-log,x paratodos x,y >0erecqQ.
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@ Mostre que log,(x?) = ylog, x paratodos x>0e y € R.

__logx
~ loga-

® Mostre que log, x



