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Lista 3

¢ Séries de niimeros reais

1. Verifique se as séries abaixo convergem, justificando suas respostas:
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2. (Critério de comparacao no limite) Sejam }_7° | x,, € .77, ¥, séries de nimeros reais e

X
océlimsup| ™€ [0, +00].

n—oo yn
@ Se0<a<+ooentdo ) 77, x, converge absolutamente se e s6 se Y. | y, converge absolu-
tamente.
@ Sea=0e}?", y, converge absolutamente entdo ) 7", x, converge absolutamente.
® Sea=+ooe) ), |y,l diverge entdao Y7, |x,| diverge.

@ Use este resultado para analisar as séries abaixo:
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3. Mostre que se }.7” | x, converge absolutamente entdo .57, xfl, ey, n 2 também

n=1 1+xn
convergem absolutamente.

4. Seja )5, x, uma série de termos positivos. Mostre que
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liminf < llmlnf Y/ xn <limsup {/x, <lim sup
n—oo  Xp n—oo n—oo Xn

Em particular, se existe lim;_. X;: entdo também existe lim,_., {/X, e ambos sdo iguais.

5. Use o exercicio anterior para calcular:
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12.

. Suponha que lim,_.,, x, = a.

X1+...+Xp
n

@ Se x; > 0paratodo n € N, mostre que lim,,_.o, {/x; -...- X, = a. Conclua, em particular, que

se existe o limite lim,,_. x;“ entdo existe lim,,_.o, ¥/X;,.
n

@® Mostre que lim,,—. =a.

(Critério de condensac¢do de Cauchy) Seja {x,} uma sequéncia mono6tona decrescente de name-
ros positivos. Mostre que }.7° , x, € convergente se e s6 se }.7° " xon 0 €.

. Use o exercicio anterior para analisar as séries abaixo:

®y> L p>0
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@ Yoo, nPlogn)9, p,geR
@ Zoo 1

n=1 nlognloglogn

. Neste exercicio, estudaremos o crescimento das somas parciais da série harmonica. Pressupo-

remos conhecimento elementar da integral de Riemann.

@ Do cdlculo I, sabemos que logx = f;* 4L,

como area abaixo do grafico, mostre que

para qualquer x > 0. Interpretando a integral

1 1
l+-+...+—<1+logn,
2 n

para todo n = 2.

@ Mostre que log10 < %2 e conclua que para qualquer m e N,
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—+.t—=<1+—.
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Isso mostra que, embora a série harmonica seja divergente, suas somas parciais crescem

muito lentamente. (Por exemplo, 1 + % +...+ W <2401.)

@ Considere a sequéncia x, =1+ % +...+ % —logn, n = 1. Mostre que {x,} é uma sequéncia
decrescente limitada inferiormente. O nimero

1 1
=liml+—-—+...+——-logn
Y 5 " g

n—o0
é chamado de constante de Euler-Mascheroni.
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Se p é um polindmio de grau 1 entao } 77, Hop converge.

Seja Y77, y» uma série divergente de termos positivos e x, > 0 tais que % = % para todo n
n n

suficientemente grande. Mostre que Y ) | x, também ¢é divergente.

Dada uma série Y77 | xp, seja X} = max{x,,0} e x;; = max{—x,,0}, n € N. As séries Yo X e
> 97, X, sdo chamadas de parte positiva e parte negativa da série }.7° | x,.



@ Mostre que x; =0, x, =0e x, = x;, — x;, e |x,| = X} + x;,, para todo n € N.

@ Mostre que se Y97 | x, € condicionalmente convergente entdo Y5 Xk = o1 Xy, = +oo.

oo

@ Mostre que se Y, x,; = Y52, x;, = +oo entdo Y5, X, ndo pode ser absolutamente con-

n=1
vergente.
@ Mostre que Y57, x, é absolutamente convergente se e s6 se Y5 | x,, € Y5, X;, 0 Sdo e
e8] _ 00 + _ y oo -
n=1%n= Lp=1%n n=1%n-

13. Sejam Y7, x, e Y97 | ¥ séries de niimeros reais.
® Mostre que se Y5, x, converge e x, = 0 para todo n € N entdo Y5 | /X, X,+1 converge.
oo oo 3
@ Encontre um exemplo em que Y_°° ; x,, converge mas Y >, /X, diverge.
® Mostre que se Y22, x4 e Y°° | y4 convergem entdo Y. | x,y, converge absolutamente e
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@ Mostre quese Y07 | x;, € .77 | y;, convergem entao y_;° , (x, + y,)~ converge e
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14. Seja Y37, x, uma série e ¢ : N — N uma funcdo bijetora.
@ Encontre uma série convergente }.7° | y, e uma bijecdo ¢ : N — N tais que Y77, Yo ndo
seja convergente.
@ Se x, > 0 para todo n € N, mostre que ¥, x, =sup{>N_ x, : NeN}.
@ Mostre que se Y., X, € absolutamente convergente entao Y.0° | Xpn) 0 € € Y57 Xp(n) =

o0
n=1 Xn.

15. Seja {u,} uma sequéncia de nimeros positivos e definamos p;,, = uy -...- u,, n = 1. Quando a
sequéncia {p,} for converge para um nimero diferente de zero, dizemos que o produto infinito
[15., un é convergente, e o valor de [[7”, u, €, por definicdo, lim; .o py.

fo'e] 1 5 :
@ Mostre que [[52, (1+ ;) sdo divergentes.

Mostre que se ]'[‘,’f:1 u, converge entao x, — 0.

Mostre que [[52, u, converge se e s6 se }.” , loga, converge.

® ©® ©

(Critério de Cauchy para produtos infinitos) Mostre que []7, u, converge para um nu-
mero # 0 se e s6 se dado € > 0 existe N € N tal que para qualquer k > 0 tem-se

IuNuN+1-...-uN+k—1|<£.

® Use a desigualdade 1+ x < e*, vélida para todo x € R, para mostrar que se x, > 0 para todo
n €N, entao H‘,’f:l (1+ x,) converge se e sO se Z‘,’f:l X5 converge.

® Verifique se os produtos infinitos abaixo sdo convergentes:
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@ Mostre (ou, pelo menos, convenca-se!) que para qualquer s > 1 temos

onde 2 = p < 3 =p2<5=p3<...denota a sequéncia dos inteiros primos. (Dica: Faca

Py =1L 1= p*s e escreva cada fator ;,s como soma de uma série geométrica. Mostre
k

que0=<Y%® L -p,< ‘,’;’:mﬁparatodo meN.)

16. Sejam .07 | x, € 397 | yn séries de nimeros reais. O produto de Cauchyde ¥.57 jx, e Y5 yn€a
R, . L.
série ) 77, zn cujo termo geral é z,, = Z] _0XjYn—j, paracada n=0.

® Mostre que o produto de Cauchy da série Y9 \/_ por si mesma é uma série divergente.!

@ Mostre que se Y57, X, € 107 ¥n 580 absolutamente convergentes entdo o seu produto de
Cauchy é convergente.

17. Sejam )77, x, uma série absolutamente convergente e }.° ; y, uma série convergente. Neste
exercicio, vamos provar o resultado originalmente devido a E Mertens que diz que o produto de
(0,°] o0 o0 ~
Cauchy Y77,z de >3, x,, por .37 ¥n € convergente.

@ Sejam A, = Z 0Xj» Bn= Z?:o yieCy= Z?:O zj, n=0. Mostre que
n n
Ch=) Bjxy-j=) (Bj—B)xy_j+BA,
j=0 j=0
para cada n = 0.

@ Usando a expressao acima e o fato que Y3 , x,, converge absolutamente, mostre que {C,}
converge para AB.

18. Verifique se as séries abaixo convergem absolutamente, condicionalmente ou divergem:

() x5z, S @ X2, 55 p>0 B LY, (4 I, (-8, p>0
G X2, (D" nle™ (6 I o PO (DX, (- 1)”,1—@1 (8) Xo2, (-1 22
vt Topologia da reta

19. Sejam X, Y c R conjuntos abertos. Mostre que

Dica: Mostre que o termo geral z,, da série produto é uma soma de 7 + 1 parcelas que excedem, em médulo, 1/n+ 1.
Em particular, |z,| = 1 para todo n € N.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

® XnYeXUY sio abertos;

@ X +Y éaberto;

@ X-Y éaberto;

@ Int(XnY)=[Xn[Yent(XuY)>IntXu [Y;

Prove os itens (1), (2) e (3) do exercicio anterior substituindo a palavra abertos por fechados. O
item (4) é verdadeiro se substituirmos interior por fecho?

Mostre que as afirmacgdes abaixo sdo equivalentes a respeito de um subconjunto ndo-vazio X c
R:

@® X élimitado;
@ Todo subconjunto infinito de X possui ponto de acumulacao em R.

@ Toda sequéncia em X possui subsequéncia convergente.

Se X é limitado superiormente, mostre que sup X é o maior ponto de acumulacao de X. Analo-
gamente para o infimo.

Mostre que Q e R\ Q sdo densos em R.

O comprimento de um intervalo limitado I é definido por ¢(I) = sup I —infI. Caso I seja ilimi-
tado, escrevemos ¢(I) = co.

@ Mostre que ¢(IU]) < ¢(I)+¢(]), podendo ocorrer a desigualdade estrita.

@ Se {I1}1ea € uma familia de intervalos, tais que [a, b] € Upea I) entdo existem A4,...,A, €A
taisque I U7=1 lej el = Z;?Zl é(I;L].).

Mostre que a interseccdo de uma familia qualquer de compactos é compacta e a reuniao de uma
familia finita de compactos é compacta.

v¢ Limites e continuidade

Mostre que as funcoes abaixo sdao continuas em seu dominio:

@ fx)=¥x,n>1,x>0;

@ f(x)=L (0 p, q polindmios em R, com g nao-identicamente nulo;

W}
® flx)=e%
@ f(x)=logx;

® f(x)=a"eg(x)=log,x,paraa>0,a#1
Seja f: I — R uma fun¢do moné6tona, com I < R um intervalo.

@® Mostre que sempre existem os limites laterais lim,_. ,+ f(x) para qualquer a € I.

@ Mostre que o conjunto de pontos de descontinuidade de f é um subconjunto enumerdvel
de I.



