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Lista 4

INSTRUCOES

1= Esta lista, de entrega facultativa, tem trés partes e seus exercicios versam sobre séries, funcoes
continuas e funcoes diferencidveis em R.

1 A nota obtida nesta lista serd somada a menor de suas 3 notas.
1= A pontuac¢do méxima que poderd ser obtida nesta lista é de 6 (seis) pontos.

1= Alista deve ser feita individualmente, embora isto ndo signifique que vocé nao possa discutir os
exercicios com seus colegas. Nao hesitarei em desconsiderar "copias".

1= A lista deve ser entregue, impreterivelmente, até 21/12/2011, no horério da quarta prova. Caso
vocé tenha de fazer a prova final, poderd entregar os demais exercicios que desejar na data da
prova final, 13/01/2012, as 9h30 na sala PA02.
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GRUPO 1
1. Seja {x,} uma sequéncia limitada e considere os nimeros
a=sup{xeR: x éponto de aderéncia de {x,}},

b =1lim;, ., by, onde b, =supi{x; : j=znlec=infixeR: {neN: x, > x} éfinito}.
Mostre que os numeros a, b, ¢ sao bem definidos e a = b = c. Este valor comum é chamado de

limsup,,_. ., X,. Prove uma afirmacao anéloga para liminf,,_. x,.

2. Dada uma sequéncia {x,}, um termo x; chama-se termo destacado de {x,} se xy = x,, para todo
n = k e consideremos o conjunto K = {k € N : x; é um termo destacado} = {k; < k2 <...}.

@ Se K é€ infinito, mostre que a subequéncia {xkj} jen € ndo-crescente.
@ Se K é finito, mostre que {x,} possui uma subsequéncia crescente.
@ Conclua que qualquer sequéncia limitada possui uma subsequéncia mondétona.

@ Prove, a partir das afirmacoes acima, que toda sequéncia limitada de ntimeros reais possui
uma subsequéncia convergente.

3. Neste problema vamos dar outra prova do fato que toda sequéncia limitada de nameros reais
tem subsequéncia convergente. Para isso, seja {x,} uma sequéncia limitada de nimeros reais.

® Seja M > 0 tal que —M < x, < M, para todo n € N e considere o conjunto X = {x e R :
X < x, para uma infinidade de n € N}. Mostre que @ =sup X é finitoe a < M.



@ Mostre que para qualquer € > 0 existe uma infinidade de n e Ntaisque a —e < x, < a + €.
@ Conclua que «a é valor de aderéncia de {x,}; em particular, existe uma subsequéncia {xnj }jeN
tal que lim; . Xp; = a.

4. (Critério de condensacao de Cauchy) Seja {x,} uma sequéncia mondtona decrescente de niime-

ros positivos. Mostre que }.9” | x, € convergente se e s6 se }.°° , 2" xon 0 é. Use este critério para

analisar a convergéncia das séries abaixo:
oo 1
@ anl o P >0

@ Yo, nPlogn), p,geR
©) Zoo 1

n=1 nlognloglogn

5. (Critério de Raabe) Seja {x,} uma sequéncia de nimeros ndao-nulos e

. [Xp+1l .. [Xp+1l
a:hmsupn(l— L , Bp=liminfn ety by
n—oo [ X5l n—oo [ X5l
Mostre que se § > 1, a série 3.9 | x,, € absolutamente convergente e se @ < 1, a série 3.9 | x,, ndo

é absolutamente convergente.
6. Analise a convergéncia da série

OZO: (a+1)(a+2)...(a+n)
(b+1)(b+2)....b+n)’

n=1

onde a, b sao nimeros positivos.

7. Neste exercicio, estudaremos o crescimento das somas parciais da série harmonica. Pressupo-
remos conhecimento elementar da integral de Riemann.

@ Do cdlculo I, sabemos que logx = flx%,

como 4rea abaixo do grafico, mostre que

para qualquer x > 0. Interpretando a integral

1 1
l+=-+...+—=<1+logn,
2 n

para todo n = 2.

@ Mostre que log10 < %2 e conclua que para qualquer me N,

1 1 12m
I+-+. o+ —=<1+——.
2 10m 5
Isso mostra que, embora a série harmonica seja divergente, suas somas parciais crescem

muito lentamente. (Por exemplo, 1+ % +...+ 101% <2401.)

@ Considere a sequéncia x, =1+ % +...+ % —logn, n = 1. Mostre que {x,} é uma sequéncia
decrescente limitada inferiormente. O niimero

C 1 1
y:r}1_{§o1+§+...+;—logn

é chamado de constante de Euler-Mascheroni.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Seja f : R — R uma func¢do com as seguintes propriedades:

@ f éuniformemente continua em R;

@ Existem A, ¢ > 0 tais que | f(x)| > |x| + ¢ para todo x € R tal que |x| = A.

Mostre que a fung¢ado g(x) = v/|x+ f(x)| também é uniformemente continua em R.

Seja f : (0,00) — R uma funcdo continua ndo-identicamente nula tal que f(xy) = f(x) + f(y),
para todos x, y > 0. Mostre que existe a > 0 tal que f(x) =log,(x), para todo x > 0.

Sejam f, g : R — R fun¢des uniformemente continuas.

@® Mostre que f + g é uniformemente continua.
@ Mostre que f Vv g =max{f, g} e f A g =min{f, g} sdo uniformemente continuas.
@ Assumindo que f e g sdo limitadas, mostre que f'g é uniformemente continua.

@ Encontre funcées f, g uniformemente continuas tais que fg nao é uniformemente conti-
nua.

Seja f:R — Rtal que lim|y— f(x) = +00. Mostre que existe a € R tal que f(a) < f(x), para todo
xeR.

Seja f : (a, b) — R uniformemente continua. Mostre que existem lim,._, ,+ f(x) e lim,_ ;- f(x).

Seja f : [a,b] — R continua. Dado € > 0 existem a = xp < x; < ... < Xy = b tais que, se x,y €
[x;—1,x;] paraalgum i, entdo | f(x) — f(y)| <e.

Uma fungao g: [a, b] — R é dita uma funcgdo escada se existem a = xp < x; <...< Xy = b tais que
a restricao de g a cada subintervalo (x;-1,x;) é constante. Se f : [a, b] — R é continua, entdo,
dado ¢ > 0, mostre que existe uma funcdo escada g : [a, b] — R tal que | f(x) — g(x)| < € para todo
X€la,b].

Seja K < R um conjunto compacto. Mostre que dada uma cobertura aberta K c Jycp U, de K,
existe 6 > 0 tal que se x,y € K e |x— y| <8, entdo existe A € A tal que x,y € Uy. O ntimero J é
chamado de niimero de Lebesgue da cobertura.

Seja I c R um intervalo qualquer e f : I — R uma funcdo crescente continua. Mostre que f (/) é
um intervalo e que a funcdo inversa f -1, f () — I é continua.

Mostre que as seguintes afirmacdes a respeito de uma fung¢do f : R — R sdo equivalentes:
@ limy_. 400 |f(x)| =limy_. o |f(x)| = t+oo.

@ Se {x,} é uma sequéncia tal que |x,| — +oo, entao | f(x,)| — +oo.

@ Se K é compacto entao f(K) é compacto.

Uma funcao satisfazendo qualquer uma das relacoes acima é chamada de prépria. Mostre que
se f é uma bijecdo prépria entdo f~! é continua.

Seja f : [a, b] — R diferenciavel e a < ¢ < d < b tais que f'(c) = f'(d) = 0. Mostre que existe no
maximo um x € (x, d) tal que f(x) =0.



19. Seja f: (a, b) — R diferenciavel.

f-fla _

® Selim,_ 4+ f'(x) = +oo entdo lim,_. ;+ =~

+00.
@ Se sup, . cplf'(x)| < 0o entdo f é uniformemente continua e existem lim,_ .+ f(x) e
limy_.p- f(x).
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GRUPO 2

20. Seja .77, x, uma série e ¢ : N — N uma funcao bijetora.
@ Encontre uma série convergente ».°° | y, e uma bijecao ¢ : N — N tais que Y77 ; Yo Do
seja convergente.
@ Se x, > 0 para todo n € N, mostre que ¥, x, =sup{>~_ x, : NeN}.
@ Mostre que se Y77, X, € absolutamente convergente entao Y.07 | Xpn) 0 € € Y57 Xp(n) =

oo
n=1%n-

21. Sejam Y37, x, uma série absolutamente convergente e Y -, ¥, uma série convergente. Neste
exercicio, vamos provar o resultado originalmente devido a E Mertens que diz que o produto de
o0 o0 (e.9) A
Cauchy }7° , z, de .77, X, por .77 ¥n € convergente.

@ Sejam A, =¥"/_oxj, Ba=X"_;yj e Ca=Y"_; 2, n= 0. Mostre que

n n
Cph=) Bjxy-j=) (Bj—B)xy_j+BA,
j=0 j=0

para cada n = 0.
@ Usando a expressdo acima e o fato que Y37, x,, converge absolutamente, mostre que {C,}

converge para AB.

22. Seja {x,} uma sequéncia crescente de nimeros positivos tal que x, — co. O expoente de coner-
géncia de {x,} é definido por

o0
aéinf{aeR: Zx,;“<oo}.

n=1

logn
logx,*

Mostre que o =limsup,,_.

23. Dada uma série Y77 | x,, seja X, = max{x,,0} e x;, = max{—x,,0}, n € N. As séries Z‘,’f:lx; e
o21%, sdo chamadas de parte positiva e parte negativa da série }.0° | x;.

® Mostre que x;, =0, x, =0e x, = x,, — X;, € |x,| = X}, + x;,, para todo n € N.

00
n=1

+
n

@ Mostre que se Y ; x,, € condicionalmente convergente entao Y>>, x,, = >.°” , X,, = +oo.

@ Mostre que se Y7, x,; = Y50, x;, = +oo entdo Y5, X, ndo pode ser absolutamente con-
vergente.



@ Mostre que ).}, x, € absolutamente convergente se e s0 se Y7, X e >0 X, 0sdo e

(e ) _ 00 + _ y oo -
n:lxn_ n:lxn n:lxn'

24. Sejam Y97 | xp € Y77 yp séries de nimeros reais.
® Mostre que se Y. | x,, converge e x,, = 0 para todo n € N entdo Y57 | /X, X,+1 converge.
(e.0) o0 3
@ Encontre um exemplo em que }.7” , X, converge mas }.°” , /X, diverge.
® Mostre que se Y07 x’e X0 y? convergem entao Y971 XnYn converge absolutamente e

[’} 0o 1/2 ; o 1/2
Y ml=(X ) (X93)
n=1 n=1

n=1

le’s) 2 [e’s} 2 5 le’s) 2
@ Mostre quese Y07 | x;, € .77 | y;, convergem entao _5° , (x, + y,)~ converge e

00 12 [ oo 12 [ oo 1/2

2 2 2

(Z(xn‘l'yn) ) S(an) +(Zyn) .
n=1 n=1 n=1

25. Sejam Y77 | xp € .07 | ¥, séries de numeros reais. O produto de Cauchyde Y. (x, e ¥ s yn€a

série }.0” , z, cujo termo geral € z,, = Z}?:o XjYn-j, paracada n = 0.
® Mostre que o produto de Cauchy da série 357 (_n—linl por si mesma é uma série divergente.
(Dica: Mostre que o termo geral z,, da série produto é uma soma de n + 1 parcelas que

excedem, em modulo, 1/n+1.)

@ Mostre que se Y57, X, € X7 ¥n S80 absolutamente convergentes entdo o seu produto de
Cauchy é convergente.

26. Seja f:R — R diferenciével tal que lim,_ , f’'(x) = L. Mostre que:

@ limy—ioolf(x+¢)— f(xX)} =cL;
@ limx_.+oo w =1L

X

27. Seja f: I — R diferenciavel. Mostre que

suplf/ni= sup LOZSWL
xel x,y€l, x£y lx =yl

Se algum dos nimeros acima € finito, mostre que f é uniformemente continua. Mostre que
a reciproca deste fato € falsa, exibindo uma funcdao uniformemente continua para a qual os
supremos acima sao infinitos.

28. Seja f : R — R diferencidvel com sup g |f'(x)| < co. Mostre que existe ¢ > 0 tal que a funcao
g(x) = x+ cf(x) é bijetora e tem inversa diferenciavel.

29. Sejam I c R um intervalo e f : I — R uma func¢do. Para cada x € I e € > 0 suficientemente pe-
queno, definamos M(x;¢€) = sup{lf(y) - f@)|: yzelely—xl<eglz—x|< e}. Evidentemente,
para cada x fixado, a fun¢do M(x;¢) é uma funcgdo crescente em ¢, logo, podemos definir a osci-
lacdo de f em x por

w(x) =infM(x;e) = lim M(x;¢e).
>0 e—07*

Mostre que f € continua em x se e s6 se w(x) =0.
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GRUPO 3

30. Neste exercicio, vamos definir a funcao exponencial e o logaritmo natural. Vocé pode assumir
os resultados demonstrados nos exercicios 16 - 19 da lista 2.

® Dado x € R, definimos
e* =supfe’ : reQ, r<xj.

Mostre que esta definicdo faz sentido e que se x < y entdo e* < e, para todos x,y € R. A
funcao R > x — e* € (0,00) é chamada de funcdo exponencial (de base e).

@ Mostre que se {r,} € uma sequéncia crescente de racionais tal que lim,_., 7, = x entao
lim,_., e = e*, para todo x € R. Use este fato para mostrar que e**V = e*e¥ e " = (e¥)"
paratodos x,yeRereQ.

@ Mostre que lim,,_.o,e" = +ocoelim;,_,e " =0.

@ Usando o teorema do valor intermedidrio (que serd visto em breve), concluimos que a
funcdo exponencial é sobrejetora, logo, admite uma inversa, a qual é denotada por log :
(0,00) — R. A funcao log é chamada de logaritmo natural e também denotada, as vezes,
por In.

® Mostre que log1 =0, log(xy) =logx+logy e log(f) =logx —logy para todos x, y > 0.

® Mostre que log(x") = rlogx, paratodos x>0er € Q.

@ Mostre que x < y implica logx <logy.

Mostre que lim;,—.logn = +oo € lim,, .o, log (1) = —oco.

@ Use o binémio de Newton para mostrar que dados quaisquer a € R, e k € N, temos

an
lim — = +00.
n—oo pn

Em particular, dado k € N existe A > 0 tal que An* < e®”, para todo n € N.

Mostre que dado qualquer r € @, r > 0, existe C > 0 tal que logn < Cn’. Em particular,
limy, oo lonﬁ =0 para qualquer r € Q, r > 0.
31. Vamos usar o exercicio anterior para definir poténcias com expoentes reais quaisquer.

Para passarmos a uma base qualquer a > 0, observamos que a = e'°8¢

definir a fungdo exponencial na base a por

, 0 que nos incentiva a

a* = exloga ’

para qualquer x € R. A funcao exponencial na base a tem propriedades bastante semelhantes
as da func¢do exponencial natural. Mostre que:

® a’=1,a""V =a*-a’ e (a*)’ = a*¥ para x,yeR;

@ A aplicacdo x — a* é uma bijecdo crescente entre R e (0,00) se a > 1 e decrescente se
O<ax<l;

@ A inversa da funcao exponencial na base a é chamada de logaritmo na base a, denotada
por log,. Assim, a* = y se e s6 se log,y = x, para quaisquer y > 0 e x € R. Mostre que
log,1=0,log,(xy) =log,x+log,yelog,(x") =r-log,x paratodos x,y >0erecqQ.

6



)
®

Mostre que log,,(x”) = ylog, x paratodos x >0 e y € R.

__logx

Mostre que log, x = loga"

32. Seja {u,} uma sequéncia de nameros positivos e definamos p, = u; -...- u,, n = 1. Quando a
sequéncia {p,} for converge para um nimero diferente de zero, dizemos que o produto infinito
[152, un é convergente, e o valor de [, u, €, por defini¢do, lim; .o py.

@

® ® ©

Mostre que [152; (1 + 1) sdo divergentes.

Mostre que se H‘,’f:l U, converge entao x, — 0.

Mostre que [[., u, converge se e s6 se } 7", loga, converge.

(Critério de Cauchy para produtos infinitos) Mostre que []}7, u, converge para um nu-

mero # 0 se e s6 se dado € > 0 existe NV € N tal que para qualquer k > 0 tem-se
lunyuns1:...-Uns— 1| <E.

Use a desigualdade 1+ x < ¥, vélida para todo x € R, para mostrar que se x, > 0 para todo

neN, entdo [[57, (1 £ x,) converge se e s6 se 3.9 x,, converge.

Verifique se os produtos infinitos abaixo sdo convergentes:

: 0o 2

N | ol (1_ n(n+1))
.. 5 2
i 52 (1= 252)
3.1
iii. [152, (Z3+1)

00 (n7+n6—n+4)

W =1\ Trr3n2—1
2

oo |n“+3n-1

V- l_[n=1( 2n2+1 )

Mostre que para qualquer s > 1 temos

onde 2 = p; <3 = py <5=p3 <...denota a sequéncia dos inteiros primos. (Dica: Faca

Py, = Hkm—n—#p—s e escreva cada fator 1—;;;-8 como soma de uma série geométrica. Mostre
- k k

qQue0<Y% L —P,<Y% - paratodo meN.)

33. Uma funcdo f: X — R é dita semicontinua superiormente no ponto a € X se dado ¢ > 0 existe
0 >0tal que f(x) < f(a)+¢eparatodo x € (a,a+6)nX. f é dita semicontinua superiormente se
o for em cada ponto de X. Vamos abreviar a expressao semicontinua superiormente por scs.

@ Mostre que a soma de duas funcoes scs € scs e o produto de uma funcao scs por um niimero

nao-negativo é scs.

@ Mostre que o produto de duas func¢des scs ndo-negativas € scs.

® A funcao caracteristica de A c R é definida como ys(x) =1sexe€ Ae ya(x) =0se x ¢ A.

Mostre que A < R é aberto se e s6 se y 4 € scs.



@ Dados a€ X e € >0, definimos N(a;¢) = sup{f(y) tyeXn(a-ce, a+£)}. Como a funcao
N(a;e) € crescente em ¢ para cada a € X fixado, podemos definir

limsup f(x) =inf N(a;€) = lim N(a;¢).
x—a >0 e—0*t

Mostre que f € scs no ponto a se e s6 se limsup,_, , f(x) < f(a).
® Mostre que se X é compacto entdo toda funcio scs assume seu valor maximo em X.

® Defina semicontinuidade inferior e prove resultados andlogos aos anteriores neste caso.
Mostre que f é continua em a se e sO se é semicontinua superiormente e inferiormente
em a.

34. Uma fungdo f: I — R é dita convexase dados x < yem I e0<t <1, tem-se f((1-t)x+ty) <
(1-1f(x)+tf(y). Mostre que as afirmacoes abaixo sdo equivalentes a respeito de uma funcao
de classe C*:

® f é convexa.

@ Dados x1,...,x,€le0<1,...,t, <1tais queZ?:1 tj= l,temosf(zyz1 tjxj) < Z;?Zl tif(x)).

® f"(x)=0paratodo x€ I.
Use esta caracterizacdo de funcdes convexas para provar as seguintes desigualdades:

® (Desigualdade de Young) Se a,b,a, f=0e a+ =1 entido a®bP < aa+ Bb.

~ p q
=1 entdo |xy| < (ESl % para

@ (Desigualdade de Holder) Se p, g sdo positivos e % + »

quaisquer x, y € R.

1
q
® (Desigualdade de Holder) Se x;,y;€Re p,q >0, % +

1
q

n n % n
PMES IR DTSR DM 71K
j=1 j=1 j=1

@ (Desigualdade de Minkowski) Se x;,y; € Re p > 0 entdo

n 5o 5o »
{Z|xj+yj|p} S{lejlp} +{Z|J’j|p} :
]:1 ]:1 ]:1



