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Questao 1 Prove as afirmacoes abaixo:
(@) (1,5 ponto) Dada uma sequéncia limitada {x,}, temos que existe a = lim,,_.., X, se e s6 se

limsupx, = hmlnfxn —«a.
n—oo

Solucao. Admitindo que a igualdade acima seja verdadeira, e lembrando que liminf,_ . x;,
e limsup,,_ ., X, sdo 0 menor e o maior ponto de acumulacao de {x,}, respectivamente, dado
qualquer € > 0, podemos obter g, n; taisque x, <@ +esen=ngea—&< x, se n=ny. Assim,
se n = max{ng, n1}, segue que |x, — a| <e.

Reciprocamente, se a = lim,_. X,, entdo, em particular, @ é o Gnico ponto de aderéncia de
{x,} (porque?...), logo, como liminf,_.., x, e limsup,,_ ., X, sdo pontos de acumulacao de {x,},
segue que ambos sdo iguais a a. |

(b) (1,5 ponto) Se {x,} e {y,} sdo sequéncias de ntimeros positivos tais que liminf, .., x,;, >0 e
lim,, o ¥, = 0 entdo lim,, .o, ;—Z = +00.
Solucdao. Dizer que liminf,_.» x, > 0 é equivalente a dizer que existem ¢ > 0 e ny € N tais
que x, = ¢ para todo n = ny. Escolhendo n; € N tal que |y,| < €/c se n = n; e tomando n, =
max{ny, n;}, temos que ‘

—Iy ; <& paratodo n = n,. Logo, ——>O 1

(c) (1,5ponto) Se {x,} é uma sequéncia para a qual existem 0 < a < b tais que a < x,, < b, para todo
neN, entdo lim, .o, ¢/x,=1.

Solucdo. Basta observar que {/a < {/X, < V/b e fazer n — co, usando o mesmo argumento do
item abaixo e o fato que lim,, o ¥/a =lim,_.o, Vb = 1. |

(d) (1,5ponto) Se {x,},{yn}, {z} sdo sequéncias de nimeros reais tais que lim;,_.o, X, = lim; . z,, =
a e existe N € N tal que
n?01 —2953 + 11 n+n-1 - (n+1)"

X,y + < + <Zn-—
" 3n =Jn -3n+15" "

paratodo n= N, entdo lim,,_.. y, = a

nn+6
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Soluc@o. Vimosem aulaquelim; . 77 = 0 para quaisquer a >0 e k € N, logo, lim;, . % =

1 1

4 : n’+n—1__ 1 n_p2
0. Também sabemos que lim; .o 25— —z = limy .o P = 0. Além disso,
n
. (m+D)" 1 1\"
lim ———=lim —(1+—| =0-e=0.
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Chamando de x),, y), e z}, as sequéncias X, + - 323 ntll iy 4 o +} z€2Zp— (’:;—12;, respectivamente,

temos que lim,, . x), = lim,_ 2, = ae x,, <y, < z, para todo n = N. Logo, dado € > 0, podemos
obter ny = N tal que se n = ny entao

a—e<x,<y,<z,<a+e.

n?+n-1

—i5.5 temos quelim, oo ypn=a-0=a. |

Em particular, |y, — a| < € se n = ny. Como y, =y, —

Questao 2 Sejam a > b > 0 nimeros reais e defina a; = %b, bi=vVabe

a, + by,
an+1 = 2 e buyi1=Vanby,

paracadan = 0.

(@) (2 pontos) Mostre que {a,} é decrescente, {b,} é crescente e a, > b,, para todo n € N.

2 2
Solugdo. Temos que 0 < (x—y)? = x*—2xy+)? i.e, xy <~ para todos x,y €R. Se x,y >0,

podemos aplicar esta ultima desigualdade com /x e /¥y em lugar de x e y, respectivamente,
para concluir que /Xy < % Em particular, b, < a, para todo n € N. Logo, a,+1 = %b” >
2 = ay, € bpy1 = \/anbp < \/buby = by, paratodo neN.

(b) (2pontos) Mostre que lim;_.o, a, =lim,_. b;. Este limite comum é chamado de média aritmética-
geometricade a e b e denotado por M(a, b). Mostre que

b
Vab < M(a,b) < %

Solucdao. Como {a,} e {b,} sdo sequéncias mondtonas limitadas, existem a = lim,_.., a, e

. . +
p =1lim, .. b,. Fazendo n — oo na igualdade a; 1 = “";bn, temos a = aTﬁ, logo a = 5. Temos

que Vab=b; < f=a <L




