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Questio 1 Considere a funcio f:R — R dada por f(x) = e* +3x% + 10x> + 15x.

(@)

(b)

(2 pontos) Mostre que f € bijetora, crescente e f(R) = R.

Solugdao. Temos que f'(x) = e* + 15(x2+1)=15>0 para todo x € R, logo, f é crescente. Como
My oo € = liMy— 100 3X° +10x3 + 15X = +00, limy—._oo e* =0 e limy_. o, 3x° +10x3+15x = —oo0,
concluimos que limy_.., f(x) = £00. Em particular, pelo teorema do valor intermediério, segue
que aimagem de f é R e, portanto, f € bijetora. |

(2 pontos) Seja g : R — R ainversa de f. Mostre que

1
lg(x)—gW)| = Elx—yl,

para quaisquer x, y € R.

Solucao.

Basta observar que se f(x) = y entdo |g'(y)| = | f’% 7 = %, para qualquer y € R. A desigualdade

acima decorre do teorema do valor médio.

Questao 2 Seja f : (a,b) — R uma funcao de classe C2. Um ponto xj € (a, b) é dito ponto de inflexdo
de f se existe § > 0 tal que f”(x) e f(y) sdo ndo-nulos e tém sinais opostos, para quaisquer xo —§ <
X<Xxg<y<xp+96.

(@

(b)

(1 ponto) Mostre que se xq € (a, b) é um ponto de inflexdo entao f” (xg) = 0.

Solug¢do. Se f” < 0 a esquerda de xy e f” > 0 a direita de x(, entdo, como f” é continua,
devemos ter f"'(xg) = limy_ f"(x) = 0e f"(x0) = limy— f"(x) <0, provando que f"(xo) = 0.
Um raciocinio inteiramente analogo funciona no caso em que f” > 0 a esquerda de xp e f” <0
a direita de x. |

(3 pontos) Mostre que se f é de classe C3exp€(a,b) éum ponto critico e também de inflexao
de f tal que f"'(xo) # 0 entdo x( ndo é nem maximo nem minimo local para f.

Solucado.

Pela férmula de Taylor com resto infinitesimal, existe uma funcao r definida em um intervalo
aberto I contendo xj tal que

[(x)  r(x)
3! (x—xp)3

(x—x0)%,

f(x) = f(xo) =

para todo x € I, onde % — 0 quando x — xo. Digamos que f"'(xg) > 0. Logo, existe § > 0

11
X . ~ A 2 o,
I 3!(20) se |x — xo| < 8. Em particular, a expressao entre parénteses é positiva

r(x)

(x—x0)3 <

tal que




se |x — xgl < 6. Assim, f(x) < f(xp) se xp—0 < x < Xxgp e f(x9) < f(x) se xo < x < Xy +J, portanto,
Xp ndo é ponto de mdximo nem de minimo local para f. Uma anélise semelhante funciona no
caso f"(xg) <O0.

Questao 3 Seja f: (a, b) — R uma funcdo duas vezes diferencidvel no ponto xy € (a, b). Use a férmula
de Taylor com resto infinitesimal para mostrar que as igualdades abaixo sao verdadeiras:

(a) (2 pontos)
lim fxo+h)+ f(xo—h)—2f(x0) '
h—0 h?

f//(xo) —

(b) (2 pontos)
f(xo+2h)—=2f(xo+ h)+ f(x0)
h2

1! :1
£ (xo) lim

Solucao.

Pela férmula de Taylor com resto infinitesimal, existe uma funcao r definida numa vizinhanca de
xo tal que f(xo+h) = f(xo) + f' ()b + L5212 4 r(h), flxo—h) = fxo) = f'(x)h+ L5202 4 r(—h) e
r/tt -0 quando ¢ — 0. Somando estas igualdades e dividindo por h?, obtemos

fo+h) + flxo—h)—2f(xp) _
h? -

Lh) r(—h)

hz +7_>f”(x0)’ h_>0)

" (xo) +

r(ih)l — |h|| r(+h)

pOlS | h2 (+ h)s

| = 0 quando & — 0. A outra igualdade é totalmente analoga.



