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v¢ Limites de funcoes

1. Calcule os seguintes limites, caso existam:

D 2x34+9x%+12x+4 2 1 Vx2+16-5 3 I Vx2+12-4
im,_._ imy, g ——— imyy—m
o 2x2+4x+8 T 24 3x /P-4
4 5
V2x-1 Vxt+1-1 Jx—1
4) limy_/p ———— 5 limy_g—0oo 6) limy_; v
x—1 x4 3/x —
. Vx2-1+yx-1 ) sen (20x) ) sen (sen(2x))
7) lim,_1+ 8) lim,_q———" 9) lim,_q—?’
x—1 sen (301x) X
1-{/cosx COSX
10) limy_.o(tg (3x) cossec (6x)) 1) lim,_¢ — 12) limx_,% -
X x-Z
Vx2—6x+9 sen(3x2—5x+2 sen x
13) limy_g- ——————~ 14)lim,_, S 15y lim, g SEBY
x-3 . xX24+x-2 x3—x2
3 _
_ sem(x)sen (x) . VEre _ 13
16) lim,_g 17) limy_.g ————— 18)limy_ | —— ——~
x2 . X x-1 1-x3
sen (x> — l)cos(—) )
19) lim,_ {+ L= X o0y limy .y 2% 21)lim al
x—1 1 xX—2 x2_4x+4 X—+00 1
2x3—x*+7x-3 Vx+1

22)limy_ 400

2—x+5x%—-4x3 23) lim— 400 ( Va+l- %) 24) limy—. 400

vVIx+1

X—senx V7x6+5x4+7
25) lim ;. 4o ———— 26) lim . 1o (\/ Z+1-vVait 1) 27) limy— yoo ———
xX+senx xX*+2
3x°+2x-8 (x%2 —2x)sen (x2—4)
28)limy_ oo ——— 29)limy—._oo(VXZ+9+x+3)  30)limy_
T VAl e N
3x3 + xcos(v/x x(sen x + /xcos x V7x12+5x4+7
3D limy_ 400 (\/_) 32)limy_ 10 \/_( \/_ 523) lim,— o
x4sen(1/x)+1 X\/X —sen (xy/x) 2x342
Vx3+x2-5x+3 VX cos x +2x%sen (3)
34) limy— 400 (VX + VX — V/X) 35)lim,_ 5 36) limy— 400 al
xe -1 x—V1+x?
JiC®)

2. Seja f :R — Ruma funcao tal que |f(x)| < 2|x|, para todo x € R. Calcule lirr(l) .
=0 X

6 6
X X
3. Seja f:R— Rtal que 1+ x? + Y < f(x)+1<secx®+ 3 para todo x € R. Calcule lin(l)f(x) e
X—

}Ci_%(f(x)cos(x:xz)) .



4. Sejam f, g:R — R tais que |sen x| < f(x) <3|x| e 0 < g(x) < 1+ |sen x|, para todo x € R. Calcule
lin(l)(f(x) g(x)+cos x).
x—>

. . . 2x3+cx+c¢ .
5. Sejam c, L € R tais que lm% 2—1 = L. Determine ce L.
X— X- —

6. Seja f:R—R.

(a) Assumindo que lim f(—f) =1, calcule lim &
x—2 X x—2 X
: . fx) .
(b) Assumindo que lim —— =0, calcule lim f(x).
x—0 X x—0
fx)

(c) Assumindo que lim

5 = +o00, calcule lim f(x).
Xx—+o0 x4 4+ X x—+00

7. Aresolucdo abaixo estd incorreta. Assinale o erro e calcule (corretamente) o limite:

lim (Vx?+x-x)= lim ( x2(1+l)—x)
X—+00 X—+00 X

1
= lim x(\/1+ - —1): lim (x-0)=0.
X—+00 X xX—+00
<~

-0
S
-0

8. Decida se a afirmacao é verdadeira ou falsa, justificando ou apresentando um contra-exemplo.
(@) Se f,g:R— Rsao funcoes tais que f é limitada positiva e xlir+n g(x) = +00, entdo tem-se que
—+00
xgrpmf(x)g(x) = +00.
(b) Se f, g:R— Rsao funcodes tais que f élimitadae xliIP g(x) = 400, entdo tem-se que
—+00

xEerf(x) + g(x) = +o0.

) - _ . . fx) I B
(c) Se f, g:R— Rsao fungdes tais que xEIllw % = 400, entao xl—l.IPoof(X) — g(x) = +oo.

9. Dé exemplos de funcdes f e g tais que:

. 3 . B . f)
(@) }Clir(l)f(x) = 400, }Clir(l)g(x) =+4+o00e€e }Cllr(l) _g(x) =0.
(b) lim f(x) = +00, lim g(x) = +oo e lim (f(x) — g(x)) = 1.
x—0 x—0 x—0
. B . fX)
(©) lim (f(x)-g()=0e lim e * &
)



. fx) e - 3
10. Mostre que se }Cgr}l ﬁ =1 e se g é limitada entdo )lclf,%f(x) -g(x)=0.

v¢ Continuidade de Func¢des
11. Determine o conjunto dos pontos de seu dominio em que a funcdo f é continua. Justifique.

sen(x2—4)+5, sex>2

@ f)=4 2 TX70  ex<2 (b) f(x) = x—3
xgz , 1, sex=3
, Se X =
X+x-2 ]
© fe=4 @-nz Se*7! «Dfu»=li%;l—wnmxy
0, sex=1

Obs.: 0 simbolo [x] denota o maior inteiro que é menor ou igual a x e é definido por [x] = max{ne€ Z:
n<xi.

12. Determine L para que a funcao dada seja continua em R.

sen (x2+2)—sen (x+2) cex#0 VX8 + x4 20
(@ f(x) = X ’ b f=4"x = 7
L, sex=0 L, sex=0

13. Considere a funcao f:R— R definida por

V(x-1)8
fl) = — sex#1

x—1
1, sex=1

Verifique que lim+ flx) = linll f(x). Pergunta-se: f é continua no ponto x = 1?2 Por qué?
x—1 x—1
14. Decida se a afirmacdo é verdadeira ou falsa, justificando ou apresentando um contra-exemplo.

(@) Se f:R—Rétalque|f|écontinuaem x =0, entdo f é continua em x = 0.

(b) Se f e g sdo fungdes descontinuas em x = 0, entdo a funcao f g é descontinua em x = 0.

¢ Derivadas

15. Sejam f e g funcdes derivaveis em um intervalo abertoI, acle

h(x):{f(x)’ sex=a

glx), sex<a .
Prove que h é derivavel em x = a se, e somente se, f(a) = g(a) e f'(a) = g'(a).

. _ ax*+bx+c, sex<l
16. Encontre constantes a, b e ¢ tais que a fungéo f(x) =4 ,
X“—5x+6, sex=1

seja derivavelem Re f'(0) = 0.



17. Verifique se f é continua e derivavel no ponto xp, sendo:

-X
(x +x)cos— sex#0 , sex>1
@ f(x)= ,X=0 (b) f(x)=1VvVx-1 , Xo=1
sex=0 1, sex<l1
x2 +senx, sex>0
, sex>1
© f(x)=X x°+4x%, sex<0, x=0 d f(x)= { , Xxo=1
sex=0 Y sex=1
xsen— sex#0 xsen— sex#0
(e) f(x)= , X0=0 @) f(x)= , X0=0
sex=0 sex=0
2
sen x se x#0 sen(x)’ se x #0
g flx)= X , X0=0 (h) f(x) =1 Vx2+ x4 , Xo=0
1, sex=0 0, sex=0
(i) f(x)=1Isenx|, xp=0 j) fx) =1Isen(x®)], x0=0
K) f(x) =cos(vIx]) , xo=0
271 _
18. Calcule lim gL+ 0] tg9.
x—0 X
19. Calcule f’(x) para as funcoes f abaixo:
x+1 2x3+1)3% 4x - x*
1 2 = 7 - =
) f(x) = P ) f(x) 2 3) f(x) (3 1 2)100
Vx2cosx
_ 2 _ _
4) f(x) = xsen (Vx5 — x?) 5) f(x) = Tl 12 6) f(x) = {/xtg2x
VX + cossec x xtg (x3 - x?)
7) f(x) = 33 8) f(x) =sec(Vx2+1) 9) f(x) R
10) f(x) = xsenxcosx 11) f(x) = (xr+ ) 12) fx) = ————
B XA+ 4 ~ sen(x—senx)
2x 2
13 = 14 =cotg(3x2+5 15 - -
e (x+ \/})é ) [ = cotgBx7+5) ) J) sen33xcos!” x
Vxsenx
16 =
) f0) x2cos(x?)
20. Seja f:R — R continua em R tal que | f(x)| < I3+ X2, para todo x € R. A funcao f € derivavel em 0?
flx )—f(a)
21. Seja f:R — R derivdvel em a € ] 0, +oo[. Calcule, em termos de f’(a), o limite: hm
a x-va
22. Discuta as seguintes “solucoes” para a questdo “Considere a funcao f(x) = x|x|. Decida se f é deriva-

vel em x = 0 e, em caso afirmativo, calcule f’(0). Justifique suas afirmacoes.”
“Solucdo 1”: f'(0) =0, pois f(0) =

“Solugdo 2”: Como a funcdo g(x) = |x| ndo é derivavel em x = 0, ndo é possivel usar a regra do produto
para derivar f em x = 0. Logo f nao é derivdvel em x = 0.

“Solugdo 3”: Temos f(x) = h(x)g(x), onde h(x) = x e g(x) = |x|. Assim:

f'(0) = h'(0)g(0) + h(0)g'(0);



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

como g(0) =0 e h(0) =0 entdo f'(0) =0.

—x%, sex<0

2

. Logo
x“, sex=0 &

“Solugdo 4”: Temos f(x) = {

x)— f(0 x*>-0
lim M lim = lim x=0,
x—0t x—-0 x—0t x—0 x—0*

e
_ _ 2 _
fim L9 SO o 0 i o,
x—0~ x—0 x—0- x—0 x—0~
—f(0
Portanto lim 0 -10 =0, ouseja f'(0) =0.
x—0 x—-0

Em que pontos f é derivéavel?

(@ f(x)=vxt+x (b) f(x) = Vx2+ x4,

Seja f : R — R derivavel em x = 0 tal que f(0) = f'(0) = 0. Seja g : R — R uma funcdo limitada e nao
derivavel em x = 0. Calcule a derivada de h(x) = f(x) g(x) no ponto x = 0.

Seja f(x) = Vx3 — x%sen ({/x).

(a) Calcule f'(3).
(b) Calcule f'(0).
5+ f(x))(2x+3secx)

, onde f é a funcdo dada acima. Calcule g'(0).
xitgrid onde f é a funcdo dada acima. Calcule g'(0)

(c) Seja g(x) =

Mostrar que a reta y = —x é tangente a curva y = x> — 6x> + 8x. Encontre o ponto de tangéncia.

Determine todos os pontos (X, Jo) sobre a curva y = 4x* —8x? + 16x + 7 tais que a tangente & curva em
(xo0, yo) seja paralela areta 16x—y+5=0.

. 3x+1 . )
Seja f(x) = ~_1 Determine todas as retas tangentes ao grafico de f que passam pelo ponto (0,0).

Sejam f : R — R uma funcao derivavel até 22 ordem e g : R — R dada por g(x) = xf(x + 1 + sen2x).
Calcule g"(x). Supondo f’(1) = -2, calcule g"(0).

Seja f(x) = |x3|. Calcule f”(x), para todo x € R. A funcdo f” é derivavel no ponto xy = 02 Justifique.

Sabe-se que f: R — R é uma funcdo derivavel em R e que a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 3 é x+2y =6. Seja g : R — R dada por g(x) = (f(v/9+4x))?. Determine g’(0).

Mostre que qualquer par de retas tangentes a pardbola y = ax? (a # 0) tem como intersec¢do um ponto
que estd numa reta vertical que passa pelo ponto médio do segmento que une os pontos de tangéncia
destas retas.

Seja y = f(x) uma funcdo dada implicitamente pela equacdo x> = y3(2 — y). Admitindo f derivavel,
determine a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1).

Seja y = f(x) uma funcdo dada implicitamente pela equacdo x> + xy + y* = 3. Admitindo f derivavel,
determine as possiveis retas tangentes ao grafico de f que sdo normais areta x—y+1=0.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Seja f derivavel num intervalo aberto I contendo x = —1 e tal que
(fOD° = (F)? +xf(x0) =2,
para todo x € I. Encontre f(—1) e a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (-1, f(-1)).

Suponha que f seja uma funcdo injetora, derivavel, e que sua inversa f~! seja também derivavel. Use
derivacdo implicita para mostrar que

—1y/ _ 1
0= F o

desde que o denominador nao seja nulo.
Usando o exercicio anterior, encontre (f~!)'(5) sabendo que f(4) =5 e que f'(4) = %

Calcule a derivada de cada uma das funcoes abaixo:

(@) f(x) = cos(arctgx) (b) f(x) = x*arctgx (c¢) f(x) = arcsen (x?)
(d) f(x) = (1+arctgx?) e) f(x) = arctg (3) () f(x) = arctg( s x)

(g f(x)=V1-x2arcsenx (h) f(x)=xarctg(x*—x) (i) f(x)=arcsenx

¢ Taxas relacionadas

(Expansdo Adiabdtica) Quando certo gads composto sofre uma expansao adiabética, a sua pressao p e

. N ~ 1,3 ’ dp dv
seu volume V satisfazem a equacdo p V"> = k, onde k é uma constante. Mostre que — VE =13 pa .

De um petroleiro quebrado vaza um grande volume V de 6leo num mar calmo. Apés a turbuléncia ini-
cial ter acabado, o petréleo se expande num contorno circular de raio r e espessura uniforme h, onde
r cresce e h de cresce de um modo determinado pela viscosidade e flutuabilidade do 6leo. Experién-
cias de laboratério sugerem que a espessura € inversamente proporcional a raiz quadrada do tempo

. c r P L. .
decorrido: h = —. Mostre que a taxa T com que o petréleo se expande € inversamente proporcional

Vi

a 34

Num certo instante £y, a altura de um tridngulo cresce a razao de 1 cm/min e sua drea aumenta a razao
de 2 cm?/min. No instante f;, sabendo que sua altura € 10 cm e sua area é 100 cm?, qual a taxa de
variacao da base do triangulo?

Despeja-se areia sobre o chdo fazendo um monte que tem, a cada instante, a forma de um cone com
diametro da base igual a trés vezes a altura. Quando a altura do monte é de 1,2 m, a taxa de variacao
com que a areia é despejada é de 0,081m>/min. Qual a taxa de variacdo da altura do monte neste
instante?

A aresta de um cubo cresce ao longo do tempo. Num certo instante f,, o seu volume cresce a uma taxa
de 10cm3/min. Sabendo que, neste instante, a aresta do cubo mede 30cm, qual é a taxa de variacao da
area da superficie do cubo?

Uma lampada estd no solo a 15m de um edificio. Um homem de 1,8m de altura anda a partir da luz em
direcdo ao edificio a 1,2m/s. Determine a velocidade com que o comprimento de sua sombra sobre o
edificio diminui quando ele estd a 12m do edificio e quando ele estd a 9m do edificio.

6



45.

46.

47.

Uma tina de 4gua tem 10 m de comprimento e uma sec¢do transversal com a forma de um trapézio
is6sceles com 30 cm de comprimento na base, 80cm de extensdao no topo e 50 cm de altura. Se a
tina for preenchida com 4gua a uma taxa de 0,2 m3/min, quio rapido estara subindo o nivel da 4gua
quando ela estiver a 30 cm de profundidade?

Uma camera de televisdo estd posicionada a 4.000 pés de uma base de lancamento de foguete. O
angulo de elevacdo da camera deve variar a uma taxa que possa focalizar o foguete. O mecanismo
de foco da camera também deve levar em conta o aumento da distancia entre a camera e o foguete.
Vamos supor que o foguete suba verticalmente e com uma velocidade de 600 pés/s quando ja tiver
subido 3.000 pés. Quao rapido estd variando a distancia da camera ao foguete nesse momento? Se a
camera de televisdo apontar sempre na direcao ao foguete, quao rdpido estarad variando o angulo de
elevacao dela nesse mesmo momento?

(Escada deslizante) Uma escada de 25 pés estd encostada na parede de uma casa e sua base estd sendo
empurrada no sentido contrdrio ao da parede. Num certo instante, a base da escada se encontra a 7
pés da parede e estd sendo empurrada a uma taxa de 2 pés por segundo.

(@) Qual avelocidade com a qual o topo da escada se move para baixo nesse instante?

(b) Considere o triangulo formado pela parede da casa, a escada e o chao. Calcule a taxa de variacao
da drea deste tridngulo no instante em que a base da escada se encontra a 7 pés da parede.

(c) Calcule a taxa de variacdao do angulo formado pela parede da casa e a escada, quando a base da
escada estiver a 7 pés da parede.

v¢ Respostas

m @ -3/4 @ 15 @ -6 @ 0 G 15 6 3/ @O vz 6 25
9 2 (100 1/2; (11) 1/6; 12) -1; 13) -1; 14) 1/3; (15) —oc; (16) O;
(17) nao existe; (18) nao existe; (19) 0; (20) —oo; (21) +oo; (22) —1/2; (23) 0; (24) 1/3;
250 1, (26) —oo; 27) 0; (28) —oc; (29) 3; (30) 32v2; (31) 3; (32) 0

(33) —V/7/2; (34)1/2; (35) ndo existe; (36) —co.

(2)0; (3)0;0; 4) 1; (5) c=-1, L=5/2; (6) (a) 2; (b) 0; (c) +oo; (8) (a) Falsa; (b) Verdadeira; (c) Falsa;
(1D (a) R; (b) R\{3}; (c) R\{1}; (d) R; (12) (a) —cos2; (b) 1; (13) Nao; (14) (a), (b) sdo falsas; (16) a= -3/2,
b=0ec=7/2;(17) (a), (c), (e), (), (g), (h), (1), (j), (k) sdo continuas em xy; (), (g), (j) sdo derivaveis em
Xo; (18) 6sec?9; (20) Sim; (21) 2va f '(a); (22) Somente (4) esté correta; (23) (a) em todos os pontos; (b)

em xo # 0 (24) 0; (25) (a) sz=sen (V3) + Y2 cos(¥/3).; (b) ~1; () —%;

(26) (3,-3); (27) (-1,-13), y=16x+3; (0,7), y=16x+7; (1,19), y=16x+3; (28) y =9x, y = —x; (29)
-12; (30) Nao; 31) -1, 33) y=x; 34) y+x=2; y+x=-2; (35) 2; 2x+7y—12 = 0; (41) —1,6; (42)

4
ﬁm/min; (43) gcmzlmin; (44) 3,6m/s; 0,9m/s; (45) %cm/min; (46) 360 pes/s; 0,096 rad/s; (47) (a)

Zpes/s; (b) & pes?/s; (c) txrad/s.




