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v¢ Integrais improprias

1. Decida quais integrais improprias abaixo sdo convergentes e tente calcular seu valor. Dentre as con-
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4a. Lista de Exercicios

vergentes, tente determinar aquelas que sao absolutamente convergentes.
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2. Calcule a derivada das seguintes funcoes:
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. Esboce o gréfico das funcdes abaixo:
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Prove que ¥+ y = f(x) e y(0) = y'(0) =0, para todo x € I.
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(a) Mostre que f é crescente e impar.
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(b) Mostre que f(x) < f(1)+1— 7 Vx = 1. (Sugestdo: Integre 0 <
(c) Mostre que )}im f(x) existe e € um numero real positivo.
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(d) Esboce o grafico de f(x), localizando seu ponto de inflex3o.
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(a) Calcule o comprimento do graficode Fentre x=1 e x =4.

F(x®)-F
(b) Calcule lim M
x—2 sen(x—2)

(Funcao Gamma) A funcao Gamma € definida por
o0
I'(x) = f e 't* lde,
0
para x > 0.

(a) Mostre que I' é bem-definida, i.e., que a integral acima é convergente para todo x > 0.
(b) Use integracao por partes para mostrar que I'(x + 1) = xI'(x), para todo x > 0.

(c) Use inducdao em n para mostrar que I'(n) = (n —1)! para todo inteiro n > 0. Isso mostra que a
funcao I' é uma extensao da funcao fatorial para todos os reais positivos.

(d) Use o item (2) para definir I' em toda a reta, exceto nos inteiros nao-positivos.

(Transformada de Laplace) Dada f': (0, +oo0) — R, a transformada de Laplace de f é definida como
(o.0]
Lf(x) :f e " f(ndt,
0

para x > 0. A transformada de Laplace é uma ferramenta muito 1til para resolver certas equacoes
diferenciais.



(a) Dizemos que f é de crescimento exponencial se existem a,a, M > 0 tais que | f(¢)| < Me*" para
todo t > a. Mostre que se f é de crescimento exponencial entdo .Z f € bem-definida (i.e., a inte-
gral converge) para todo x > 0.

(b) Mostre que se f é de crescimento exponencial e diferenciavel entao .Z(f")(x) = x.Z f(x) — f(0).
Encontre uma férmula semelhante para .Z (")

(c) Seja Hy afuncao que vale 1se t = a e zero se 0 < t < a. Calcule .2 Hy (x)

(d) Verifique as seguintes igualdades:
1) ZM)=1/x @) ZLeE*h=x-a) Lx>a B)ZtM=nx"1 neN
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(7) Z(cos(at) = (8) Z(cosh(at)) = g 2,x>|a| 9) Z(t"e*t) =n!(x—a)" !, neN
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12. (Funcao Erro) A func¢ao Erro é definida por

f(x) zfx 4t xeR
eri( x) = — e , X .
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(a) Mostre que a funcao erf é bem-definida, i.e., a integral acima converge.
(b) Esboce o gréfico da funcao erro.

+ — 12 _ s 4 2 _
(c) Pode-se provar que [" e~ " dt = \/m. Use este fato e a mudanca de varidvel t* = u para mostrar
queI'(1/2) = /7.

13. (Funcao seno integral) A funcao Seno integral é definida como
t
Si(x) = f X2
0

(a) Mostre que a funcao Si é bem-definida, i.e., a integral acima converge.

(b) Esboce o gréfico de Si. (Pode-se provar que limy_.o, Si(x) = 7/2; vocé pode usar este fato.)

v¢ Polindmio de Taylor

14. Calcule o polinémio de Taylor de f de grau n no ponto x, indicado:

(1) fx)=e*, x=0 ) fx)=e*, x=1 (3) f(x) =senx, xo=0

(4) f(x)=cosx, xp=0 (5) f(x) =cosx, xg=-1 (6) f(x)=arctgx, xo=0

(D) fX) =In+x),x=0 8) f(x)=In(1), =0 Q) f(x)=x3+2x>-5x+3,x=1
(10) f(x) =sinhx, xp=0  (11) f(x) =coshx, xo =0 (12) f(x) = x, Xp=0

(13) f(x) = Tix 2,x0 0 (14) f(x) =xIn(1+x), x0=0 (15) f(x) =cos?x, Xo =0

15. Use o polindmio de Taylor de ordem 2 e a féormula de Taylor com resto de Lagrange para calcular um
valor aproximado para cada um dos nimeros abaixo, estimando o erro:

(@) In(1,01) (b) sen(-0,01) (c) tg(-0,1) (d) v16,1 (e) v8,97
(f) cos(5 +0,05) (g) e’ (h) arctg(0,09) (i) In(1,001) (j) cosh(-0,1)



16. Use a fomula de Taylor com resto de Lagrange para mostrar as igualdades abaixo:

. n +1
(a) e* = llquooZg:O%, xeR (b) senx = thﬁooZn NG 1)"%, xeR
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(¢) cosx =limy—_oo XN o(-1)" &0, x €R (d) In(1+x) =limy—o XN, E—x", x| <1

(e) arctgx = limy—_co X0, (— 1)”2n+1, IXI<1 () In() =limy-o2X], gi,ﬂ» lxl <1

17. Utilizando o exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de:

(a) e, com erro inferior a 1072 (b) sen1, com erro inferiora 10~/

(c) cos1, com erro inferiora 10™°  (d) In2 e In3, com erro inferior a 10>

(e) e, com erro inferior a 107> (f) arctg(1/2) e arctg(1/3), com erro inferior a 10~°
(g) /4, com! erro inferiora 107  (h) cos(1/2), com erro inferior a 10~
18. Calcule 4 — Parctg () e xi;‘jtg 0)

19. Estime as integrais abaixo:
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20. Utilizando os polindmios de Taylor das funcdes envolvidas, calcule os seguintes limites:
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v¢ Respostas
(1
CA* C** Valor D**
1 [a>1 (a-D7']as<l1
2 |a<1 1-a) ! ]a=1
3 X
4 X -1
5la>1]a>0
6 |la>1|a>0
7 X
8 X
9 X
10 X
11 X 1/2
12 X




CA* C** | Valor D**
13 X /2
14 X
15 X
16 X a_l
17 a<l a=1
18| f>a+l B=sa+l
19 X
20 X
21 a>1 O<sac<l
22 X
23 X
24 X
25 p>1 p=<1
26 X
27 X /2
28 a>1 a<l
29 X
30 X
31 X 1
32 X
33 X

(Legenda: CA - Converge absolutamente; C-Converge; D-diverge)

(14)

(1) pu(x) =1+x+x2/21+...+ x"/n;

@) pp(x)=e+e(x—1)+e(x—1?/2'+...+e(x—1)"/n);

(3) Pak+1(x) = x—x3/31+ (- DFx2F 1 2k + 1Y

4) pax(x) = 1—x2/21+ (-1 x**1 2k}

(5) pn(x) =cosl—senl(x—1)+cosl(x—1)?/2!—senl(x—1)3/3!+...+ f Q) (x - 1"/ n);
(6) Poks1 (X) =x—x3/3+x°/5+...+ (=DFx***1/ 2k + 1);

(7) pn(x) = x—x?12+x3/3— ...+ (-1)"x"/ n;

8) pak+1(X) =2x+2x3/3+...+2x*¥1 ) 2k +1);

(9) pn(x) = p3(x) =1+2(x—1) +5(x— 1)+ (x— 1) para todo n = 3;
(10) pas1(0) = x+ 313!+ ...+ X2/ 2k + 1)}

(11) por(x) =1+ x%/2!+ ...+ x** /1 (2k);

(12) pp(x) =1+ x+x* +...+ x™

(13) por(0) = 1 - x% + x* +...+ (= Dkx2K;

(14) pp1(X) = x2 =312+ x4 3 — ...+ (=1)"x""

(15) por(x) = 1+ x +...+ 22K 152K/ 2 )1



