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Parte 2
v¢ Limites de funcoes

1. Calcule os seguintes limites, caso existam:

) 2x3+9x%+12x+4 , Vx2+16-5 , Vx2+12-4
1) lim,__» 2) limy. 3——1 "> 3) limy_p —————
—x3-2x2+4x+8 X?+3x 2_Vx3-4
4 5
V2x-1 Vxt+1-1 Jx—1
4) limy_/p—o e 5) limy_g—————— 6) lim,_, VX
2x—1 X Vx-1
. Vx2-1+yx-1 ) sen (20x) ) sen (sen (2x))
7) lim,_q+ 8) limy_g—————— 9) limy_g———mm—
x—1 sen (301x) X
1- Jcos x COSX
10) lim,_.o(tg(3x) cossec (6x)) 11)lim,_¢ — 12) limxﬁ% -
X x-Z
2
) Vx2-6x+9 _ sen (3x%2 —5x+2) _ sen x
13)limy_,g- ——— 14) lim, 4 15)lim, g+ ——
x-3 . xX2+x-2 x3 —x2
3 il
- sen (x)sen( ) . N . 3
16)lim,_.g 1) lim,_,o———— 18)lim, .1 |—— -
x2 X x-1 1-x3
1
sen (x° — l)cos(—) )
19) lim,_. 1+ =X o0y limy_p 2 21)lim al
x—1 1 x—2 x2_4x+4 X—+00 11
2x3—x2+7x-3 x+1
22)lim,_. 23) liMy— oo (VX + 1 — /X 24)lim,_.
) X—+00 2 — X+ 5x2 _ 4x3 ) X—+00 ( \/_) ) X—+00 /—gx n 1
X —senx 7x8 +5x44+7
25) limys 100 ————— 26) lim 100 (V x2+1-Vxi+ 1) 27) limys oo ———————
xX+senx xX*+2
3x°+2x-8 (x> —2x)sen (x* —4)
28)lim,,_ oo ——— 29 limy—, oo (VX2 +9+x+3) 30)lim,_.»
’ Oo\/xﬁ+x+1 e * Vx2+4—-+4x
3x3 + xcos(v/x x(sen x + /xcos x V7x12 +5x4 +7
x4sen(1/x)+1 Xv/X —sen (x/x) 2x3+2

Vx3+x2-5x+3 yxcos x+2x*sen (1)

x2-1

34) limy_ oo (VX + /X —/X) 35)lim,_1 36) limy— 100

x—V1+x?

\S)

3
. Seja f :R— R uma fungo tal que | f(x)| < 2|x|, para todo x € R. Calcule lirr(l) i) ,
=0 X

6 6
X X
. Seja f:R— Rtal que 1+xz+—3 <fx)+1 SSecx2+—3 , para todo x € R. Calcule lin(l)f(x) e
X—

w

}Ci_r%(f(x)cos(x:xz)) .

'S

. Sejam f, g : R — R tais que |sen x| < f(x) < 3|x|] e 0 < g(x) <1+ |sen x|, para todo x € R. Calcule
lirr(l)(f(x) g(x)+cosx).
X—

2x3+cx+c

> = L. Determine c e L.
xc—1

5. Sejam c, L € R tais que lin}
x—>



6. Seja f:R—R.
fx) f(x)

(a) Assumindo que lim =—— =1, calcule lim —.
x—2 X x—=2 X

f(x)

(b) Assumindo que lim —— =0, calcule lim f(x).
x—0 X x—0

(c) Assumindo que lim

5 = +o0, calcule lim f(x).
—+00 X< + X X—too

7. Aresolucdo abaixo estd incorreta. Assinale o erro e calcule (corretamente) o limite:

lim (\/E—x): lim ( x2(1+l)—x)

X—+00 X—+00 X
. 1
= lim x( 1+ — —1): lim (x-0) =
X—+00 X X—+00
~
-0
| —
-0

8. Decida se a afirmacdo é verdadeira ou falsa, justificando ou apresentando um contra-exemplo.

(@) Se f,g:R— Rsao funcoes tais que f é limitada positiva e xlir+n g(x) = +00, entdo tem-se que
—+00
Jim f(x0)g(x) =
(b) Se f, g:R— Rsao funcoes tais que f é limitada e xlirP g(x) = +00, entdo tem-se que
—+00

Jim f(0)+g(x) =

(c) Se f, g:R— Rsdo fungdes tais que lim @—+oo, entdo hm f(x) gx) =

X—+00 g(x)
9. Dé exemplos de funcoes f e g tais que:
. 3 . fx)
(@) }g’r(l)f(x) = +00, }Clll‘(l)g(x) +oo e }Clin ﬁ =0.
(b) lin(l)f(x) = 400, lin(l)g(x) =+o0e lim (f(x) -g)=
X— X—
(c) lim (f(x)—g(x)) Oe hm ? ;
(d) lim A/ lim (f(x) g(x)) #0.
x—0 g(x)

10. Mostre que se chlil}l % =1 e se g é limitada entdo hm f (x)—gx) =

v¢ Continuidade de Funcdes

11. Determine o conjunto dos pontos de seu dominio em que a funcdo f é continua. Justifique.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

sen(x*—4)+5, sex>2

9 5 |x2 —4x+3| 43
@f=4 X0 exco b f={ x-3 = %
x—2 1, sex=3
5, sex=2
X2+x-2
M — _1)[x]
© f={ x-12" sex#1 (d) f(x):%sen(nx).
0, sex=1

Obs.: 0 simbolo [x] denota o maior inteiro que é menor ou igual a x e é definido por [x] =max{ne€ Z:

n<x}.

Determine L para que a funcao dada seja continua em R.

sen (x2+2) —sen(x +2) s x#0 Va8 + x4 40
@ f(x) = X ’ b f={ x = °*
L, sex=0 L, sex=0

Considere a funcdo f:R — R definida por

V(x—1)°
fw={xm1 X!

x_
1, sex=1

Verifique que lim f(x) = linll f(x). Pergunta-se: f é continua no ponto x = 1?2 Por qué?
x—1 x—1
Decida se a afirmacao é verdadeira ou falsa, justificando ou apresentando um contra-exemplo.

(@) Se f:R— Rétal que|f|é continuaem x =0, entdo f é continuaem x = 0.

(b) Se f e g sdo fungdes descontinuas em x =0, entdo a funcao fg é descontinua em x = 0.

¢ Derivadas

Sejam f e g funcdes derivdveis em um intervalo abertol, acle

h(x):{f(x)’ sex=a

gx), sex<a '
Prove que h é derivavel em x = a se, e somente se, f(a) = g(a) e f'(a) = g'(a).

, ~ ax*+bx+c, sex<l
Encontre constantes a, b e ¢ tais que a fungao f(x) =4 ,
X“—5x+6, sex=>1

seja derivavelem R e f'(0) = 0.

Verifique se f é continua e derivavel no ponto xy, sendo:



X3-x
— 1
@ Fx) = (x + X) cos sex#0 x0=0 (b) fx) = — se x > =
sex=0 1, sex=<l1
x2 +senx, sex>0 o1
© f(x)=X x°+4x3, sex<0, x=0 d f(x)= %, sex , Xxo=1
sex=0 sex<l1
) f(x) = {xsen— sex;éO,x():O ® Fx) = xsen— sex;éo,xozO
sex=0 sex=0
sen x sen(xz)
sex#0 , 0
(@ flx) = { x X0 =0 W fw={vera 70 =0
1, sex=0 0, sex=0
(i) f(x)=Isenx|, xo=0 j) f(x)=Isen(x®)|, xo=0
k) f(x) =cos(vIx[) , xo=0
18. Calcule lim B+ 0] - g9
. lim P .
19. Calcule f’(x) para as funcoes f abaixo:
x+1 2x3 +1)3% 4x - x*
1)f(x):m 2)f(x):T 3)f(x):m
3.2
4) f(x) = xsen (Vx5 — x?) 5) f(x) = (x4\-/kig§?cs+x1)2 6) f(x) = v/xtg2x
+ 2t (3 — 2
7) f(x) = % 8) f(x) =sec(vxZ+1) 9) f(x) :%
4
10) f(x) = xsenxcosx 11) f(x) = (x+4) 12) f(x) = ;
4424 sen (x —senx)
2x 2
1 =—— 14 = 2 1 =
3) f(x) (x+\/})% ) f(x) = cotg(3x* +5) 5) f(x) sonPrcos x
_ Vxsenx
16) 700 = x? cos(x?)

20.

21.

22.

Seja f :R — R continuaem R tal que | f(x)| <
Seja f : R — R derivavel em a € 10, +oo. Calcule, em termos de f’(a), o limite: hm

Discuta as seguintes “solucdes” para a questdao “Considere a funcao f(x) =

Ix3 + X2, para todo x € R. A funcao f é derivavel em 0?

f()—f(a)
a Jx-va

x|x|. Decida se f é derivéa-

vel em x = 0 e, em caso afirmativo, calcule f’(0). Justifique suas afirmacoes.”

“Solucdo 1”: f'(0)

“Solugdo 3”: Temos f(x) =

como g(0)=0e h(0) =

=0, pois f(0) =
“Solugdo 2”: Como a funcao g(x) =
para derivar f em x = 0. Logo f nao é derivdvel em x = 0.

h(x)g(x), onde h(x) =

f') =

0 entdo f'(0) =0

xeglx) =

|x| ndo é derivavel em x = 0, ndo é possivel usar a regra do produto

|x]. Assim:

h'(0)g(0) + h(0)g'(0);



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

—x%, sex<0

2

“Solugdo 4”: Temos f(x) = { .
x“, sex=0

x)— f(0 P
lim M lim = lim x=0,
x—0+ x—-0 x—0t x—0 x—0*

- f( -x*-0
lim M: im x = lim —x=0.
x—0~ x—0 x—0- x—0 x—0~

Portanto lim w

— 3 / —
lim =——— =0, ouseja f'(0) =0.

Em que pontos f é derivavel?

@ f(x)=vxt+x (b) f(x) = Vx2+ x4,

Seja f : R — R derivavel em x = 0 tal que f(0) = f'(0) = 0. Seja g : R — R uma funcdo limitada e nao
derivavel em x = 0. Calcule a derivada de h(x) = f(x) g(x) no ponto x = 0.

Seja f(x) = Vx3 — x%sen ({/x).

(a) Calcule f'(3).
(b) Calcule f'(0).
5+ f(x))(2x+3secx)

, onde f é a funcdo dada acima. Calcule g'(0).
xitgxid onde f é a funcdo dada acima. Calcule g'(0)

(c) Seja g(x) =

Mostrar que a reta y = —x é tangente a curva y = x> — 6x? + 8x. Encontre o ponto de tangéncia.

Determine todos os pontos (X, Jo) sobre a curva y = 4x* —8x? + 16x + 7 tais que a tangente & curva em
(x0, yo) seja paralela areta 16x—y+5=0.

. 3x+1 . )
Seja f(x) = ~— 1 Determine todas as retas tangentes ao grafico de f que passam pelo ponto (0,0).
Sejam f : R — R uma funcao derivavel até 22 ordem e g : R — R dada por g(x) = xf(x + 1 + sen2x).
Calcule g"(x). Supondo f’(1) = —2, calcule g"(0).

Seja f(x) = |x3|. Calcule f"(x), para todo x € R. A funcdo f” é derivavel no ponto xy = 02 Justifique.

Sabe-se que f: R — R é uma funcdo derivdvel em R e que a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 3 é x+2y =6. Seja g : R — R dada por g(x) = (f(v/9+4x))?. Determine g’(0).

Mostre que qualquer par de retas tangentes a pardbola y = ax? (a # 0) tem como intersec¢do um ponto
que estd numa reta vertical que passa pelo ponto médio do segmento que une os pontos de tangéncia
destas retas.

Seja y = f(x) uma funcdo dada implicitamente pela equacdo x> = y3(2 — y). Admitindo f derivavel,
determine a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1).

Seja y = f(x) uma funcdo dada implicitamente pela equacdo x> + xy + y*> = 3. Admitindo f derivavel,
determine as possiveis retas tangentes ao grafico de f que sdo normaisaretax—y+1=0.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Seja f derivavel num intervalo aberto I contendo x = —1 e tal que
(fOD° = (F)? +xf(x0) =2,
para todo x € I. Encontre f(—1) e a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (-1, f(-1)).

Suponha que f seja uma funcdo injetora, derivavel, e que sua inversa f~! seja também derivavel. Use
derivacao implicita para mostrar que

—1y/ _ 1
AR TR

desde que o denominador nao seja nulo.
Usando o exercicio anterior, encontre (f ~1y/(5) sabendo que f(4)=5eque f'(4) = %

Calcule a derivada de cada uma das funcoes abaixo:

(@) f(x) = cos(arctgx) (b) f(x) = x*arctgx (c) f(x) = arcsen (x?)
(d) f(x) = (1+arctgx?) e) f(x) = arctg 3) () f(x) = arctg( s x)

(g) f(x)=V1-x2arcsenx (h) f(x)=xarctg(x*—x) (i) f(x)=arcsenx

¢ Taxas relacionadas

(Expansdo Adiabdtica) Quando certo gas composto sofre uma expansao adiabdtica, a sua pressao p e

. N ~ 1,3 ’ dp dv
seu volume V satisfazem a equacdo p V"> = k, onde k é uma constante. Mostre que — VE =13 pa .

De um petroleiro quebrado vaza um grande volume V de 6leo num mar calmo. Apés a turbuléncia ini-
cial ter acabado, o petréleo se expande num contorno circular de raio r e espessura uniforme h, onde
r cresce e h de cresce de um modo determinado pela viscosidade e flutuabilidade do 6leo. Experién-
cias de laboratério sugerem que a espessura € inversamente proporcional a raiz quadrada do tempo

. c r p - .
decorrido: h = —. Mostre que a taxa T com que o petréleo se expande € inversamente proporcional

Vi

a 34

Num certo instante £y, a altura de um tridngulo cresce a razao de 1 cm/min e sua drea aumenta a razao
de 2 cm?/min. No instante £, sabendo que sua altura € 10 cm e sua area é 100 cm?, qual a taxa de
variacao da base do triangulo?

Despeja-se areia sobre o chdo fazendo um monte que tem, a cada instante, a forma de um cone com
diametro da base igual a trés vezes a altura. Quando a altura do monte é de 1,2 m, a taxa de variagcdo
com que a areia é despejada é de 0,081m>/min. Qual a taxa de variacdo da altura do monte neste
instante?

A aresta de um cubo cresce ao longo do tempo. Num certo instante f,, o seu volume cresce a uma taxa
de 10cm3/min. Sabendo que, neste instante, a aresta do cubo mede 30cm, qual é a taxa de variacao da
area da superficie do cubo?

Uma lampada estd no solo a 15m de um edificio. Um homem de 1,8m de altura anda a partir da luz em
direcdo ao edificio a 1,2m/s. Determine a velocidade com que o comprimento de sua sombra sobre o
edificio diminui quando ele estd a 12m do edificio e quando ele estd a 9m do edificio.

7



45.

46.

47.

Uma tina de 4gua tem 10 m de comprimento e uma sec¢do transversal com a forma de um trapézio
is6sceles com 30 cm de comprimento na base, 80cm de extensdao no topo e 50 cm de altura. Se a
tina for preenchida com 4gua a uma taxa de 0,2 m3/min, quio rapido estara subindo o nivel da 4gua
quando ela estiver a 30 cm de profundidade?

Uma camera de televisdo estd posicionada a 4.000 pés de uma base de lancamento de foguete. O
angulo de elevacdo da camera deve variar a uma taxa que possa focalizar o foguete. O mecanismo
de foco da camera também deve levar em conta o aumento da distancia entre a camera e o foguete.
Vamos supor que o foguete suba verticalmente e com uma velocidade de 600 pés/s quando ja tiver
subido 3.000 pés. Quao rapido estd variando a distancia da camera ao foguete nesse momento? Se a
camera de televisdo apontar sempre na direcao ao foguete, quao rdpido estard variando o angulo de
elevacao dela nesse mesmo momento?

(Escada deslizante) Uma escada de 25 pés estd encostada na parede de uma casa e sua base estd sendo
empurrada no sentido contrdrio ao da parede. Num certo instante, a base da escada se encontra a 7
pés da parede e estd sendo empurrada a uma taxa de 2 pés por segundo.

(@) Qual a velocidade com a qual o topo da escada se move para baixo nesse instante?

(b) Considere o triangulo formado pela parede da casa, a escada e o chao. Calcule a taxa de variacao
da drea deste tridngulo no instante em que a base da escada se encontra a 7 pés da parede.

(c) Calcule a taxa de variacdao do angulo formado pela parede da casa e a escada, quando a base da
escada estiver a 7 pés da parede.

v¢ Respostas

m @O -3/4 @ 15 @ -1/6 @ 0 () 1/5 6 3/7, @ V2 (8 %;
9 2 (100 1/2; (11) 1/6; 12) -1, 13) -1; 14) 1/3; (15) —oc; (16) O;
(17) nao existe; (18) nao existe; (19) 0; (20) —oo; (21) +oo; (22) —1/2; (23) 0; (24) 1/3;
25 1, (26) —oo; 27) 0; (28) —oc; (29) 3; (30) 32v2; (31) 3; (32) 0

(33) —V/7/2; (34)1/2; (35) ndo existe; (36) —co.

(2)0; (3)0;0; 4) 1; (5) c=-1, L=5/2; (6) (a) 2; (b) 0; (c) +oo; (8) (a) Falsa; (b) Verdadeira; (c) Falsa;
(1D (a) R; (b) R\{3}; (c) R\{1}; (d) R; (12) (a) —cos2; (b) 1; (13) Nao; (14) (a), (b) sao falsas; (16) a=-3/2,
b=0ec=7/2;(17) (a), (c), (e), (), (g), (h), (1), (j), (k) sdo continuas em xy; (f), (g), (j) sdo derivaveis em
Xo; (18) 6sec?9; (20) Sim; (21) 2va f '(a); (22) Somente (4) esté correta; (23) (a) em todos os pontos; (b)

em xo # 0; (24) 0; (25) (a) sz7=sen (V3) + Y2 cos(¥/3).; (b) ~1; () —%;

(26) (3,-3); (27) (-1,-13), y=16x+3; (0,7), y=16x+7; (1,19), y=16x+3; (28) y =9x, y = —x; (29)
-12; (30) Nao; 31) -1, 33) y=x; B4) y+x=2; y+x=-2; (35) 2; 2x+7y—12 = 0; (41) —1,6; (42)

4
ﬁm/min; (43) gcmz/min; (44) 3,6m/s; 0,9m/s; (45) %cm/min; (46) 360 pes/s; 0,096 rad/s; (47) (a)

Zpes/s; (b) & pes?/s; (c) t5rad/s.




Parte 2

¢ Teoremas do valor intermedidrio e do valor médio
1. Seja h(x) =2x+ cosx.

(a) Mostre que h é bijetora.
(b) Calcule h~1(1).

(c) Admitindo h~! derivavel, determine (h~1)’(1).

2. Seja f(x)=e*—1-% x>0.

x 2
(a) Mostre que a equacgao
1 x

X
e ————=
x 2 y

admite uma tnica solucdo para qualquer y € R. Conclua que f admite inversa.

(b) Seja g ainversa de f. Mostre que |g(x) — g(¥)| < 2|x — y|, para quaisquer x, y € R.
3. Seja f(x) =tgx+x3, —n/2< x<m/2.

(a) Mostre que a equacdo tgx + x> = y admite uma tinica solucdo para qualquer y € R. Conclua que
f admite inversa.

(b) Seja g ainversade f. Mostre que |g(x) — g(¥)| < |x — y|, para quaisquer x, y € R.
4. Seja f(x) =3x>+5x>+7senx, x € R.

(a) Mostre que f € inversivel e sobrejetora.
(b) Calcule f~! em termos de f.

(c) Se g:R— R éainversade f, mostre que |g(x) — g(y)| < 3|x — y| para quaisquer x, y € R.

5. Seja f(x) = x°+x>+2x+1, gasuainversae a,b € R com a < b. Mostre que

1
gh)-gla) < E(b_ a).

6. Seja f(x) = x”+8x3 - x5 —8x. Prove que f'(x) tem duas raizes distintas no intervalo ] — 1, 1.

7. Use o teorema do valor médio para provar as seguintes desigualdades:

(@) |[sen b—sen al < |b—al, paratodos a,b eR.

(b) I\/E—\/EIS%Ia—bl,paratodosa,belR,comazlebz1.
(c) |ln%|sIa—bl,paratodosa,bEIR,comazlebz 1.

(d) bb—a“>a“(b—a),paratodos a,beRcoml=<a<hb.

(e) e¥—e¥=x—-y,paratodos x,y com x = y=0.

8. Seja f uma funcdo derivavel no intervalo ] — 1, +oo[. Mostre que se f(0) =0e 0 < f'(x) <1, para todo
x>0, entdo 0 < f(x) < x, para todos x > 0.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Mostre que f(x) = (1 + x)!/* é estritamente decrescente para x > 0. Conclua que

1+m°<1+e).
Prove as seguintes desigualdades:

1
(@) 2y/x>3——, paratodo x> 1
X

(b) " > n¢
teb b
(© g—>—paraO<a<b<%
tga a
x3 B2 x°
(d x——<senx<x——+—,parax>0
3! 3! 5!

(€) V1+x<1+3x parax>0

() 2xarctgx>In(1+ x2), parax >0

(g e*>1+xparax>0

2

(h) e*>1+x+ 3 parax>0

@ x"-1=zn(x-1parax=1
Mostre que a equacido x> —3x? + 6 = 0 admite uma tinica raiz real e tente localiza-la.
Mostre que a equacio x° + x> —5x + 1 = 0 admite trés raizes reais e tente localizé-las.
Determine os possiveis valores de a para os quais a equacgao

x> +3x°-9x+a=0

admite uma tinica raiz real.

Mostre que a equacdo 3x —2 + cos(%) = 0 tem exatamente uma raiz real.

fx)

Seja f derivavel em R e seja g dada por g(x) = " x # 0. Suponha que xj é ponto de maximo local de

g. Prove que
xof' (x0) — f(x0) =0.

Prove que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa xy passa pela origem.

Seja f(x) um polindmio de grau 3, com trés raizes reais distintas. Mostre que f tem um ponto de
inflexdo, que é a média aritmética das trés raizes.

Sejam f :R — R derivavel e a, b € R tais que f(a) = f(b) = 0. Mostre que se f’(a) f'(b) > 0, entdo existe
centre a e b tal que f(c) =0.

Para que valores de k a equacdo 2x> —9x? + 12x = k tem trés raizes reais distintas ?

Prove que se p é um polindmio, a equagao e*— p(x) = 0 ndo pode ter infinitas solucoes reais. (Sugestao:
Divida por x” para um certo n suficientemente grande.)

Seja f : R — R derivavel e com um tinico ponto critico xy. Prove que se x( for ponto de minimo (ma-
ximo) local de f, entdo x( serd o tinico ponto de minimo (méximo) global de f.

10



21.

22.

Mostre que

x—1 /4
(a) arcsen (?) = 2arctg(v/x) — ) para qualquer x € R.
X

(b) 2arcsenx =arcsen(1-2x%), -1<x<1

1
24.a=——

Seja a € R tal li
ejaa alque lim 2

X—+00

(ax—l

X
) = 4. Determine a.
ax+1

v¢ Funcdes exponencial e logaritmica

23.

Suponha que vocé receba as duas propostas abaixo para trabalhar por um més:

A. Vocé recebe 1 milhao de reais no final do periodo.

B. Vocé recebe 1 centavo no primeiro dia, 2 centavos no segundo dia, 4 centavos no terceiro dia, e,
em geral, 2! centavos no n-ésimo dia.

Qual delas é mais lucrativa?
24.
]' X —X
(a) coshx = E(e +e™)
d) f(x)=x°+e*

@ fx) = (nx)?+ (1 +25)
§) Flx) =27 +3%

(m) f()C) — (ex +3x)arcsen(x2)

(p) f(x) — (x2 4 1)Sen(x5)

5) f0) =Iny /20

1

25. Calcule, caso exista
In(1-2x)

@) lmll‘ tg(mx)

x—»§

(d) lim (Inx)® Y

x—1*

(g lim x%Inx,a>0
x—0F

1
51 3
0) xl—I% Inl+x) e*-1 ]

2
(m) lim x®®)

x—0*

. In(1+x?
(p) im ———
x—0 xarctgx
(s) lim (tgxsecx— sec® x)
x—Z"

(v) lim (senx)!/n*
x—0%

Calcule a derivada de cada uma das funcoes abaixo:

© fx)=e
) f(x)=In(e* +1)

1
(b) sinh x = E(e’C —e™

(© fl = e+ =

(h) f(x)=In(x+Vx2+1)

(k) f(x) =In(arctgx)

G fx)=x"+n"

M) f(x) = (1+cos*x
In(x3 +2%)

(0) fx)= T2 1 gtosx

(r) f( x) — x2 earctgx

)senx

() f(x) = (3+cosx) B

1/x*

@ fx)=010+ arctgxz)

() f(x) = X0+ W f(x)=(1-senx)* !

O fim 20 (g fm A2

x—too  {/x x—0* cotg x

lim 0% B lim X5
R L W

2

(h) Lim xsen(g) (D) lim ( - —)

X=+oo X x—0 \1—cosx x?
& lim (xsenx)®* (1) lim (e*+3x)'"*

x—0% x—0 )

1 tg(2

(n) im |—+Inx (o) lim M

x—=0% [ X x—0 In(1+3x2?)

. xsen x+2x?
(r) lim

x—0 e¥+e -2
() lim (1+3x)/n*
X—+00

(@ lin})(l +sen2yx)t/senx
X—

(t) lim xln2/(1+ln X)
X—+00

(w) xliIP [ln(x+3)x+4—ln(x+2)x+4] (x) lirgl (1-cosx)V/*
e L
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

No seu livro de Célculo de 1696, I'Hospital ilustrou sua regra com o limite da funcao

Fl) = V2a3x—x* — aValx

a—vax3

quando x — a, a > 0. Calcule este limite.

v« Fungoes hiperbdlicas

X —X

~ e . p . P
Mostre que a funcdo sinh x = — é inversivel e sua inversa é dada por

arcsinhx=In(x+ V1+x2), xeR.

Encontre as inversas das demais funcoes hiperbdélicas e também suas derivadas.
Mostre que cosh? x —sinh? x = 1, sech®x = 1 — tanh? x e coth® x = 1 + csch?x, para todo x € R.
Mostre que cosh(x+ y) = sinh xsinh y+cosh x cosh y e sinh(x+ y) = cosh xsinh y+cosh ysinh x, x, y € R.

Esboce os gréficos de todas as func¢des hiperbélicas e de suas inversas.

v¢ M4ximos e minimos

a
Encontre a € R para que f(x) = x% + = tenha:
X

(@) um minimo local em x = 2.
(b) um minimo local em x = -3.
(c) Mostre que f ndo terd maximo local para nenhum valor de a.

(a) Esboce o gréfico de f(x) = x2e %,

(b) Determine, em fungao de k, o nimero de solucoes reais da equacgao ke* = x2.

ex
(a) Ache o ponto de minimo de f(x) = — no intervalo ]0, +ool.
X

a+b
> ¢?, paratodosa>0eb>0.

(b) Prove que
a

Seja f uma funcdo. Se existir uma reta y = mx + n tal que lir+n [f(x) — (mx+ n)] =0, dizemos que
X—+00
y = mx + n é uma assintota para f. Prove que a reta y = mx + n é uma assintota para f se, e somente

X
se, lim /= =me lim (f(x) —mx) = n. (Tudo o que dissemos para x — +oo vale também para
x—+o0o X X—+00
X — —00.)

Esboce o grafico das fun¢oes abaixo e dé as equagdes das assintotas, quando existirem.

12



3

@ fx)=xt+2x3+1 (b) f(x) = © flx)=

5, x2 —11 x2 +61
X~ — X — 2
(d)f(x)_x3+1 (e)f(X)—x2_4 (f)f(X)—(3—;)ex ,
(@ f(x) = Vx3—x2 (h) f(x) = * — e3* () f()=x-3Inx—=
1
G) f(x) = % © f)=vVxx-1D2 O fx)=x"
9 2x2 (x—2)3
(m) f(x) =In2x) -InBx“+3) (n) f(x) = 71 (0) f(x) = P
x> —-2x-3 X-x+1
(p) f(x) = BT (@ f(x) =arctg(nx) (1) f(x) = —z
X
1
8) f(x) = ¥*Inx ® f(0) = e; W fx) = %
W ) =x>+x*+x W) f(x) = zx;l ® fx)=Vx2-x
x“+x+1

36. Achar os valores minimo e maximo de:

(@) f(x)=senx—cosx, x€[0,n]

b) fx)=V3+2x—x3, —3<x<1
(© f(x):§+lnx,%sxs4

(d) f(x):v3x3—2x2,—lsx52
e f(x)=|x*-2x3,0<x<3
(f) f(x):%—x3—2x2+3,—25x53

(@ fx)=x3-3x2+3x-1,-2<x<1
P
(h) f(x)=E—?—x3+4x2—4x+1,—35x53

37. Para que ntimeros positivos a a curva y = a* corta areta y = x?

38. Seja f: R — R uma funcao derivavel e seja a € R fixado. Verifique se as afirmac¢des sdo verdadeiras ou
falsas, justificando sua resposta:

(@) Se f'(x) >0, para todo x > a, entao
xl_l)I}l f(x) = +o0.

(b) Se f é derivavel até segunda ordem com f'(x) >0e f”(x) > 0, para todo x > a, entao
xEIow(x) = +00.
(c) Se lim f'(x)=0entdo lim f(x)=LeR.
X—+00 X—+00
(d) Se existe uma assintota para f (quando x — +00) com coeficiente angular m e se existe
. / _
Jim =L,
entao L =m.

(e) Se lirP f'(x) = meR, m#0entdo f tem uma assintota com coeficiente angular igual a m.
X—+00

13



39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

vt Aplicacoes
Para que pontos da circunferéncia x? + y* = 25 a soma das distancias a (2,0) e (-2,0) ¢ minima?
Achar os pontos da hipérbole x%— y2 = 1 mais préximos de (0,1).

Um triangulo isOceles esté circunscrito a um circulo de raio R. Se x é a altura do tridngulo, mostre que
sua drea é minima quando x = 3R.

Qual é o menor valor da constante a para o qual a desigualdade ax+% > 2+/2 é valida para todo ntimero
positivo x?

a
Seja f(x) = 5x° + =, x> 0, onde a > 0. Ache o menor valor de a de modo que f(x) =28, Vx> 0.
X

Um cilindro é obtido girando-se um retangulo ao redor do eixo x, onde a base do retangulo est4 apoi-

ada. Seus vértices superiores estdo sobre a curva y = . Qual é o maior volume que tal cilindro

X
x2+1
pode ter?

(a) Latas cilindricas fechadas devem ser feitas com um volume V especificado. Qual é a razdo entre a
altura e o didametro da base que minimiza a quantidade de metal gasto para fazer a lata?

(b) Por que as latas encontradas no supermercado nao sdo em geral como em (a)? Em geral o metal vem
em uma chapa retangular. Ndao hd desperdicio envolvido em cortar a chapa que formara a superficie
lateral, mas as tampas devem ser cortadas de uma pec¢a quadrada, e as sobras, sao desprezadas (ou
entdo recicladas). Ache a razao entre a altura e o diametro de uma lata de volume V que minimiza o
custo do material utilizado.

Um arame de comprimento L deve ser cortado em 2 pedacos, um para formar um quadrado e outro
um triangulo equildtero. Como se deve cortar o arame para que a soma das dreas cercadas pelos 2
pedacos seja (a) maxima? (b) minima? Mostre que no caso (b) o lado do quadrado é 2/3 da altura do
triangulo.

Um canhdo situado no solo é posto sob um angulo de inclinagdo 6. Seja r o alcance do canhao, isto é,

. A . ~ . ~ P 2
a distancia entre o canho e o ponto de impacto da bala. Entdo r é dado por r = 2z-senfcosé

ondeve
. g ’
g sdo constantes. Para que angulo o alcance é maximo?

Determine o cone circular reto de maior volume que pode ser inscrito numa esfera de raio 3.

Deseja-se construir uma esfera e um cubo de modo que a soma das 4reas de suas superficies seja igual
a 2. Determine o raio da esfera que maximiza e o que minimiza a soma de seus volumes.

Um muro de 2 metros de altura estd a 1 metro de distancia da parede lateral de um prédio. Qual o
comprimento da menor escada cujas extremidades se ap6éiam uma na parede, e outra no chao do lado
de fora do muro?

Um papel de filtro circular de raio a deve ser transformado em um filtro conico cortando um setor cir-
cular e juntando as arestas CA e CB. Ache a razdo entre o raio e a profundidade do filtro de capacidade
maxima.

(LEI DE REFRAGAO DE SNELLIUS) O objetivo desta questdao é demonstrar como a lei da refragdo de Snel-
lius, da Optica Geométrica, pode ser obtida como conseqiiéncia do principio de Fermat, segundo o
qual “a trajetéria dos raios de luz é aquela que minimiza o tempo de percurso”.

14



53.

4.

Sejam P € R?> um ponto no semi-plano superior e Q € R> um ponto no semi-plano inferior, ambos
fixados. Uma particula vai de P a um ponto M = (x,0) sobre o eixo Ox com velocidade constante u e
movimento retilineo; em seguida, vai de M até Q com velocidade constante v, também em movimento

retilineo. Seja T: R — R tal que, para todo x € R, T'(x) é o tempo de percurso de P a Q. Mostre que T
. L. .. . _ sena senp
possui um tnico ponto de minimo x, € R. Verifique que x € (0, b) e que, se x = Xy, entdo = .
u v

Deve-se construir uma estrada ligando uma fébrica A a uma ferrovia que passa por uma cidade B.
Assumindo-se que a estrada e a ferrovia sejam ambas retilineas, e que os custos de frete por unidade
de distancia sejam m vezes maiores na estrada do que na ferrovia, encontre o angulo a a que a es-
trada deve ser conectada a ferrovia de modo a minimizar o custo total do frete da fabrica até a cidade.
Assuma m > 1.

Um corredor de largura a forma um angulo reto com um segundo corredor de largura b. Uma barra
longa, fina e pesada deve ser empurrada do piso do primeiro corredor para o segundo. Qual o compri-
mento da maior barra que pode passar pela esquina?

Respostas
1
(1) (b) 0; (c) 5; (13) a>50ua<-27;(18) 4 < k< 5; (23) B;

(25) (@) 0; (b) 0; (c) 0; (d) 1; (e) O; (f) 0; (g) 0; (h) a; (i) %; () 1; &) 1; @) e*; m) 1; (n) +oo; (0) %; (P) L; (@)
e?; (r) 3; (s) —%; (1) 2; (u) e; (V) e; (W) 1; (X) +o0; (26) l%a; (31) (@) a=16; (b) a=—-54;

4
(32) Nao héasolugoes se k < 0; tem 1 solucdose k =0ou k >

4
—; tem 2 solucoes se k = —; tem 3 solucoes
e e

4
se0<k<—2.
e

(33) (@) x0=1;36) @) 1, vZ; () /&, \/3+ /% (©4,1; (@) V3, 0; (e) 0, 27; (}) ~87/4, 7; (9) ~27,;
(h) f(=3), f(-2); B7) a<e;

(38) (b) e (d) sao verdadeiras e (a), (c), (e) sdo falsas; (39) (5,0) e (—5,0); (40) (i?, %), (42) a = 2;
(43) a = 28; (44) n/4; (45) (a) 1; (b) 4/m; (46) (a) Deve-se formar apenas um quadrado; (b) o lado do

4 _V3L .
quadrado é YWl

3/2
(47) w/4; (48) h =4, 7 =2V (49) -5 —=L—; (50) (1+ V4 (51) V2; (53) 7 — max{B, arcsen (;)};
(54) (612/3 + b2/3)3/2.
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v¢ Integrais definidas

1. Calcule as integrais definidas abaixo:
0
(1) f 2x—-e)dx

“ f’”41+cos 0 46
cos20

(7)f xsen (nx), neN

(10)[

(13)f (sen (x°) —7x’ cosx—x+ 1)dx
-3

erdx

/4

(16) f tg20do
0
/4

(19)[ secBdo
0
1

(22)f eV¥dx
0

1
(25)[ V1+x2dx
0

Parte 3

2
) f Bx+1)%dx
2
(5)f 1+\/_

(8)[ xcos(nx)dx, neN
0

/2
(11)[ cos’0d6
02
(14)f (xcos(x® +2x) +3x)dx
i
(17)[ sen*0do
0
1
(20)[ *Vx+1ldx
027[
vV1+cosxdx

1/2 X
(26) f dx
0 Vvl1—-x
1,3

dx

(23)
0

(29)

0 vV1+x2

sais por planos paralelos ao plano Oxz sao quadrados.

R 1 T 27
4. Calcule lim —|sen— +sen— +...+sen

n—oon n n

Calcule o comprimento do gréfico de f(x) =

. . 22
Calcule o comprimento da astréide x3 + y3 = as.

Calcule a drea da regidao do plano limitada pela ehpse

(n-Dn

)

In(cos x), para0 < x < 7.

2 2
3

Calcule a 4rea da regido interna ao laco formado pela curva y? = x?(x + 3).

2 y2

bz =1.

a) A={(x,y))eR?>:0<xy=<2, x*+y*<5e x> 0}.
b)A={(x,y)eR?>:y=>yxe(x-1?+y*><1}.
) A={(x,y)eR?>:0<sx<2ee *<sy<e’].

d)A={(x,y)eR?:x>0,y<lel/x<y=<4/x*}

16

1
(3)[ (2x+5)(3x+1)dx
0
6) [Z" |sen6|d6
(9)[ 2xe*dx
-1
w2
(12)[ sen’0do
02 i
(15)[ xe® dx
07r/2
(18)[ cos*0do

1/2
(21)f

(24)

1x2

0 vV1+e*r

1
(27)[ Bsen(x®+1)dx
-1

2 1
(30)[1 —x(lnx)zdx

. Encontre o volume de uma piramide cuja base é o quadrado de lado L e cuja altura é h.

s . . y ~ 2.2 2 ~
Calcule o volume do sélido cuja base é a astréide de equacao x3 + y3 = as e tal que as secoes transver-

. Determine o volume do s6lido obtido pela rotacao em torno do eixo Ox do conjunto



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno da reta y = 3 da regido delimitada pelas
pardbolas y = x> e y =2 — x.

Seja A={(x,y) eR?:0<x <leln(x+1)+2<y< e’ +4}. Determine o volume do sélido obtido pela
rotacdo de A em torno dareta y = 2.

O disco x? + y? < a? é girado em torno da reta x = b, com b > a, para gerar um sélido, com a forma de
um pneu. Esse sélido é chamado toro. Calcule seu volume.

Calcule o volume de uma calota esférica de altura h, i < a, de uma esfera de raio a.

Determine o comprimento da curva y =coshx, -3 < x < 4.

Um anel esférico é o s6lido que permanece apds a perfuracao de um buraco cilindrico através do cen-
tro de uma esfera s6lida. Se a esfera tem raio R e o anel esférico tem altura h, prove o fato notével de
que o volume do anel depende de /i, mas nao de R.

¢ Primitivas

16. Calcule as integrais indefinidas abaixo:

T+x%+1
l.fx—zdx Z.fezxdx B.fcos7xdx 4.ftg2xdx
x
7 send x
5. | ——dx 6.[‘[ Sxsec?xdx 7. dx 8.ft xdx
fx—z 8 V/Cosx 8
2
x x X
9.ftg3xdx 10.[ dx 11.] dx 12.[ dx
1+ x2 1+ x4 1+ x2

d
13.fxv1—x2dx 14.[secxdx 15.f—x 16.[}62\/5 x3+1dx

17.[
21.[

xV1+lnx

4x+8 Vinx dx eX
——— dx 18. f dx 19. f 20. f dx
2x2 +8x+20 X (arcsen x) vVi]-— x2 1+ ex
sen2x seny'x
— — dx 22. fexgx2 dx 23. fex V1+eXdx 24. VX dx
1+cos?x VX

17



sen2x
21. f— dx
1+ cos?x

parctg x
25. f dx
1+ x2

29.fxr Inxdx, reR

33. farcsenx dx

37. fsen2 xcos’x dx

3x2+4x+5
) (x-1)2(x-2)
45.feﬁdx

49. fsen(lnx) dx

dx
SS.f—
va?+b’x?
57. fcos3xdx

61 f dx
"J sen®xcos3x

65. fcosG(Sx) dx

4x%>-3x+3
n [
(x2=2x+2)(x+1)

x+1

77. | ——d
fxz(x2+4) .

22. fex3x2dx
26. f 2x(x+ 1?0 g%
30. f(lnx)2 dx

34. fsechdx

1-senx
38. f— dx
coS X

X+x+1
42.f3—dx
x°—8

46. fln(x+ V1+x2)dx

50.[ al dx
x2—-4

54.f\/x2—2x+2dx

58. fsen5 xdx

62. fsen4 xdx

2
CoSs™ X
66. f s dx
sen- x

x+1

70. f—xz(x2+4)2 dx

f dx
74.
1+e*

78. f arctg/xdx

v¢ Funcoes definidas por integrais

17. Calcule g'(x) onde

senx

(@ glx) = f
COosSx

2
el"dt

18. Esboce o gréfico das funcdes abaixo:

X

(@ f(x) :f
0

19. Calcule f
0

2
e Udt

m/2 sen x cos X
x+1

2Vx ) X
SPE e [
(b) g(x) s sen(z”) (c) g(x) T A
®) f(x):fo sentdt

dx emtermosde A= f
0

23.fex\/3 1+e*dx
27.fxsenx dx
31.fxe_xdx

35. fcos2 xdx

3x2+4x+5

9.
(x-1D(x-2)(x—-3)

43[ *
. X
V1-—x2

dx
47,

V5—-2x+ x2

3x2+5x+4

51. | ————dx
fx3+x2+x—3

55.]\/3—2x—x2dx

5
cos® x

59.f 3 dx
sen3 x

63. jsen2 xcos’ xdx

67f dx
"J sen?xcostx

arctg x
71.] Zg dx
X

75.f—ln(x2+ 1) dx
X

2x+1
oy
xX24+2x+2

T cosx
— 5 ax.
(x+2)

20. Seja f uma funcdo continua em um intervalo I contendo a origem e seja

X
y=y(x) :f sen(x—1t)f(t)dt
0

18

3

dt

seny/x
Vx
28. fex cosx dx

24. dx

32.fxarctgx dx

36. fsenzxcosgxdx
dx
o [t
2x248x+20
44.fx2\/1—x2dx
48.f\/}1nx dx
52.fVa2+b2x2dx

56[ dx

Joa+x)vi-a2
3(X) cned (X

60.fsen (z)cos (z)dx

64. fsenzxcos4x dx
1._

68.[\/—xdx
1+x

x%dx

——dx

V2x—x?

76. fxse_x3dx

80. fcos3 x(1+vsenx)dx

72.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

Prove que ¥y + y = f(x) e y(0) = y'(0) =0, para todo x € I.

b 2
Seja F(x) = f V 1+ 3dt. Calcule f xF(x)dx em termos de F(2).
0 0

x? 2
cos(t°)dt
Calcule limfox#
=0 [tetdt

1/x 1 X 1
Mostre que f(x) = f dt+ f dt é constante em (0,00). Qual o valor dessa constante?
0 2+1 0o 241

X

Sejaf(x):f dt, xeR.

0 V1+1t4
(a) Mostre que f é crescente e impar.

1
V1+tt

1
(b) Mostre que f(x) < f(1)+1— 7 Vx = 1. (Sugestdo: Integre 0 < < % delax.)

(c) Mostre que )}im f(x) existe e € um numero real positivo.
—00

(d) Esboce o gréfico de f(x), localizando seu ponto de inflexdo.

2

X _ 2
Seja f(x) :f eTt dt. Mostre que f'(x) — xf(x) =1, para todo x € R.
0

X
Seja F : [1,+o0o[— R dada por F(x) :f Vi3-1dzt.
1

(a) Calcule o comprimento do graficode Fentrex=1 e x=4.

F(x3)-F(@8
(b) Calcule lim L) =1 ®
x—2 sen(x—2)

v¢< Respostas
e}

(1) e™'=2;(2) 52; (3) 31/2; (4) 1+7/4; (5) 2v/3+2V/32; (6) 4; (7) 0se n=0e (-1)"*'w/nse n> 0; (8) 0sen
épare —2/n’sen é impar; (9) e2+2/e; (10) e2—1/e; (11) m/4; (12) m/4; (13) 6; (14) 0; (15) (e*—1)/2; (16)
1—-7/4; (17) 37/8; (18) 37/8; (19) In(1 + v/2); (20) 16/105; (21) 7/6; (22) 2; (23) 4v/2; (24) 2(V1 + €2~ V2);

In(vV2+D)+v2, (1/4). . arctg(1/2), 2-\3. 11
(25) ln(v2+ ; (26) TS (27) 0; (28) =5 (29) 55555 (30) 15 — 13-

2) B8 (3) 12 43; (4) 2; (5) In(1 + V2); (6) 64; (7) 2/3; (8) mab;
(9) (a) 23-2; (b) %; (0) F(e? — 2% (d) 3£, (10) Zm; (11) 7 (4 +4e - 2(n2)? +4In2 - 3

(12) 2nb)(ma?); (13) mth?(a—- g); (14) sinh4 + sinh 3.
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(16)

WL+x-1ic @& +C

(4)tgx x+C (5) 7In|x-2[+C

(7) 2y/cosx(zcos?x—1)+C  (8) —In|cosx|+C

(10) %ln(l +x3)+C an %alrctgx2 +C

(13) -3V (1 -x2)3+C (14) In|secx +tg x|+ C
16) ZV(x3+1)8+C
(19) In|arcsen x| + C
(22) L +C

(25) e¥°8¥ 4 C

20) In1+eMH+C

23)3V/(1+e9*+C

(26) 2(x +1)2011 (2L _

T g
Inx—
(29) { r+1

(28) %ex (senx+cosx) +C

B (—x—-De*+C

(33) xarcsenx+V1—-x2+C

(35) %(x +senxcosx)+C

37 %(x — }lsen4x) +C

(39)6ln|x—-1]— 251n|x 2[+22In|x-3|+C
(41) 221n|x 1|+ +25ln|x 2|+ C
42) £+ Bn|x - 2|+ 3 In(1+ (55 )+ Y3
(43) iarcsenx— Ex\/l -x2+C

45) 2(vVx-1)eV*+C

@47 In|v5-2x+x2+x-1|+C

(49) 3 (sen(Inx) —cos(Inx)) + C
(51)21n|x 1|+ In(x2+2x+3)+ = arctg(x+1)+C
(52) xVaZ + b2x% + & In(2 4 V“2+b2 Vabxty 4 ¢

(53) LIn(2x + W ) +

(55) L1 v3 - 2x x2 + 2arcsen("7+1) +C

(56) \/_arctg(\/_)+C
(58)—cosx+3c053x—§cos x+C

(60) 4Cos ( ) — cosG( 5)+C

(62) ?x - Zsen(Zx) + isen(4x) +C

(63) 3 sen3x—zsen x+ lsen’x+C

(65) 16x+ 1 sen(6x) + 51 sen(12x) 144sen 36x)+C
(66) ——cotg X— cotg x+ C

(68) arcsenx + \/ 1- x +C

(70) Inlx|— 16 i ln(x +4)— arctg 3 32?;2’_1 5

(71) _ar;tgx+lnlx|—lnm+c

(73) 2In|x + 1| +1In(x? — 2x +2) + 3arctg(x — 1) + C
(74) x—In(1+e*)+C

(76) ~L(¢ + D)+ C

(78) (x + 1) arctg/x— v/x

(80) senx +2+/senx — sen3x ngn—sx+c

(17) (a) g'(x) = eSeN’X cos x + ecoszxsenx; (b) g'(x) =

20

(A7) In(2x%+8x+20)+C

xr+
W'FC, ser#-—1
%(lnx)2+C, ser=-—1

x+1
arctg(f) +C

2sen4x—senx

3) %sen7x+ C
6) stg*x+C
9) %tg2x+ln|cosx| +C
(12) x —arctgx+C

(15 2v1+lnx+C

(18) v/ (nx)3+C

21) —In(1 + cos?x) + C
(24) —2cos/x+C

1
sor1) +C (27) —xcosx+senx+C

(30) x(Inx)? - 2(xlnx—x) +C

(32) %2 arctgx — % + Jarctgx +C
(34) %secxtgx+ %lnsecx+tgx| +C
(36) 3sen®x — tsen’x + C

(38) ln|1 +senx|+C

(40) 3 arctg(x+2) +C

(44) £(2x* —1)V1—x? + jarcsenx + C
46) xIn(x+V1+x?) - V1+x2+C
(48) %xﬁ(lnx—§)+c

(50) 3 In|x*—4[+C

(54) Va2 —2x+2+1In(x -1+ Vx2-2x+2) +C

lsendx+C

3
1 2,__ 1  _
(59) 5sen” x TeoZ 2In|senx|+C

1 3 1
61) ztg2x+3ln|tgx| ~ omgZx  glx +C

(57) senx —

(64) < ST sen(4x) +15 sen 3ex)+C

(67) tgx + 3tg>x — 2cotg(2x) + C
(69) 2/ +3Y/X+6¢/X+6In|Vx—1]+C

(72) 3arcsen(x—1) - (42) V2x - x2+C
(75) =2+ 4 x| —In(x +1) + c

(77) ilnlxl— 1ln(x +4)— arctg(%) +C
(79) In(x? + 2%+ 2) arctg(x + 1) +C

drsens; (o) g'(x) = 2 - 152555 (22) 0; (23)




m/2; (26) (a) 62/5; (b) 12v/511.
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v¢ Integrais impro6prias

1. Decida quais integrais improprias abaixo sdo convergentes e tente calcular seu valor. Dentre as con-

Parte 4

vergentes, tente determinar aquelas que sdo absolutamente convergentes.

® dx
(1) f —, a>0
1 X
1
(4)[ Inxdx
0
+00
(7) f sen (x?)dx
(10)[ x%e PYdx, a,p>0
0
(13) f * _dx_
oo 1+ x2
o0
(16) f e Ydx,a>0
0

1 dx

0 Vx+x2

(19)
(22) f x“e‘xﬁdx, a,f>0
0

o0 a
(25)f &(x), a,f>0
1 xB

28) fo" dx
x® lnx
(31) dx
0 vV1—x2

Ldx
(2)[ —a,a>0
0o X
®genx
(5)f
1 X
+00
(8)f cos(x?)dx
(ll)f
0
(14)f

Inx
(17)[ —dx,a>0
0o x¢

>0

e “senxdx

x°+3x2 —7
x6+3x2+3

1 dx

x—x2

(20)

(23) f h

Va2 +2012
(26) f d
Va7 +3x3 +
a—-1

+oo ya-
(29)f dx,a>0
0 ex—1

(32) f
0

e “sen(l/x)dx

xsenx
3 dx

2. Calcule a derivada das seguintes funcoes:

2

3

1) f(x):f tsen(2t—1)dt (2) f(x):f2 tY2eldr

5sen x e3t2

MyﬂxﬁiL a7
senx 2

() f(x):f e dt
senx 2

(10) f(x) :f el dt
COS X

X 2
(5) f(x) :f (x—tne dt
0

et 3_2¢4

8) f(x)=f

oo 1418

2vx

(11) f(x) =f
/ Vx

X

3. Esboce o gréfico das func¢des abaixo:

X X
(1) f(x)=f0 e "dr (2) f(x)=f0 &?tdt @) fl) =

22

dat

sen (t2)dt

(3) f Inxdx
1

® cosx
(6) f dx,a>0
1 X%

+00
9) f sen (x%)dx, a>0

(12) f e “lnxdx
0

(15)f
(18) foo
(21 )f

XyV/x+senx
“x3+5Inx

x¢
dx,a,f>0
+ xB p

x(lnx)“
(24) f"o sen? xdx
1
(27) f
V1-—x2

xe *
(30)f —dx
VO +7xt+11

+00 cog(x2 —1)e™*
33 dx
33) f x4+ x2+7

Inx

cos(t?)dt
_2x2

3) f(X)=f
3
2

xX“+7
(6) f(x) :f (x+ t)sentdt
X

(wﬂm:f e~'Intdr
x2

3

*oodr

(12) g(x) =f
S

X

o te!



10.

11.

Seja f uma funcdo continua em um intervalo I contendo a origem e seja
X
y=yx) :f sen(x—1)f(r)dt
0

Prove que ¥+ y = f(x) e y(0) = y'(0) =0, para todo x € I.

x? 2
cos(t“)dt
Calcule limfox#
=0 [Fe rdt

1/x X 1
Mostre que f(x) = f dt+ f dt é constante em (0,00). Qual o valor dessa constante?
0 2+1 0o 241
X
Sejaf(x):f dt, xeR.
0 V1+1tt

(a) Mostre que f é crescente e impar.

1 . 1 1
(b) Mostre que f(x) < f(1)+1— 7 Vx = 1. (Sugestdo: Integre 0 < — =3 delax.)
(c) Mostre que )}im f(x) existe e € um nimero real positivo.
—00

(d) Esboce o grafico de f(x), localizando seu ponto de inflex3o.

X x2—2
Seja f(x) :f e 2 dt. Mostre que f'(x) — xf(x) =1, para todo x € R.
0

X
. Seja F: [1,+oo[— R dada por F(x) :f Vi3-1dt.
1

(a) Calcule o comprimento do graficode Fentre x=1 e x =4.

F(x®)-F
(b) Calcule lim M
x—2 sen(x—2)

(Funcao Gamma) A funcao Gamma € definida por

(0. 0]
T'(x) :f e 't ldr,
0
para x > 0.

(a) Mostre que I' é bem-definida, i.e., que a integral acima é convergente para todo x > 0.
(b) Use integracao por partes para mostrar que I'(x + 1) = xI'(x), para todo x > 0.

(c) Use indugdo em n para mostrar que I'(n) = (n —1)! para todo inteiro n > 0. Isso mostra que a
funcao I' ¢ uma extensdo da funcao fatorial para todos os reais positivos.

(d) Use o item (2) para definir I em toda a reta, exceto nos inteiros nao-positivos.

(Transformada de Laplace) Dada f: (0, +oo0) — R, a transformada de Laplace de f é definida como

Lf(x) :f e ™ f(ndt,
0

para x > 0. A transformada de Laplace é uma ferramenta muito 1til para resolver certas equacoes
diferenciais.
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(a) Dizemos que f é de crescimento exponencial se existem a, a, M > 0 tais que |f(t)| < Me*' para
todo t > a. Mostre que se f é de crescimento exponencial entdo .Z f é bem-definida (i.e., a inte-
gral converge) para todo x > 0.

(b) Mostre que se f é de crescimento exponencial e diferencidvel entdo Z(f’)(x) = x.Z f(x) — f(0).
Encontre uma férmula semelhante para .2 (f")

(c) Seja Hy afuncao quevale 1se t=a e zerose 0 < t < a. Calcule .Z Hy (x)

(d) Verifique as seguintes igualdades:

)20 =1/x @) ZLeE*Hh=x-a)Lx>a B) Lt =nx"1 neN
@) Lt =T(a+Dx %1 () Lsen(ar) = ﬁ (6) Z(sinh(at)) = ﬁ, x> |al
(7) Z(cos(at) = szxaz (8) Z(cosh(at)) = ﬁ, x>lal 9 L") =nl(x—a) ", neN

12. (Funcao Erro) A func¢ao Erro é definida por
2 [* _p
erf(x) = —f e dt, xeR.
V7t Jo

(a) Mostre que a funcao erf é bem-definida, i.e., a integral acima converge.
(b) Esboce o grafico da funcao erro.

(c) Pode-se provar que ffooj e dt = V7. Use este fato e a mudanca de varidvel > = u para mostrar
queI'(1/2) = /7.

13. (Funcao seno integral) A funcdo Seno integral é definida como
x t
Si(x) :f Rt
0 t

(a) Mostre que a funcao Si é bem-definida, i.e., a integral acima converge.

(b) Esboce o gréafico de Si. (Pode-se provar que lim,_., Si(x) = 7/2; vocé pode usar este fato.)

v¢ Polindmio de Taylor

14. Calcule o polinémio de Taylor de f de grau n no ponto xj indicado:

(1) fx)=e* x=0 ) fx)=e*, x=1 (3) f(x) =senx, xo=0

(4) f(x) =cosx, xo=0 (5) f(x) =cosx, xop=-1 (6) f(x) =arctgx, xo=0

(D) fx) =In1+x),x=0 8) f(x)=In(1), =0 Q) f(x)=x3+2x>-5x+3,x=1
(10) f(x) =sinhx, xp=0  (11) f(x) =coshx, xo =0 (12) f(x) = ﬁ, X0=0

(13) f(X) = 52, X =0 (14) f(x) =xIn(1+x), x=0 (15) f(x) =cos®x, xo=0

15. Use o polinémio de Taylor de ordem 2 e a férmula de Taylor com resto de Lagrange para calcular um
valor aproximado para cada um dos ntimeros abaixo, estimando o erro:

(@) In(1,01) (b) sen(-0,01) (c) tg(-0,1) (d) v16,1 (e) v8,97
(f) cos(5 +0,05) (g) e’ (h) arctg(0,09) (i) In(1,001) (j) cosh(-0,1)
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16. Use a fomula de Taylor com resto de Lagrange para mostrar as igualdades abaixo:

. n +1
(a) e* = th—»oozjr\[:o T XER (b) senx = thﬁooZ _o(=D" (§n+1)" xeR
. _1\h+l
(@cwx—thﬂmZno(IWémuxeR (d) In(1 + %) =limy—oo X0, EL—x", x| < 1
. 2n+1

(e) arctgx =limy—co X0 _o(-1)" 35—, L xls1 () In(12) =limy—0o2 X o5, Ix| <1
17. Utilizando o exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de:

(a) e, com erro inferior a 107° (b) sen1, com erro inferiora 10~/

(c) cos1, com erro inferiora 10™°  (d) In2 e In3, com erro inferior a 10>

(e) e, com erro inferior a 10™° (f) arctg(1/2) e arctg(1/3), com erro inferior a 10~°

(g) /4, com! erro inferiora 107  (h) cos(1/2), com erro inferior a 10~
18. Calcule digg(O) d;ig(m

19. Estime as integrais abaixo:

1
() f sen (t%)dt, com erro inferiora 10> (b) f e’ dt, com erro inferior a 10~7
0 0

1 1
(c) f In(1 + t*)dt, com erro inferiora 1072 (d) f e tzdt, com erro inferiora 10~/
0 0

lg
(e)f
-1

20. Utilizando os polindmios de Taylor das funcdes envolvidas, calcule os seguintes limites:

11— cos(#?
(d) f %dt, com erro inferior a 10~/
0

2
—(1+x+x7)

1- - In(1 In(1+x) —In(1 -
@ 1im 2 (o) 1im ~ 5T () TZIRE (g iy 2 (@) lim 2+ 0 ~Inl =0
x—0 x—0 x2 x—0 x3 x—0 X x—0
x 0 senx—(x— %
(f) lim (@ lim & ) lim 28T ) lim ) (i) lim
x—0 x—0 X2 x—0 x—0 x° x—0
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v¢ Respostas

(1
CA* C** | Valor D**
13 X /2
14 X
15 X
16 X a !
CA* | C* Valor D**
1 17 a<l a=1
1 |a>1 (oc—l)_1 a<l 18 ps>a+l Sratl
2 la<l (1-a) a=1
19 X
5 X 20 X
. - ! 21 a>1 O<a<l
5la>1|a>0
22 X
6 la>1|a>0 53 .
’ - 24 X
0 = 25 p>1 <1
) x 26 X
10 X F . —
& z 1/2 28 a>1 a<1
12 X 59 .
30 X
31 X 1
32 X
33 X

(Legenda: CA - Converge absolutamente; C-Converge; D-diverge)

(14)

(1) pp(x) =1+ x+x2/2+...+ x"/nl;

(2) pu(x) =e+e(x—1D)+e(x—1?/21+...+e(x—1)"/n};
3) Poks1 (1) = x = x3/31+ (=D kx2E+1 2k + 1)

@) par(x) = 1-x2/2+ (-DFx?* 1 2k

(5) pn(JC) =cosl—-senl(x—1)+cosl(x— 1)2/2!—sen1(x— 1)3/3!+.“+f(n)(1)(x_ l)n/n!;

(6) Poks1 (X) = x— X313+ x°/5+...+ (—DFx*+1/ 2k +1);
(D) pn(x) =x—x2/12+x3/3— ...+ (=1)"x"/ n;

8) Paies1 (X) =2x+2x3/3+ ... +2x2K+1 12k + 1);

9) pn(x) = p3(x) =1+2(x—1) +5(x— 1) + (x— 1)® para todo n = 3;
(10) Pags1(x) = X+ 23731+ ...+ 2K 2k + 1)

(11) por(x) =1+ x2/21+ ...+ x** /1 (2k);

(12) pp(x) =1+ x+ x> +...+ x"%

(13) por(x) =1 = x>+ x* + ...+ (=) kx?K;

(14) pp+1(x) = K= x324xM3— .+ (=1)"x"

(15) por(x) = 1+ x +...+22k=1x2k /2 )1
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