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Lista 1l

v¢ Sequéncias e séries de ndmeros reais

1. Decida se cada uma das sequéncias abaixo é convergente ou divergente, calculando o limite no
caso convergente.
123456 )

1 1 1 1 11 31 7
(1) O,E,g,z,g,é,;,... (2) 1,5,1,2,1,5,1,E,... (3) 2T 20T 408 gt
1 3

@) an = (4+1)? (5) an= Y5t n=2 (6) an = "t
(D) an=Vn+1-vn (8) an= 20 ) an= 35— 5
(10) a, = n(Vn?2+1-n) 1) a, = =2 (12) a, =senn
(13) aj, = 2tsenn (14) @, = SR (15) ap, = VnZ+n
(16) @, = Zpd a7 an= 35 (18) an = (733)"
(19) @y = Lol (20) a5 = na", aeR (21) an = 3
(22) an = n—n’sen < 23)a,=Va*+b",0<a<b (24) an = (_1)n+%

_ 1 1 1 _ /n+sen(2n!-7) _ 1 135..2n-1)
@5 a,=(1-3)(1-3)...(0—-+) @6)a,= T @7 an= 5 5152w
28) ap={/n (29) an =17, a€R (30) an =22, a>0
(8D ay = Vnl (32) an = ¥/a, a>0 (33) an = (54)"

2
(34) @y = (24)" 35) ay = (1) (36) an = (5577)"
n
(37) a, = (21£3)"(3)" (38) an =1+ %] (39) @, = sen (14)
(40) a, = -/~ @D ap=1Ym+Dn+2)..-@n) 42) a,= /&
(43) an = ﬁ (44) an = Vn*+2012n% -5 (45) an = (1+1)""
2 n /

(46) a, = 1 (47) an = g3 (48) an = s



)211—4 (51) a, = @2n)!

(n)?

(49) a, = 3n3-n2+11n (50) a, = (5n+7

nt-2n3 3n+8

2. Considere asequéncia a; = v2, a» = V2v2, a3 =\/2vV2V?2,...

(a) Verifique que a sequéncia é crescente e limitada superiormente por 2.

(b) Calcule lim;,—. o a;,.

3. Mostre que a sequéncia \/i, V2+ \/E, V2+vV2+ \/Z ... converge para 2.

4. Calcule \/E\/z

5. Neste exercicio, estudaremos o crescimento das somas parciais da série harmonica.

(a) Sabemos que Inx = f 1 t , para qualquer x > 0. Interpretando a integral como 4rea abaixo
do gréfico, mostre que

1 1
l1+—+...+—<1+Inn,
2 n

paratodo n = 2.

(b) Mostre que In10 < % e conclua que para qualquer meN,

Isso mostra que, embora a série harmonica seja divergente, suas somas parciais crescem
muito lentamente. (Por exemplo, 1+ % +...+ 101000 <2401.)

(c) Considere a sequéncia x, =1+ % +...+ % —Inn, n=1. Mostre que {x,} é uma sequéncia
decrescente limitada inferiormente. O nimero

1 1
y=liml+-+...+4—-Inn
n—0o0 2 n

é chamado de constante de Euler-Mascheroni e vale aproximadamente 0.57721.

6. Decida se cada uma das séries abaixo é convergente e calcule sua soma quando possivel:

(1) X2 (T +27) @ XL, Dk r2,0<r<1 B) X2, u(l+u"), |ul<1
4) X% x"cos(2E), x| <1 (5) X2 ,sen?"x, |x| <% 6) 52, i

(7) 252, cos () ® X5k O X521 o

A0 X3 7som (D x5, B 1252, 18 (3)

7. Verifique se cada uma das séries abaixo é convergente ou divergente, justificando sua resposta:



1

D) X5 7 (2) Yoo, ardenn B X5, % @ X, Fm A>0

(5) T30, 6) X5, 2 DI, pre O I,

(9) 52 (1-cos ;) (10) X5, g an x5, 5 (12) £52, 57, p>0
(13) X2,In(1+:5), p>0 (14X, van(Zl) a5 ¥y, = (16) X2, e

17) X5 1;;1! (18) X574 3”(%)’12 (19) 257 1(1n2)” (20) 252 1m
@D X5 s 22) Y%, (V2-1) (23) X% sen (1) 24) X2, 125
(25) X320 e P>0 - (26) T2 o= NN Gr)" @)X, 5

(29) S5, by >0 BO X, Incos(U/m) BN IR, (2] G,
B3) L52 i >0 BH X, (VI+n2-n) (35) X%, -1 p>0 (36) X2, e "n!

n=1 nPe’

8
(7 E, gy >0 BOT sen (=) B9 T, YEL2 o) T2, 2

nVn3+6 Vn9+7n2

W) I, Eam ap>0 (42X a"n’,a,p>0  (43) X, &2- (44) X525 oo
2012 _ 2

(45) X2 -t 46) X, (1+3)7 Te ™ an Iy, FEL (48) Y, i

8. Classifique as séries abaixo absolutamente convergentes, condicionalmente convergentes ou
divergentes:

n+1

(D) X5, (D" = @ X5 =3 B X, (-D"E (@) ¥R, 1" L

(5) X, (-1)" 122 6) o2, n‘ﬂnli,)z MR, (@)L, (DL
9) X2, (-1 "sen-5, p>0  (10) T2, (-1)" 1z AD X, nmBe a2 Ty, S
(13) ¥ 1(an)p,p>o (14) ¥ 1(lnm,,,p>o (15) £, (-1)" il (16) £, (-=1)"nle™"
AN T D" p>0 (8 I, D" HEEy 19Xy, —= (20 I, (-1)"sen (3)
ey, E @2 L2, (D" (23) T, S (24) T2, 500
(25 X (-D"ntg(1/n)  (26) T 2,1 n (27) T2, (-)"<RED - og) yoo B




(29) 520 757

v¢ Séries de poténcias

mh*

(30) Zl’l 1 n4n

9. Determine o intervalo méximo de convergéncia de cada uma das séries de poténcias abaixo:

(2) X0, nlx"

10.

11.

12.

13.

14.

(1) X352, grx”

(5) X, (-1 &5l

(9 X5, B (x+3)"
(13) £, 2"x"™
(17) £, & X
@D 2, ot

(25) X7, (senn)x"

1
n2n

@ X5, (b) X5

(6) L5,

(10) £, (- e
(14) X2, %"

(18) X, & x"

(22) X, g&:}gn, b>a>0

(26) X530 ey X

3
12”

Use as séries do exercicio anterior para calcular:

() Zn 1

5"(n 1)

B I D" (62) Do (D" e

(3) X%, A (4) X5, S X"

(NEL, s x=7D" @)L, 2 (x—e)"
D T2 h k-4 (12X, n(lnn)2 x"
(15) 102, (o x” (16) Yoo, (o "

(19) X2, Zx3" (20) X5, L x

3 x2, (53) (4 X5, (L2)" "
(1) T, Tl x (28) £5%, syl "

© 2 @i+ @)

1 1
(a)m (b) a+x)°
Verifique que

(@) " =Y 5, xeR
(€)cosx =Y (- 1)”(2n),,x€|R
(e) arctan x =Y (-1 2nﬂ,lxl

(b)senx =39 (-1)"

2n+1
(2n+1)"

(d) In (1) =250 £ x| <1

() X520

(n+1)(n2;—2)(n+3) X"

- x)4’

xXeR

X#1

@ X5 oan () X5 an8" (€ Xo2,an(=3)" (d) X52,(-1)"a,9"
Usando deriva(;éo e integracao termo a termo, calcular as somas das séries de poténcias:
(1) 52, & @ X, - @y £ @ X2, (-n"Es
(5) Lo2o(n+1Dx™  (6) X5, nx” DI ™ B L, ey
9) X%, n*x" 1 (10) X2, nPx" A X2 (n+4)x" (12) Y52, %

Suponha que }77 ) a,x" converge quando x = —4 e diverge quando x = 6. O que pode ser dito
sobre a convergéncia ou divergéncia das séries a seguir?

Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xp = 0 das seguintes funcgdes e os
valores de x para os quais essas expansoes sao validas:



15.

16.

17.

18.

Utilizando as séries do exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de:

(a) e, com erro inferior a 107°.

(b) senl, com erro inferiora10™>ea 107",

(c) In2 eln3, com erro inferiora 1072,

(d) arctan(1/2) e arctan(1/3), com erro inferior a 107°.

(e) /4, com erro inferior a 107>, usando que /4 = arctan(1/2) + arctan(1/3), (esta igualdade

segue da identidade tg(x+y) = %

Calcule 42 Zarctan () ¢ dj;;fa“ (0)

Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes funcoes, indicando os intervalos de conver-
géncia:
(@) f(x) = x*€* (b) f(x) = cos Vx (c) f(x) = sen (x?)

(d) f(x) = cos®x (@) flx) = [y <ntqy ) fx) = [Fe P dt

@ f) =240 gr (b f(x) = fysen(tD) dr (i) f(x) =

Utilizando a expansdo em série de poténcias das fun¢oes envolvidas, calcule os seguintes limi-
tes:

(@) limx_,o se)rclx (b) hmx—»O M (©) hmx_’() X— senx (d) limx_,o 1n(1x+x)
3
X _ _ . — —
(e) limy_q M ¢ = 1 (g limy_o & e -1 1 (h) lim,_¢ ln(1+x)xln(1 x)
v¢ Respostas
(1)

* (2), (3), (12), (24), (39) sao divergentes;

* (5), (1, 1D, (14), (16), (17), (19), (21), (22), (25), (26), (27), (29), (30), (36), (43), (46), (49)
convergem para zero;

(1), (8), (15), (28), (32), (35), (38), (44), (45) convergem para 1;
(31), (34), (47), (48), (50), (51) divergem para +oo;

XX

% (4) converge para 2; (6) converge para 1/4; (9) converge para 3/2; (10) converge para 1/2;
(13) converge para 2/5; (18) converge para e; (20) diverge se a < 0, diverge para +oo se
a =1 e converge para zero se 0 < a < 1; (23) converge para b; (33) converge para 1/e; (37)
converge para e%?/1%; (40) converge para e; (41) converge para 4/ e; (42) converge para 4.

(2) lim,_.» a, = 2; (4) A sequéncia converge para 2;
(6) (1) diverge; (2) converge para ; \/_, (3) converge para —; + 1=z’ (4) converge para ; + —;(5)

converge para sec x; (6) converge para —~— 1 ; as demais sao todas divergentes.
Ve-1

(7) (1), (5), (6), (14), (15), (16), (18), (19), (22), (23), (26), (34), (36),(39), (45), (47) sdo divergentes;
(12), (13), (25), (29), (33) convergem se e somente se p > 1; (35) converge para qualquer valor de

5



p > 0; (42) converge se e sO se 0 < a < 1; (37) diverge para qualquer p > 0; as demais sdo todas
convergentes.

(8) (2), (6), (10), (12), (18), (21), (23), (24), (26), (27), (29), (32) sdo absolutamente convergentes;
(1), (3), 4), (5), (8), (11), (15), (19), (20), (31) sdo condicionalmente convergentes; (5), (9), (17)
sdo absolutamente convergentes para p > 1 e condicionalmente convergentes se 0 < p < 1; (14)
é condicionalmente convergente para qualquer valor de p > 0; as demais sdo divergentes.

9) (D) (-4,49); @) {0}; 3) [-1,1]; (4 {0}; (5) (2,8]; (6) [-2,0); (7) (—o0,+00); (8) (0,2€); (9) (-3 —
e,—3+e); (10) [2,4]; (11) [3,5]; (12) (=1,1]; (13) (—=1,1); (14) [-4/3,4/3); (15) (—1/4,1/4); (16)
(=1/2,1/2); (17) (=1,1); (18) (=e,e); (19) (—V/e, V/e); (20) [-1,1]; (21) (=1,1); (22) (=1~ b,~1 + b);
(23) (=3/2,3/2); (24) (=5/3,5/3); (25) (—=1,1); (26) (—=2,2); (27) {0}; (28) (—o0, +00).

(10) (a), (c) convergem e (b), (d) divergem.

(11) (1) ~In(1 - x); 2) In(1 + x); (3) 1n(\/“’C] (4) arctan x; (5) iz (6) 723 (7) =g

8) 1+x)In(1+x)—x; (9) (1”;)3, (10) xtffx;x ;1D ¢ 4- 3)2; (12) FIn(1 - x*).

(12) (a) In2; (b) 35; () EIn - 1.

(13) (@) X (D" (n+1)x", |x] < 1; (b) ¥ o (- 1)1 IR pn ) < 15 (€) £ 5 2(—1) " x4+,
|x|<1;(d)2°° ED™ n x) < 1; () X0, S0 x2n |1 < 1.

(17) (@) 20 22, x € R; (b) T2, CL v e R; (0) 100, S v e s (d)1+Z (Lt o

eml @n+D! @n)!
(=n" x2n+l =D" _2n+1 .
xeR; (e) X5 0 ZinZam ™ XER(f)Zwomx ,xeR,(g)Zn=1 n2 x", x| <1; (h)
n -1
0 Lx“””’,xeﬂ%(l)z X xeR.

n=0 2n+1)!(4n+3) n!



