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Lista 3

v« Equacoes diferenciais lineares de segunda ordem

1. Resolva as equagoes diferenciais abaixo:

@y +2y'+y=0 b)) y"—4y'+4y=0 (©@y"-y"+y -y=0
(d)2y" -4y -8y =0 () y" =9y +20y=0 (f)2y"+2y'+3y=0
(g) y///_3y1/+3y/_y:0 (h) y(lv)+y:0 @) y(v) +2yw+y/:0
G) y'-2y'+2y=0 & y'"+4y=0 M y"+4y'+5y=0

2. Verifique que y; é solugdo da equacgdo dada e determine, a partir de y;, outra solucdo y, da
equacao, de forma que o conjunto {y; (x), y»(x)} seja linearmente independente.

(@ x*y"+xy -4y =0, y; = x* (b) 1-x2)y"+2xy -2y=0,y1=x
1
©y"- ﬁy' toV=0n=x (d) x*y" +2xy' -2y =10, yn=x
(e xy"+3y'=0,y, =1 ) x*y" +xy' + (xz— Z)y =0,y =x1/?

@ xy"'-Q2x+1y +(x+1Dy=0,y1=¢° (h) y"—4y' +12y=0, y; = e*
i) x%y"+2xy' =0,y =1 G) x>y +3xy' +y=0,y1 =x~
K x*Y —x(x+2)y'+(x+2)y=0;y1=x 1) A-x>)y"-2xy +6y=0; y; =3x*>—1

1

3. Considere a equacao diferencial
xy"'—(x+n)y +ny=0,
onde n é um inteiro ndo-negativo.

(a) Mostre que y; = e* é solucao da equacgao.

(b) Mostre que y, = Ce* [x"e *dx, C € R, é uma solucdo da equacado dada e {y;, y»} € linear-
mente independente.

(c) Estudeoscasosn=1en=2.

4. Resolva as seguintes equac¢des de Euler em (0, +00):

1! /!

@ x*y"+xy' +y=0 (b) x>y" —3xy'+4y=0 (c) x*y" +3xy'+10y=0
(d) 2x%y" +10xy'+3y=0 (e) x*y"+2xy' —12y=0 (f)2x*y"+3xy' —y=0
(@ x*y"+5xy +4y=0 (h) x*y"+xy' +y=0 (i) x?y"+4xy +2y=0
G) x*y"—xy' +y=0 & x*y"+3xy' +5y=0 () 2x*y"—4xy'+6y=0
(m) x*y" -5xy'+9y=0 () x*y"+2xy'+4y=0 (0) x*y"-2y=0



5.

10.

Determine a solucao geral das seguintes equacoes lineares de segunda ordem ndao-homogéneas:

X

@y"+2y'+y=e*Inx  (b) y'-2y'-3y=64xe”™ (c) y"+2)y +5y=e "sec2x

d) y"-2y'=12x-10 (e) y"+y=2cosx ) y"+2y'+y=3e""*

(g y” +2y'+2y=e"*senx (h)y'"+4y=3senx (i) y"+10y' +25y = 14e>*

G) y' -4y = x*e** k) y"+y —-2y=8senx (1) y"-3y'=x+cosx

(m) y"" —2y" +y" = x3 my"-y=x3-1 (0) y' =2y =2e*(cosx—senx)
(p) y' -3y ' —4y=2senx (@ y" -3y —4y=4x? ) y' -5y +6y=2e*

(s) " +9y =9sec?(3x) My +y=tgx () y”—4y’+4y:"x_—§

(v) y" +4y = cossec2x w) y"+y=secx x) y" -3y +2y=e*senx

(Y) xy//_y/ :3x2 () x2y11+xy/_y: x2

Determine a soluc¢do geral das seguintes equacdes lineares de segunda ordem nao-homogéneas
(com coeficientes varidveis):

(@ (x*-1)y"-2xy +2y=(x>-1)2> (b) x*y" —2xy'+2y=4x>

(c) x? ”+7xy’+5y:x (d) x*y" = x(x+2)y +(x+2)y=0

@ xy"—1+x)y +y=x?e** ) x>y +xy' + (x* - i)y = 3x3/2gen x (Use o exercicio 1(f))

(Principio de superposicao) Se y; e y» sdo solugoes de y"' + f(x)y' + g(x)y=hi1 e y"+ f(x)y +
g(x)y = hy, respectivamente, mostre que y = y; + y2 é solucdo de y" + f(x)y + g(x)y = hy + hs.
Use este fato para resolver:

@y +3y' +2y=e"+e** (b)Y +y=cosx+8x

. Ache a solugdo geral da equacao diferencial dada em série de poténcias centradas em xy = 0:

@y -xy'-y=0 b) y'-x*y=0 © y'+2xy +4y=0
(d) y" — xy = 0 (Equacdo de Airy) e y'-xy—-y=0 @y -y=0

(@ y"—2xy'+ Ay =0 (Equacdo de Hermite) (h) (1-x)y"+y=0 @) y"+a?x’y=0,a#0
(]) y/r+x2y/+xy =0 (k) y// — xzy (D y// — x3y

. Dado a € R, a equacdo diferencial

¥y +xy +(x*-a®)y=0,
é chamada Equacdo de Bessel de ordem «.

1l 1 1 =
(a) Se a =0, mostre que y; = Z;"Ozzn(n,)zx ey=yilnx+Y 1é2,,g—n,)2(1+§+...+ﬁ)x2” sdo

solucgoes linearmente independentes da equacao de Bessel.

+ 5

6
- X . _
2231 2631 ) € solucao.

(b) Seazlmostrequey:x(l—z’g—zz!

Dado a € R, a equacao diferencial
1-xy"-2xy +a(a+1)y=0,

é chamada Equacdo de Legendre de ordem a. Mostre que as funcoes
X 2 4 2m+2)(a+1)(a+3 +2 1
yi=l+ Z(_l)ma(a Ja—4)..(a-2m+2)(a+1)(a+3)..(a+2m—1) 2n

= 2m)!
3 & B na@=1D@=-3)..(a-2m+D(a+2)(a+4)..(a+2m) ,,..4
y2=x+ ), (1) em+ 1) *

sdo solucoes linearmente independentes da equacado de Legendre no intervalo (—-1,1).
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11. (Série binomial) Seja @ um numero real ndo-inteiro. Neste exercicio, vamos encontrar uma
expansido em série de poténcias para (1 + x)* em torno de x = 0.

(a) Mostre que y = (1+x)% é atinica solugdo da equacéo (1+x)y’ = ay em (-1, 00) satisfazendo
y(0) = 1.

(b) Mostre que a série de poténcias

o0
2.
n=1

n

ala—1)...(a—n+1)
X
n!

tem raio de convergéncia 1.
(c) Mostre que 1+ g(x) satisfaz a mesma equacao diferencial do item (a) e vale 1 em x = 0.

Conclua que para todo a nao-inteiro vale

Q+x0%=1+) “(“_1)'--(“—n+1)x
n=1

n

n!

se x| <1.

A série acima é chamada de série binomial e foi estudada primeiramente por Newton. A
igualdade acima generaliza a férmula usual do bindbmio de Newton e nos induz a definir
para a ndo-inteiro e 72 € N o coeficiente binomial () = w Dessa forma, temos
paracada x € (—1,1) que

1+0%=1+) (“)x”.
n=1\"

7t Roteiro para resolver uma equacio diferencial linear de segunda ordem y" + py' + gy = f
(via método de variacao dos parametros):

(a) Encontre solugoes linearmente independentes y;, y» da equacdo homogénea associada
Y'+py +qy=0;
(b) Calcule o Wronskiano W(yy, y2) = det(ﬁ ;z),

(c) A solucao geral da equacao é soma de uma solugdo particular com uma solugdo geral da
equacdao homogeénea associada:

vof ) ( f nf )
=—|| ——dx|\n+|| ————dx|y+Cin+C
Y (f W(y1,¥2) : W, y2) y2+C1y1+02)2



v¢ Respostas

1)

(@) y=Cire >+ Coxe™¥; (b) y = C1e** + Cyxe?*; (c) y = C1e* + Cysenx + C3COS X;

(d) y = e*(C1sen (v/3x) + Co cos(v/3x)); (€) y = C1e°* + Cre?;

®y= e‘x’z(Clsen(‘/Tgx) +C, cos(gx)); (@) y = Cie* + Crxe* + C3x?e”;

h)y=C COS(\/TEX) + Cgsen(‘/gx); (i) y=C1+ (Cy+ Csx)cosx + (Cq + Csx)sen x;

() y = Cre*cosx + Cre¥sen x; (k) y = Cysen (2x) + Co cos(2x); (1) y = Cre?* cos x + Cre**sen x.
(2)

@y2=x%®) yo=1-5In(F2); © yo=e5 A yo=x7% () yo=x% () yp=x"
(@ 2= x% () y2= €25 () yo = x5 () yo = x ' Inx; () y2 = xe¥; M) yp = 35+ 3 In(122)
(Dica: Escreva

12 cos x;

1 1 1 1
=A + +B +
(Bx2-1)2%(1-x?) (V3x-12 (V3x+ 1)2) (1— x 1+x

(4)

(@) y=Cicos(Inx)+Cssen(lnx)+1; (b) y = C1x%4+Cox%1In x; (c) y= xHCy cos(In x®)+Cosen (In x3)};
dy= Clx_2+@ + ng_2+@; (e) y= C1x3 + Cox4;

() y=Cix"2+ Cox7Y (g) y = x72(Cy + C2Inx);

(h) y = Cy cos(Inx) + Cysen(Inx); (i) y = C1x 1 + Cox72;
() y=Cix+Coxlnx; k) y= Cix 'cos2Inx) + Cox 'sen (2Inx);
1) y=C1x3?cos (@lnx) +C;x%"%sen (@lnx);

(m) y=Cix*+Cox’Inx; (n) y = C1x Y2 cos (glnx)+ch_llzsen (@lnx); (0)y=Cix 1 +Cox?

(5)
3

(@) y=ix*e*Inx- 3x*e ¥+ Cre "+ Coxe 5 (b) y=—e *Bx* +4x+1)+ Cre " + G5

(€) y = zxe “sen2x+ e " cos2x+ Cie*cos2x + Cre*sen2yx; (d) y = —3x% +2x + 1+ C; + Cre*%;
(e) y=xsenx+ Cysenx+ Cycosx; (f) y= (3/2)x%e™* + Cre ¥ + Crxe™;

(@ y=(1/2)e *{cosx(x — (1/2)sen2x) +sen3x} + Cre *senx + Cre *cos x ;

(h) y = C1cos2x + Crsen2x + sen x;

(i) y = e ¥ (7x* + Cix+ C); (j) y = ¥ (x* /12— x*/16 + x/32 - 1/128+ Cy) + Cre™*%;

k) y=Cre*+Cre 2* - (2/5)(3sen2x+cos2x); (I) y = C; + Cre>* — (cos x +3senx) /10— x*/6 — x/9;
(m) y = C + Cox +12x* +3x% + x*/2+ x°/20 + (C3 + Cyx) €™

() y=Cre*+e 2 (Cz cos @x + C3sen @JC) -x3-5;(0) y=C V2 4 Cge‘x‘/z + e*senx;

(p) y=(1/17)(3cosx —5senx) + Cre** + Cre™; (q) y = —x% + (3/2)x - 13/8+ C1 ™ + Cre™;

(1) y = e* + C1e3* + Cre?%; (s) y = C; cos3x + Crsen3x + {(sen3x) (In(sec(3x) + tg (3x))) — 1};

(0 y = —In(tgx + secx)) cos x + C1sen + Crsenx; (u) y = —e **Inx+ Cre”** + Cyxe™>%;

(v) y=(3/4)sen2xIn(sen2x) — (3/2)xcos2x + C;sen2x + C, cos2x;

(w) y = xsen x + cos xIn(cos x) + C; cos x + Cosen x; (x) y = (e*/2)(cosx —senx) + Cre* + Cre?*
¥) y=x+C1x2+Cp; (2) y= x2/3+ Crx+ Cal x

(6)

(@ y=Cix+Co(x®+1)+x*/6—x?/2; (b) y= C1x + Cox®> +4x%Inx; (c) y = Crx~ 1 + Cox ™ + x/12;
(d) y=Crx+ Coxe*—2x% (e) y=C1(1 +x) + Cre* + (1/2)e** (x — 1);
6 y= Crx Y2 cosx+ Cox Y?senx— (3/2)x 2 cos x;
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(7)
(@ y=e*/6+ /12 + C1e * + Cre™%%; (b) y=((1/2)x+ Cy)senx+ Crcosx + 8x2—-16

8)

X

|

@y=CX. 12nn,+ClZn 1(2n+"1)'x2n+1;
4n 4n+1

(b) y= CoZn | Tenan—san.a3 T O 200 Garnan .54’

( 1)11 2n+1

X
_ (=2)" x*"
©y=Co ; erDen3 33 T O lol

x3n B+l
(d) y= CO(“Zn 1 BGnBr-1Bn-3)Bn-1).. 32)+C1 (x+2n 1 Gl BG-G9 43)

oo 2"plxntl,
@ y=CoX iyl 02”n'+clzn 0 2nsr)
2n+1

O y=CX%, (2n)' +C1X5 (2n+1), = Cpcoshx + C; sinh x;




