UFPR - Universidade Federal do Parana
Departamento de Matematica

CMO043 - Calculo III - Turma B - 2012/1
Prof. José Carlos Eidam

v« Transformada de Laplace

Lista 4

1. Calcule a transformada de Laplace de cada uma das funcoes abaixo:

(1) f(t) = e —2¢!
@ f(n=e*"
(7) f(t) =cos? t

(2) f(t) =cos(2t)—t
(5) f(t) =sinh(31) +5¢*>+3

(8) f(t) = e**(cosh(3x) +2sinh(3x))

(3) f(t) =218 —t+cos(71)
6) f(H)=2t>—t+4

(9) f() = (sent—cos )

5 ,5e0<t<3 0 ,se0<t<1
(10) (t)={ ' (11 f(n) =
f 0 ,set=3 ! {t2—2t+2 ,setr=>1
sent ,se0<t<2nm 2t ,se0<t<5
(12) f(1) = (13) f(n) =
sent+cost ,set=2m 1 ,set=5

2. (Funcdao Gamma) A funcdo Gamma é definida por

para x > 0.

T'(x) :f e 't ds,
0

(a) Mostre que I' é bem-definida, i.e., que a integral acima é convergente para todo x > 0.

(b) Use integracdo por partes para mostrar que I'(x + 1) = xI'(x), para todo x > 0.

(c) Useindug¢do em n para mostrar que I'(n) = (n—1)! para todo inteiro n > 0. Isso mostra que
a funcao I' é uma extensao da funcao fatorial para todos os reais positivos.

INa+1)

(d) Mostre que Z(t%)(s) =

Sa+1

,paratodos s>0ea > —1.

3. Vamos estudar a transformada de Laplace da fungao f(¢) = t* para alguns valores fracionérios

de a.

(@) Mostre que [°e ™ dx = /7/2.

(b) Mostre que .Z(t~/2) = V/7ls, para s > 0.
(c) Mostre que Z(t“z) = \/5/233/2, paras>0.

4. Mostre que (Z )" (s) = L (=" f(1) se f: (0,00) — R for de crescimento exponencial. Use

este fato para calcular .Z f (s) se:
(1) f(t) = 3sent

(2) f(t) = t?>cost

(3) f(t)=t?>sinht (4) f(t) = tcosht



. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

D y"-y-6y=0,y0)=1,y'0)=-1 (2)y"+3y'+2y=0,y0)=1,y'(0)=0
3)y'-2y'+2y=0,y(0)=0,y0) =1 (4) y(i”) -y=0,y0)=y"0)=0, y'0)=y"0)=1
(5) y"+y=cos2t), y0)=1,y'(0)=0 (6) y'-2y' +2y=e"",y(0)=0,y0) =1

Dy +y=x,y0)=1,y(0) =-2 8) y' -6y +9y=¢', y(0)=y'(0) =1

. Verifique as seguintes igualdades para a transformada de Laplace e a transformada de Laplace
inversa:

(@ Z(flcn) = %gf(g);

a3
(b) £ {Y (ks)} = k.i” Y Ak

—btla
) L YHY(as+b)}=

t
X_IY(—),sea>O.
a a

. Calcule a transformada inversa de Laplace .~ 'Y

(1) Y(s) = ! - (2) Y(s) = ﬂ (3) Y(s)= ;
241 (s—1)2 s2—-45+8 s2+4s5+13
@v(=—tt PPN PPN Clut ) L
452 +4s5s+5 952 -12s+3 s2—-2s5+2
7 vin=2" R £ P Clut R S
s2—4 s2—4s5+3 2s—1

. Esboce o grafico de cada uma das func¢oes abaixo e calcule sua transformada de Laplace:

1 ,em(0,1)uU(2,3)
Df(O=1-w(@) @ f(O)=1+X,(-D)"u,(t A
W fO=1-w( @ f(O=1+X2(~1)"uy(?) ®f® {o , fora de (0,1) U (2,3)
| 0,1
@ f(=lsentl ) f(=1,0= <1, f(t+1)= f(0) “”fm:{ 1y D=0
-1 ,em (1,2)

. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

D) Y +y=1-uz2(1), y(0)=0,y'(0) =1

(2) y"+4y=sent— uy,(t)sen(t—2m), y(0)=y'(0)=0
(3) y'+4y=sent+uy(t)sen(t—m), y(0)=y'(0)=0
@ y"+2y +y=1-u (1), y(0)=0,y'(0) =1

(5) ¥y +3y +2y=ux(1), y(0) =0, y'(0) =1

6) Y +y=uz(1), y0)=1,y'(0)=0

(7)y”ﬂ’:f(”’J’(O)=1,y’(0)=0,ondef(t):{1 o , ft+2m) = f(D)
0 ,em[m,2m)
(8)y”+y:f(t)’y(0):O’J/’(O)=1,ondef(t)={t it

1 ,em[l,00)

) y'+2y' +2y=6(t-mn), y(0)=y'(0)=0
(10) y" +2y +2y=6(t—-n), y(0) =1, y'(0) =0



(A1) y"+4y=56(t—-m)—-6(t—2m), y(0)=y'(0)=0
(12) y"+2y' + y=6(1) + uz- (1), y(0) =0, y'(0) =1
(13) y”—y:26(t— 1), y(0) =1, y’(O) =0

(14) y"+y=6(t—m)cost, y(0) =0, y'(0) =1

10. Use a transformada de Laplace para calcular as integrais abaixo:

00 00 e—t_ e—3t o
(1)[ re ?tcostdt (2)[ fdt (3)f Be lsentdt
0 0 0

oo ,—t t oo ,—t 2t o)
) f ¢ St (s f ¢ St e f te-3'sentdr
0 t 0 r 0

v¢ Respostas

1)

DMY=6-51+26-1D"L 2 Y=s2+4)"1-sL3) Y =1040s"7 — s~ L + s(s% + 49);
WY=e36-2L6)Y=3?-9)"1+10s3+3sL;(6) Y =4s 3 —s2+4s71;
NY=1/2)(1+ss2+40)™ ;8 YV =s((s—22%-9)"L, 9 V=s1-(s2+4)7]

10) Y =5(1-e3s L (1) Y=e5(s2+2)s3;(12) Y = (1 + se 2™ (s2+ 1) ;

(13) Y =2572(1 — e 25957 1e75s,

5)

(1) y=(1/5)(e3 +4e72"); (2) y=2e " —e 2% (3) y=e'sent; (4) y = cosht;

(5) y = (—1/3)(cos(2t) —4cos 1); (6) y = (1/5)(e”" — e’ cos t + 7e'sent); (7) y = x+cOsx +senx;
(8) y = (1/4)(e" +3€>" — 181e>");

(7)
(1) y=sent—2e’ +2te’; (2) y = e**(3cos2t + (7/2)sen21); (3) y = (1/3)e " ?*sen3t;

4) y=(1/2)e ""?cos t; (5) y = (1/3)sinh(£/3)e?"'3; (6) y = up(t)e! "% cos(t —2);
(7) y = up(t)sinh(2£ — 2); 8) y = uy () e** > cosh(t —1); (9) y = (1/2) ua(t)e'=4/2

8)

M Y=s'1-e)@Y=(sU0+e) @ Y=s"1-e +e > -
@Y=1+e™)A+sH ! 1-e™) 56 Y=(sU+e) ;@O Y=>0-es ' 1+e )7

9)

(I) y=1-cost—sent—uy;»(t)(1 —sent); (2) y=(1/6)(1 - upyi) (2sent —sen2t);

(3) y=(1/6)(2sent—sen2t) — (1/6)u,(t)(2sen t +sen2t);

@y=1-u(HA-e "V —(t-De TV, 5) y=et—e 2+ uy(1)(1/2) — e =2 + (1/2)e~2(172));
(6) y=cost+ug(t)(1+cost); (7) y+ Z%"zl(—l)"um(t)(l —cos(t—nmn));

@) y=t—u()(t—1-sen(t—1)); (9 y= uy (e " Psen(t - m);

(10) y=e fcost+e 'sent—uz()e" " Psent; (11) y = (1/2)sen2t(uy (£) — Uz (1));

(12) y=2te '+ up, (O (1 — e~ 2™ — (¢ —2m)e~=2M); (13) y = cosh £ + 2u; (¢) sinh(f — 1);

(14) y =1+ uy(1))sent

(10)
(1) 3/25; (2) In3; (3) 0; (4) m/4; (5) (1/4)In5; (6) 3/50



