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Listal

v¢ Sequéncias e séries de ndmeros reais

1. Decida se cada uma das sequéncias abaixo é convergente ou divergente, calculando o limite no

caso convergente.

123456 1717171 1 11 31 7
(1) 0)5)5&2)3!6) ;r (2) ]-) z)l)Z)lvg)l)Ev--- (3) z)_Z)Zy_Zr gy_g)"-
1 3

@) an=(4+1) (5) an= Y2 =2 (6) @, = 1t3ntl
D) an= VA+l - V7 8) an = XL ) ap = 225 -4
(10) a, = n(Vn®+1-n) 11 a, = =+ (12) a, =senn
(13) ay, = 2tsenn (14) @, = BEE (15) an= VnZ+n
(16) a, = e 07) 4= s 18) 0, = (22)"
(19) a, = (’;j—l{ (20) a, = na", acR 1) an=2%
(22) ap = n—n’sen + 23) ap= Va*+b*0<a<b (24) a, = (_1)n+#

_ 1 1 1 __ V/n+sen(2n!-7) _ 1 135..2n-1)
@5) an=(1-3)(1-3)...(1-5) (@6)a,= n3vn Q7) an = 3 575 Gow
28) a, = ¥n (29) ap =", a€R (30) @, = 82, @ >0
31) a, = Vn! 32) ay,=1/a,a>0 (33) an = (%1)"

(34) a, = (I’H—l)n

(37) ay = (2223)"(3)"

(35) a, = (2

(38) ay = (1+i)"

)\/ﬁ

n

(36) ap = (223)"

(39) a, = sen (%)

(40) an = 5~ 41) ap =LY+ Dn+2)- (42) a, = {/ 22
(43) ay = 251 (44) a, = Vnt+20121% =5 (45) ay = (1+ 1)1
(46) a, = ,’,7—2'1 (47) a, = % 48) a, = —é/’%i \7/2%
(49) a, = MLl (50) ay = (3z£Ly2"! 51) a, = 22

2. Considere a sequéncia a; = V2, a =V 2V/2, az=\/ 2V 2V2, ...

2



(@) Verifique que a sequéncia é crescente e limitada superiormente por 2.

(b) Calcule lim,,_.o ay.

3. Mostre que a sequéncia v2, V2 +v/2,\/2+V2+/2,... converge para 2.

4. Calcule v2 v2

5. Neste exercicio, estudaremos o crescimento das somas parciais da série harmonica.

(a) Sabemos que Inx = f1 t , para qualquer x > 0. Interpretando a integral como drea abaixo

do gréfico, mostre que

paratodo n = 2.

(b) Mostre que In10 < %

1 1
l1+—+...+—<1+Inn,
2 n

e conclua que para qualquer meN,

1
1+ -+ +—=<1+—.

Isso mostra que, embora a série harmonica seja divergente, suas somas parciais crescem

muito lentamente. (Por exemplo, 1+ % +...+

101000 - 2401 )

(c) Considere a sequéncia x, =1+ % +...+ % —Inn, n = 1. Mostre que {x,} é uma sequéncia
decrescente limitada inferiormente. O nimero

1 1
Yy=liml+-+...4+4—-Inn
n—00 2 n

é chamado de constante de Euler-Mascheroni e vale aproximadamente 0.57721.

6. Decida se cada uma das séries abaixo é convergente e calcule sua soma quando possivel:

(1) T, (757 +2")

(4) X952 x"cos (4F), |x| <1

(7) £ cos (%2)

2
(10) Z" 1 \/nsz

@ XX, (~DF2,0<r<1 (3) X2, u(1+u"), lul<1

(5) X902 sen"x, |x| < & 6) X2, 7o
(8) Zn 1 \/nT+\/_ 9) Zn 1 senn
1)y, Zeosn (12 £32, g ()

7. Verifique se cada uma das séries abaixo é convergente ou divergente, justificando sua resposta:

T
(5) X, O
(9) £52, (1~ cos )

13) X2, In(1+

p),p>0

1

(2) X% , arctonn B X5, % @ X5 o ,)M>0
© T, Syttt ® I,
(10) 52, frym 1y, on (12) X5, 22, p>0
(14) Y2, valn () @15y (16) X, e



2

A7) X535 (18) X532, 3" (77)" 19) X521 oy (20) 521 Garcran

:\H

(@D X5 it (22) X5, (V2-1) (23) Xo7 sen (3) (24) T2 137
(25) X520 s P20 (26) T2 o NI Gard)" @)X, 5

(29) 52, mamsr P>0 (30) 52, In(cos(1/n) 31) Zzozo(zlfill)n 32X, 4

B3) X2 s P>0 B L, (VI+nZ-n) (35X, 2%, p>0 (36)L2,e "n!

nPe’

00 1 +3n3-2
BN I, g P20 BB TR sen (=) GO Xy, WEEZ gy, L2
@y Y2, L ap>0 (42X a"n,ap>0 (43)X, 22 (44) X5 G
00 112012 _p/3 _1+n+n®
(45) X2 —w 46) X5, (1+4)" e WD X500 s 48 X504 (n+1)”+1

8. Classifique as séries abaixo absolutamente convergentes, condicionalmente convergentes ou
divergentes:

n+l

W25, (D" @ x5y, = B X2, (D" @)y, (- L

(5) o2, (-1 fon 6) T, 7ty D 3B C VL LR ()D 3o GO VEaly T
(9) T52, (~1)"sen ks, p> 0 (10) X2, (~1)" 12z DI, -nme a2 r, S
(13) X2, 55, p >0 1YL, &0 p>0 (15 I, (D" (16) £, (-1 nle”
AD TN p>0 () I, (D 3EEy 19X, —e (20) £, (-1)"sen (3)
enye, S (22) Z‘,’;;l(—l)"m“fm (23) Yoo, com) (24) £ sl
(25) X52, (1" g (1/m)  (26) X5, o5 (27) T2, (-1)"SRED - og) yoo 5

(29) 2% 75 (30) T2, o7 BL I, (D" B2 I, (- e

v¢ Séries de poténcias

9. Determine o intervalo méximo de convergéncia de cada uma das séries de poténcias abaixo:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

1) X%, Lx" (2) X2, n! x" (B) X2, A~ (4) X5, Gmix"

(5) XX, (- TS () p, —EH) DI, L x=-" @) I, Br(x—e)

n=1 (n+1)In(n+1)

(x=3)" n? 2 _=n"
(C)D I wr L (x+3)" (10) Z%ozl(—l)nm (1) X502 gm (x—4)“" (12) X5, nann? x"

(13) 252, 2" (14) 252, 27" (15) X5, & (16) X5, & k2"

a7 I, S (18) Y52, 2 x" (19) X352, 227" (20) £52, i x™
CUER i @I, S b>a>0 @, (B)x oz, (28)
(25) Y92, (senn)x" (26) X7 OWX” (27) Z?f:l#én_l)x" (28) X0 124—2(2,1) 8

0o n _ . _ .
Suponha que .77 a,x" converge quando x = —4 e diverge quando x = 6. O que pode ser dito
sobre a convergéncia ou divergéncia das séries a seguir?

@X5%,an () X5 ,as8" (€ X0 yan(=3)" (d) X5,(-1)"a,9"

Usando deriva(;ﬁo e integracao termo a termo, calcular as somas das séries de poténcias:

Hre, @2, (-t gy £ @) X, (-nriEs
5) X2p(n+1)x"  (6) X5, nx" (M X2 nx® ™ B) L, i
9) X%, n*x" 1 (10) X2, nPx" (1) X2, (n+4x" (12) X2 14n

Use as séries do exercicio anterior para calcular:

@YX, =% bXe 123 (©) X5 15”(n 1)

Determine as expansodes em séries de poténcias em torno de xp = 0 das seguintes funcdes e os
valores de x para os quais essas expansoes sao validas:

(a) (l+1x)2 (b) (l-l—lx)S © 1+ W (Dnd+x) () ln(1+3x2)

Verifique que
n 2n+1
(@ e* =372, xR (b) senx =302, (=1)" g X €R
(€ cosx =Y (- 1)”()25,1),, xeR (d) In({) =2X% 507 Llxl<1
(e) arctan x = Zoo o(— ne 2n+1 , |x| ) Z%o:() (n+l)(ng2)(n+3)x = x)4’ x#1
Utilizando as séries do exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de:

(a) e, com erro inferior a 107°.
(b) senl, com erro inferiora 10> ea 1077,

(c) In2 eln3, com erro inferiora 107°.



16.

17.

18.

(d) arctan(1/2) e arctan(1/3), com erro inferior a 107°.

(e) m/4, com erro inferior a 107>, usando que 7/4 = arctan(1/2) + arctan(1/3), (esta igualdade

. . _ tg(0)+tg(y)
segue da identidade tg(x+ y) = T g@Ey)
320 321
Calcule 4350 (0) e 4_gan q)

Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes funcoes, indicando os intervalos de conver-
géncia:

@) f(x) = x?e” (b) f(x) = cosy/x (©) f(x) =sen(x?)

(d) f(x) = cos®x (@) flx) = [ <ntqy ) fx) = [Fe P dt

@ f0) =2 gr  (h) f(x) = fsen(tD) dt () f(x) =

Utilizando a expansdo em série de poténcias das fun¢oes envolvidas, calcule os seguintes limi-
tes:

(a) lim_ o 38X (b) lim,_.g “ﬂ (© limy—.o =55 (d) limy—g ln(lT”)
= ; < . In(1+x)-In(1—
(€) lim,,_ o &retanx el (@ limyo <L (h) limj_o n0+0-In0-2
v¢< Respostas
1)

* (2), (3), (12), (24), (39) sao divergentes;

* (9), (0, 1D, (14), (16), (17), (19), (21), (22), (25), (26), (27), (29), (30), (36), (43), (46), (49)
convergem para zero;

* (1), (8), (15), (28), (32), (35), (38), (44), (45) convergem para 1;
¥ (31), (34), (47), (48), (50), (51) divergem para +oo;

% (4) converge para 2; (6) converge para 1/4; (9) converge para 3/2; (10) converge para 1/2;
(13) converge para 2/5; (18) converge para e; (20) diverge se a < 0, diverge para +oo se
a =1 e converge para zero se 0 < a < 1; (23) converge para b; (33) converge para 1/e; (37)
converge para e?2! 15, (40) converge para e; (41) converge para 4/e; (42) converge para 4.

(2) limy,—. a, = 2; (4) A sequéncia converge para 2;

(6) (1) diverge; (2) converge para (3) converge para 1= + (4) converge para Tlxz; 5)

1— uZ ’
; as demais sdo todas divergentes.

1+ \/' ’
converge para sec” x; (6) converge para —— \/_ T
(7) (), (), (6), (14), (15), (16), (18), (19), (22), (23), (26), (34), (36),(39), (45), (47) sdo divergentes;
(12), (13), (25), (29), (33) convergem se e somente se p > 1; (35) converge para qualquer valor de
p > 0; (42) converge se e s6 se 0 < a < 1; (37) diverge para qualquer p > 0; as demais sdo todas

convergentes.

(8) (2), (6), (10), (12), (18), (21), (23), (24), (26), (27), (29), (32) sdo absolutamente convergentes;
(1), (3), 4), (5), (8), (11), (15), (19), (20), (31) sdo condicionalmente convergentes; (5), (9), (17)
sdo absolutamente convergentes para p > 1 e condicionalmente convergentes se 0 < p < 1; (14)
é condicionalmente convergente para qualquer valor de p > 0; as demais sao divergentes.
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9) (D (=4,4); (2) {0}; (3) [=1,11; (4) {0}; (5) (2,8]; (6) [=2,0); (7) (—00,+00); (8) (0,2e); (9) (=3 -
e,—3+e); (10) [2,4]; (11) [3,5]; (12) (=1,1]; (13) (-1,1); (14) [—4/3,4/3); (15) (-1/4,1/4); (16)
(=1/2,1/2); (17) (-1,1); (18) (—e,€); (19) (- Ve, Ve); (20) [-1,1]; (21) (=1,1); (22) (-1 = b,—1+ D);
(23) (=3/2,3/2); (24) (=5/3,5/3); (25) (—1,1); (26) (=2,2); (27) {0}; (28) (00, +00).

(10) (a), (c) convergem e (b), (d) divergem.

(11) (1) ~In(1 - x); (2) In(1 + x); 3) 1n(\/1+x) (4) arctan x; (5) iz (6) 3 (7) s

(8) (1+0In(1+x) - x; (9) (1”;;3,(10) SHe; (1) 42255 (12) (- ).

(12) () In2; (b) 35; (¢) EIn g - 1.
(13) (@) X2, (-1 (n+1)x", x| < 1; (b) T2 o (-1 LI en 15} < 15 () £ 2(-1) x4 HL,
Xl < 15 (d) 202, E e, jx) < 15 () 00, E x2n ) <1,

no2n-1
(17) (@) T2 2 x €R; (0) T2 G v e R; (0) £, T xe R (d)1+Z s

2n)!
1 1
x€R; (e) zn Omxz’”l,xeﬂ%{ f) z°°0(2n+;)n,x2"+1,xeu%, (9 X2, Fh—x, 1x< 1; ()
(=p" 4n+3 x2
w0 G X XER M) XL, 5, xeR.



Parte 2

v¢ Série de Taylor

1. Usando derivaqéo e integracado termo a termo, calcular as somas das séries de poténcias:
mre, < @2, (D" @)X £ @) X, (- ES
(5) X2 (n+1x"  (6) X2, nx" (X2, nx®1 B X, i
9 X0, n*x™ 1t (10) X902, nix" A1 X2, (n+4)x"  (12) X5, %+

2. Use as séries do exercicio anterior para calcular:
1 3
@Y% DX % (©X2 a0t 1)

3. Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xy = 0 das seguintes funcdes e os
valores de x para os quais essas expansoes sao validas:

(@) (1+1x)2' (b) = () 1+ 7 (DInd+x)  (e) ln(1+3x2)

(1+x)3

4. Verifique que

+1
(@ e =YP i, xeR (b) senx =307 ,(=1)" —(2n+1)" xeR
(©) cosx =X (=" G . pXER (d) In(12)=2Y2 5, L Ixl<1
(e) arctan x = Y2 (-1)" n+1,| xls1 (f) X3, n2ned) o =1 x)4, x| <1

5. Utilizando as séries do exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de:

(a) e, com erro inferior a 107°.

(b) senl, com erro inferiora 10> ea 1077,

(c) In2 elIn3, com erro inferior a 107°.

(d) arctan(1/2) e arctan(1/3), com erro inferior a 107°.

(e) m/4, com erro inferior a 1072, usando que /4 = arctan(1/2) + arctan(1/3), (esta igualdade

. . _ tg(0)+tg(y)
segue da identidade tg(x+ y) = Totg @)
6. Calcule 42 = arctan () ¢ d;;;fan 0)

7. Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes fung¢des, indicando os intervalos de conver-
géncia:

(@ f(x) = x*e* (b) f(x) =cosy/x (©) f(x) = sen (x?)

(d) f(x) = cos®x (e) f(x) = [y entdy ) fx) = [Fe " dt

@ f) =720 gr () f(x) = fysen(tD) dt (i) f(x)=



10.

11.

12.

13.

14.

. Utilizando a expansdo em série de poténcias das func¢des envolvidas, calcule os seguintes limi-

tes:
(@) limyo 52X (b) Tim 18055 (¢) lim—g £50% () lim,_. 12Lt2)

X x3 . f— p—
(e) lim,,_.o 2anx ex—l e -1 () lim,_g ln(l+x)xln(1 x)

v« Equacoes diferenciais de primeira ordem

. Determine as solucdes das equacoes diferenciais de 1a. ordem abaixo:

@)y =y? (b) xy' =y
©yy=x @y=0-pe-y
(e) (x+3y)— xdx 0 )y =2y+e*

Determine as solucoes das equagoes abaixo com condicoes iniciais dadas:
@y =x+y y0)=1 (b) (cost)x’'— (sent)x =1, x(27) =
© Yy =x(1+y), y0)=—

Determine duas solucoes distintas para cada uma das equacoes com a condicao inicial dada:
@y =5y*° y(0 =0 (b)y =3yy*Bx*+1), y(0) =

Resolva as equacoes:

(@) y' = e (b) x*y* dy =1+x°
(c) y'senx+ ycosx =1 )y =x°-2xy
3 2
(e) (sztgy— zxig) + (x3sec2y+4y3 + %)y' =0 OA-xy+ (xy—xz)% =0
(@ xy =y++/x%2+y2 h) A+2)y +ty+1+12)%2=0
) 4 =sec?Osec®r G) 3t2x" =2x(x—3)
(0 5 = % +cos’ () W A-xy)y =y
(m) xy' =v/x2+y2, x>0 M)y = x+2y
2
(0) y = L5 P Y =557
Qy = ylnx My =x-y
Resolva as seguintes equacoes de Bernoulli:
(@) y6x*y>—x+1)+2xy' =0 (b) Yy =y+e 3%y
(©) 2x3y = y(y® +3x?) d) x*y' = 2y(\3/?+3x2)
() y' =5y- % ®y=y-y
(® x*y'+2xy-y°=0 hy=y-y
Resolva as equagoes:
(@ (x+y)dx+xdy=0 (b) (xey+y—x2)dy: Rxy—eY—-x)dx
(c)cos xdy=(1-y-senx)dx (d) y(x®+ y*)dx+x3x*>-5y*)dy =0
(e (x*+ydx+(x3+3xy*+2xy)dy=0 (f)dx+cosydy=0
@ (y—xdx+ P +xdy=0 (h) 3x*+y)dx+(x+4)dy=0
2_
@) (x+2y)dx+ 2x+1)dy=0 )y =350
(k) 2x+seny)dx+xcosydy =0 D (3y2 —x2+1Ddx+ 2xy=0
(m) (xy2+2)dx+3x2y:O (n) (2x+3y)dx+x3dy:0

(0) eV dx+2ye™V dy=0



15. Fatores integrantes:

(@)

Determine todas as fun¢bes f que tornam exata a equacdao diferencial
(y*senx)dx+yf(x)dy =0.

(b) Aequacdo g(x)dy+ (y+x)dx=0tem h(x)= x como fator integrante. Determine todas as

possiveis funcoes g.

(c) A equacdo e*secy—tgy+ )y = 0 tem um fator integrante da forma f(x,y) = e**cosy.

(d)

(e)

(f)

Determinea e resolva a equacgao.

Determine um fator integrante da forma h(x, y) = x"y"" para a equacao
vy +1)dx+x(y*—1)Inxdy =0

e resolva-a.

Determine um fator integrante da forma u = u(x + y?) para a equacio
Bx+2y+y)dx+ (x+4xy+5y*)dy=0.
Determine um fator integrante da forma u = p(x? + y?) para a equagao

xdx+ydy+x(xdy—-ydx)=0.

16. Determine uma fun¢do y = f(x) definida em um intervalo I, cujo gréafico passe pelo ponto
(0,5/4) e tal que para todo ¢ > 0, t € I, o comprimento do grafico de y = f(x), 0 < x < t, seja
igual a &rea do conjunto0 <y < f(x),0<x<t.

Yr Equacoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes

17. Resolva as equacoes diferenciais abaixo:

@y +2y'+y=0 b)) y'—4y'+4y=0 (©@y"-y"+y -y=0
d) 2y"—4y -8y =0 €y -9y +20y=0 (f)2y"+2y +3y=0

Q) y///_3y//+3y/_y:0 (h) y(iv)+y:0 ) y(v) +2y

n

+y' =0

G) y'-2y'+2y=0 & y"+4y=0 M y"+4y' +5y=0

10



v¢ Respostas (C denota qualquer constante real)

(1) (1) ~In(1 - x); @) In(1 + 2); (3) 1n(\/1+X) (4) arctan x; (5) x)z,(ﬁ) o (D) s

(8) 1+ x)In(1+x) - x; (9) (1“;;3,(10) S (1) 42255 (12) Fin(l - 1Y),

(2) (@) In2; (b) 35; (©) ¢Ing - .
3) (@) X2, (- 1)"“(n+1)x Xl < 1; (b) X9, (- 1)"“W x| <1 (€) T2 2(—1)"xnt,

x| <1; (d)z EU X, 1xl < 1; () X2, 2 ” 21, x| < 1.
n 4 no2n—1
(D) @ T2 o, xeR; (0) T2 T x e R (0) £ T ™ x e R, (d)1+z %xﬁ,
xeR; () X2 0%%"“ xeR (f) zwo(z(nj})n,xz’“l xR (@ T2, CUxm, 1x] < 1; (h)
=" 4n+3
o T DT X X ER () X0, T xeR

9 @y=0ey=c= b y=Cx;(© y=+Vx?+C;(d) y=1,y=2,y= ex Ce2iey=Cx*-%
(f)y Cer e*

(10) (@) y=2e*—x— 1;(b) x=1

©y=-1;11) @ y=0ey=x>b) y=0ey=(x>+x)3

cost’

(12) (@) y = éln(Zex +0); (b) y = {/3E3C%; (¢) y = 2Co (d) y= L2~ 1) + Ce™;

@ Ptg y+y'+ 5 =Ci () y2 - 2xy+In(xA) = C; (@) y = VA% + 2 = 2% (h) y = Clatlorse,

(i) 3senr—sen®r =3tgf+C; (j) x=0, x=3e x = —my; W tg (X) = Inlx[+ C; ) xy-In|y|=C

) y2+y\/szy2+ln‘y+\/m' _
x? x3

(m =C; () y=Cx*-x; (0) y = %; (p) y+ xIn|y| =

@y=Cx/e)*®) y=(x—-1)+Ce™ %

6
(13) @ y=0,¥? = e D) y=0,y= 75— (© y=0,y* = 255 (d) y =0, y = 52

(€) y = Ce'0% + 22, (f) y = +(Ce > +1)~ “2, (8 y=@2/5x+Cx") % (h) y=(1+Ce ™!

25
—C- - C — .
(14) (a) x2 +2xy=C; (b) x? +y2 +2xey—2x2y =C;(0y= Secx;ﬂgx, (d)y (x 2) = Cx,
(e) x3+3xy? =Ce™3; (f) y = arcsin(C—x); (g) 4xy—x*—y*=0; (h) y = x+4 ; @ y= 2(1 2x)’ g)

xXy— x3 —y =C,y= arcsm(c x) 1)) 15x3y2 3x°+5x3=C; (m) x%/3 24—2)62’3 C;

() y=5% S0 y=+VC-x;

(15) (@) f(x) =C—-2cosx; (b) g(x) = §+ %; (©a=-1,x+e*seny=C; (d) n=-1, m = -2,
(¥ +1)Inx=Cyey=0;(e) up(x+y?) =x+y% ) p= (x*+y?) 32

(16) y = ﬂ

(17) (@ y=Cie "+ Coxe ™™ (b) y= C1e%* + Crxe?*; (c) y=Ce*+ Cysenx+ C3cosx;

(d) y = e*(Cysen (v/3x) + C» cos(v/3x)); () y = C1e>* + Cre*;

) y= e‘x/z(Clsen(‘/_x) +C cos(@x)); (@) y = Cre* + Cyxe* + C3x?e;

h)y=C cos(‘/_x) + Cgsen(‘/_x); (1) y=C1+ (Co+ Csx)cosx + (Cq + Csx)sen x;
(G) y=Ce*cosx + Cre*senx; (k) y=Cisen(2x) + Cacos(2x); () y = Cle_zx cosx+ Cge_zxsenx.
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Parte 3

v« Equacoes diferenciais lineares de segunda ordem

1. Resolva as equacoes diferenciais abaixo:

@y +2y'+y=0 b) y'-4y' +4y=0 (@©y"-y"+y' -y=0
(d)2y"-4y'-8y=0 (€ y"-9y'+20y=0 (f)2y"+2y'+3y=0
(g) y///_3y1/+3y/_y:() (h) J/(w)_‘_y:o @) y(v) +2y///+y/:0
G) y'-2y'+2y=0 & y'+4y=0 M y"+4y'+5y=0

2. Verifique que y; é solugdo da equacgdo dada e determine, a partir de y;, outra solucdo y, da
equacao, de forma que o conjunto {y;(x), y»(x)} seja linearmente independente.

(@) x>y +xy —4y =0, y; = x* (b) 1 -x?)y"+2xy' -2y=0,y1=x
1
(©) y"- ﬁy' V=0 n=x (d) x*y" +2xy' =2y =10, n=x
e xy"+3y' =0,y1=1 ®) x2y" +xy' + (x2 - Z)y =0,y =x /?

@ xy"—Rx+ 1)y +(x+Dy=0,y1=e" () y" -4y +12y=0, y; = &%

(i) x?y"+2xy'=0,y1 =1 G) x*y"+3xy' +y =0,y = x~
& x*y" - x(x+2)y +(x+2)y=0y1=x 1) QA-x*)y"-2xy'+6y=0;y; =3x*>—-1

1

3. Considere a equacao diferencial
xy"—(x+n)y +ny=0,
onde n é um inteiro ndo-negativo.

(a) Mostre que y; = e* é solucdo da equacio.

(b) Mostre que y, = Ce* [ x"e"*dx, C € R, é uma solucdo da equacdo dada e {y;, y»} € linear-
mente independente.

(c) Estudeoscasosn=1en=2.

4. Resolva as seguintes equac¢des de Euler em (0, +00):
(@ x*y"+xy' +y=0 (b) x?y" -3xy' +4y=0 (c) x*y"+3xy' +10y=0
(d) 2x2y" +10xy' +3y=0 (e) x*y"+2xy' —=12y=0 (f)2x%*y"+3xy'—y=0
(@ x*y"+5xy +4y=0 (h) x>y +xy' +y=0 (i) x%y" +4xy +2y=0
G) x*y"—xy' +y=0 & x?y"+3xy +5y=0 () 2x*y" —4xy' +6y=0
(m) x?y"-5xy'+9y=0 () x*y"+2xy'+4y=0 (0) x*y"-2y=0
5. Determine a solucdo geral das seguintes equacoes lineares de segunda ordem nao-homogéneas:
@y'+2y' +y=e"Inx (b)y' -2y’ -3y =64xe™ (c)y"+2y +5y=e *sec2x

d) y"-2y'=12x-10 (e) y'+y=2cosx ) y'+2y +y=3e"*

@ y'+2y' +2y=e*senx (h) y'+4y=3senx (i) y"+ 10y +25y = 14e75%

G) y' -4y = x*e** & y"+y —2y=28senx M) y"-3y'=x+cosx

(m) y"" —2y"+y" = x3 my"-y=x3-1 (0) y' -2y =2e*(cosx—senx)
(p) y' -3y —4y=2senx (@ y" -3y —4y=4x? r) y' -5y +6y=2e*

(s) " +9y =9sec?(3x) ©y'+y=tgx (W y" -4y +4y =

(V) y" +4y = cossec2x w) y'+y=secx x y" -3y +2y=e"senx

(Y) xy// _y/ — 3x2 () xzy// +xy/_y — x2

12



10.

11.

. Determine a solucao geral das seguintes equagdes lineares de segunda ordem ndo-homogéneas

(com coeficientes varidveis):
(@ (x*-1)y"-2xy +2y=(x>-1)*> (b) x*y" —2xy'+2y=4x>
(c) x? ”+7xy’+5y:x (d)x2 "—x(x+2)y'+(x+2)y=0
e xy"—(1+x)y +y=x?e** () x*y" +xy' + (x* = 1)y = 3x3%sen x (Use o exercicio 1(f))

(Principio de superposicdo) Se y; e y, sdo solucoes de y' + f(x)y' +g(x)y=hr e y"+ f(x)y +
g(x)y = hy, respectivamente, mostre que y = y; + y» é solucdo de y" + f(x)y + g(x)y = hy + hs.
Use este fato para resolver:

@ y"+3y +2y=e"+e** (b)y"+y=cosx+8x>

. Ache a solugdo geral da equacao diferencial dada em série de poténcias centradas em x = 0:

@y -xy'-y=0 (b)y'-x*y=0 © y'+2xy +4y=0
(d) y" — xy = 0 (Equagao de Airy) @y —xy-y=0 Ey' —y=0

(@) y"—2xy'+ Ay =0 (Equacdo de Hermite) (h) (1-x)y"+y=0 @) y"+a?x*y=0,a#0
Gy +x%y +xy=0 ® y" =22y 0y =23y

. Dado a € R, a equagdo diferencial

¥y +xy +(x*-aPy=0,
é chamada Equacdo de Bessel de ordem a.

! 1 1 -
(@) Se a =0, mostre que y; = Z?Ozzn(n,)zx ey,=yilnx+Y5 léz,,()—n,)z(1+§+...+ﬁ)x2”sao

solucoes linearmente independentes da equacao de Bessel.

2 4 6
X X
+

242131~ 26213141

X

3731 + ) é solucao.

(b) Se a =1 mostre que y = x(l -
Dado a € R, a equacdo diferencial
1-x3y" -2xy +a@+1)y=0,

é chamada Equacdo de Legendre de ordem a. Mostre que as funcoes
= 2 4 2m+2)(a+1)(a+3 +2 1
=1+ Z(_l)ma(a Ja—4)..(a-2m+2)(a+1)(a+3)..(a+2m—1) on

m=1 (2m)!
3 v m@-D@=3)..(@a=-2m+D)(a+2)(@+4)..(a+2m) ,,.,
o= ) (D @m+1)! *

sdo solucoes linearmente independentes da equacado de Legendre no intervalo (-1, 1).

(Série binomial) Seja @ um ntmero real ndo-inteiro. Neste exercicio, vamos encontrar uma
expansdo em série de poténcias para (1 + x)* em torno de x = 0.

(a) Mostre que y = (1+x)* é atinica solucgdo da equacgdo (1+x)y’ = ay em (-1, 00) satisfazendo
y(0) = 1.

(b) Mostre que a série de poténcias

xl’l

X ala-1)...(a—n+1)
Z:: n!

tem raio de convergéncia 1.
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(c) Mostre que 1+ g(x) satisfaz a mesma equacao diferencial do item (a) e vale 1 em x = 0.
Conclua que para todo a ndo-inteiro vale

ala-1)...(a—n+1)
X
n!

n

o8]
Q+0%=1+ )
n=1

se |x|<1.

A série acima é chamada de série binomial e foi estudada primeiramente por Newton. A
igualdade acima generaliza a formula usual do binémio de Newton e nos induz a definir
para a nao-inteiro e n € N o coeficiente binomial (Z) = w Dessa forma, temos
para cada x € (—1,1) que

1+x)%=1+ Z (a)x”.
n=1 n

Yt Roteiro para resolver uma equacao diferencial linear de segunda ordem )" + py' + gy = f
(via método de variacao dos parametros):

(a) Encontre solugoes linearmente independentes y;, y» da equacdo homogénea associada
Y'+py +qy=0;
(b) Calcule o Wronskiano W (yy, y2) = det(ﬁ ﬁ)’

(c) A solucao geral da equacao é soma de uma solugdo particular com uma solugdo geral da
equacdao homogeénea associada:

yof ) ( nf )
=) W o 4x + ————dx +Civi+C
Y (f W(y1,¥2) e W, y2) 2 1)1 2 V2
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v¢ Respostas

(1)

(@) y=Cre "+ Cyxe™%; (b) y = Cre** + Coxe?*; (c) y = C1e* + Crsen x + C3COS X;
(d) y = e*(C1sen (v/3x) + Co cos(v/3x)); (€) y = C1e®* + Cre?;

®y= e‘x’z(Clsen(‘/Tgx) +C, cos(gx)); (@) y=Cie* + Cyxe* + Cyx*e”
h)y=0C COS(‘/TEx) + Czsen(%gx); (i) y=C1+ (Co+ C3x)cosx + (Cy + Cs5x)sen x;
() y = Cre*cosx + Cre*senx; (k) y = Cysen (2x) + Co cos(2x); () y = Cre™2*
(2)

@ y=x"%(b) yp=1- xln(”)“) @) 2= e y=x%0) yp=x%0y=

@ = x5 M) =50 yp=x5 () y=x"nx K y2=xe5 1) y, =3+ 3"T‘lln(};—ﬁ)
(Dica: Escreva

cosx+ Cre > sen x.

U2 cosx;

1 1 1 1 1
=A + +B + )
(Bx% —1)2(1 - x?) (V3x-1)2  (V3x+ 1)2) (1— x l+x

4)

(@) y=Cicos(Inx)+Cysen(lnx)+1; (b) y = C1x*+Cox*Inx; (c) y= x~YHC; cos(ln x3)+Cysen (In x3)};
) y=Cix 22 1 Cox 22 (0) y = CLd + Cox ™

() y=Cix"2+ Cox7Y (g) y = x72(Cy + C2Inx);

(h) y = C cos(Inx) + Cysen(Inx); (i) y = C1x 1 + Cox72;
() y=Cix+Coxlnx; k) y= Cix 'cosInx) + Cox 'sen (2Inx);
D) y=C1x3?cos (@lnx) +C;x3"%sen (@lnx);

(m) y=Cix3+Cox’Inx; (n) y = C1x Y2 cos (@1nx)+ch_llzsen (@lnx); (0)y=Cix 1 +Cox?
(5)

(@y= % e *lnx— ixze‘ +Cre *+Coxe ™ ; (b) y=—e *(8x*> +4x+ 1)+ Cre * + Cre5%;
(€)y=35xe” Xsen2x + + 7€ *cos2x+Cre*cos2x + Cre’sen2x; (d) y = —3x%+2x+ 1+ Cy + Cre?%;

(e)y= xsenx + Clsenx +Cocosx; (f) y= (3/2)x%e™* + Cre ¥ + Crxe™;

(@ y=(1/2)e *{cos x(x — (1/2)sen2x) +sen3x} + Cre *senx + Cre * cos x;

(h) y = C1cos2x + Crsen2x + sen x;

(i) y=e*[7x*+ C1x+Cy); () y = e**(x3/12 - x*/16 + x/32 - 1/128 + C;) + Cre~2%;

k) y = Cre*+Cre ** - (2/5)(3sen2x+cos2x); (I) y = C; + Cre>* — (cos x +3sen x) /10— x*/6 — x/9;
(m) y = Cy + Cox +12x% + 3x> + x*/2+ x° /20 + (C3 + Cyx) e”;

(n) y=Cre*+e 2 (Cz cos @x + C3sen §X) -x3-5;(0) y=C V2 4 Cge‘x‘/z + e*senx;

(p) y=(1/17)(3cosx —5senx) + Cre** + Cre™; (q) y = — x>+ (3/2)x - 13/8 + C1 ™ + Cre™;
(r) y = e¥ + C1e3* + C2e%%; (s) y = C; cos3x + Cosen3x + {(sen3x) (In(sec(3x) + tg (3x))) — 1};

(t) y = —In(tg x + secx)) cosx + Cisen + Cosenx; (1) y = —e 2*Inx + Cre”2* + Coxe 2%,

(v) y=(3/4)sen2xIn(sen2x) — (3/2)xcos2x + C;sen2x + C, cos2x;

(w) y = xsenx + cos xIn(cos x) + C; cos x + Casen x; (x) y = (*/2)(cos x — sen x) + Cy e* + Cpe**
¥) y=x+C1x2+Cp; (2) y=x2/3+ Crx+ Cal x

(6)

@ y=Cix+Co(x®+1)+x*/6—x?/2; (b) y = C1x+ Cox®> +4x%Inx; (c) y = Crx~ 1 + Cox ™ + x/12;
(d) y=Cix+ Coxe*—2x% (e) y=C1(1 +x) + Cre* + (1/2)e** (x - 1);
6 y= Crx Y2 cosx+ Cox Y?senx— (3/2)x 2 cos x;
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(7)
(@y=e*/6+ /12 + C1e ¥ + Cre™%%; (b) y=((1/2)x+ Cy)senx+ Crcosx + 8x2—-16

(8)

X

|

@y=CX. 12nn,+C12n 1(2n+nl)'x2n+1;
4n 4n+1

(b) y= CoZ,, | Tnenan—sana3 T O 100 Grrnan .54’

(- 1)11 2n+1

X
_ (=2)" x*"
©y=Co ; ZrDen3 33 T O ol

x5 (3n+l
(d) y= CO(“Zn 1 BGnBr-1Bn-3)Bn-1.. 32)+C1 (x+2n 1 GGG 2Gn-3). 43)

oo 2"plxntl,
@ y=CoX iyl 02”n'+clzn 0 2nsr
2n+1

B y=CX%, (2n)' +C1 X5 (2n+1), = Cpcoshx + C; sinh x;
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Parte 4
v¢ Transformada de Laplace

1. Calcule a transformada de Laplace de cada uma das funcoes abaixo:
(1) f(r)y=e®—2e"  (2) f(£) =cos(2t) -t (3) f(1) =215 t+cos(71)

@) f(r)=e*'"3
(7) f(t) =cos? t

(5) f(t) =sinh(31) +512 +3 6) f(1)=2t>—t+4

(8) (1) = e®*(cosh(3x) +2sinh(3x)) (9) f(¢) = (sent— cos t)?

5 ,se0<t<3 0 ,se0<t<1
(10) (t)={ ' (11 f(n =
f 0 ,set=3 ! {t2—2t+2 ,ser=1
sent ,se0<t<2m 2t ,se0<t<b
(12) f(n) = (13) f(1) =
sent+cost ,set=2nm 1 ,ser=5

2. (Fun¢dao Gamma) A funcao Gamma é definida por
o0
T'(x) = j e 't* lde,
0
para x > 0.

(a) Mostre que I' é bem-definida, i.e., que a integral acima é convergente para todo x > 0.
(b) Use integracao por partes para mostrar que I'(x + 1) = xI'(x), para todo x > 0.

(c) Useindug¢do em n para mostrar que I'(n) = (n—1)! para todo inteiro n > 0. Isso mostra que
a funcao I' é uma extensdo da funcao fatorial para todos os reais positivos.

INa+1
(d) Mostre que .Z(t%)(s) = %, paratodos s>0e a > —1.

3. Vamos estudar a transformada de Laplace da fungao f(¢) = t* para alguns valores fracionérios
de a.

(a) Mostre que [;° e dx= VT2,
(b) Mostre que .Z(t~'/2) = V/n/s, para s > 0.
(c) Mostre que LY = mi2s32, paras>0.

4. Mostre que (Z )" (s) = L ((-)"f (1)) se f : (0,00) — R for de crescimento exponencial. Use
este fato para calcular .Z f(s) se:

() f(H=t3sent (2) f(t)=t>cost (3) f(t)=t>sinht (4) f(t)=tcosht

5. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

My -y -6y=0,y0) =130 =-1
3)y'-2y'+2y=0,y(0) =0, y'(0) =1
(5) ¥+ y=cos(21), y(0) =1, y'(0) =0
M y'+y=xy0)=1,y(0) =-2

) y"+3y'+2y=0,y(00=1,y'(0)=0
4) y(iv) —-y=0, y(O) — y"(O) =0, yl(o) — y”'(O) -1
6) y'-2y'+2y=e"!,y(0)=0,y'(0) =1

8)y" -6y +9y=¢’, y(0)=y'(0) =1
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. Verifique as seguintes igualdades para a transformada de Laplace e a transformada de Laplace
inversa:

@ Z(fem=-2f(3);

-1 1 (E)
(b) L {Y(ks)}= k(,? Y o)

—btla

© L YY(as+b)= ¢ p; X_IY(E),sea>0.

. Calcule a transformada inversa de Laplace 'Y

MYe=o—2 oyt Gyge—t
241 (s—1)2 s2—4s+8 s24+4s+13
(4) Y(s) = 2+l (5) Y(s) = 1 6) Y(s) = M
482 +4s5+5 9s2—-12s+3 s2—2s+2
7 vin=2" ®vie=C"2 gy
§2— s2—4s+3 2s—1

. Esboce o gréafico de cada uma das funcdes abaixo e calcule sua transformada de Laplace:

1 ,em (0,1)U(2,3)

DO =1-wm® @ f@O=1+T,(-D)"u,(t 3) 1=

(D f(@) ur(t) (2 f(O)=1+252,=D"un() ® 0 {o , forade (0,1) U (2,3)
1 ,em(0,1)

@) f(n=lsent|  (5) f(1)=t,0<t<1, f(t+1)=f(2) (G)f(f):{  FE+2)=f10)
-1 ,em (1,2)

. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

(D) y"+y=1=uz2(1), y0)=0,y'(0) =1

(2) y'+4y=sent—uy;(t)sen(t—2m), y(0)=y'(0) =0
(3) y"+4y=sent+ uy(t)sen(t—m), y(0)=y'(0)=0
@ y"+2y +y=1-u (1), y0)=0,y'(0) =1

(5) Y +3y +2y=uy(1r), y(0)=0, y'(0) =1

6) ¥ +y=uy(1), y0)=1,y'(0)=0

(7)y,,”’:f”)’y(0)=1,y’(0)=0,ondef(t):{1 D , ft+2m) = f(0)
0 ,em[m,2m)
(8)y”+y:f(t)’y(0)=0,J//(0)=1,ondef(t):{t ,em [0, 1)

1 ,em/|l,00)

9) y'+2y' +2y=58(t—m), y(0)=y'(0)=0
(10) y" +2y +2y=6(t—n), y(0) =1,y (0) =0

(1) y"+4y=06(t—-m)—-6(t—2m), y(0)=y'(0)=0
(12) y"+2y +y = 6() + uox (1), y(0) =0, y'(0) = 1
(13)y" - y=28(t—1), y(0) =1, y'(0) =0

(14) y"+y=6(t—m)cost, y(0)=0,y'(0) =1

10. Use a transformada de Laplace para calcular as integrais abaixo:

00 o] e—t _ e—3t
(1)[ re ?tcostdt (2)[ -
0 0 t

oo ,—t t oo ,—t 2[ 00
) f ¢ St (s f ¢ St e f te-3'sentdt
0 t 0 r 0

dt (3)f e lsentdt
0
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v¢ Respostas

1)

MY=G6=-51+26-D"1L 2 Y=s(s2+4)"1=s53) Y =1040s"7 — s7 1 + s(s% +49);
WY=e36-2"L6)Y=3%-9)"1+10s3+3sL6) Y=4s 3 —s2+4571;
NDY=0/2)(s1+s(s2+4)™);8) Y=s5((s—-22%-9"1: 9 V=s1=(s2+4)"}

10) Y =5(1-e3)s L (1) Y=e5(s2+2)s3,12) Y =1 +se7 2" (s2+1)71;

(13) Y =2572(1 —e72%)9s71e755,

(5)

(1) y=(1/5)(e* +4e72"); (2) y =27 —e7?; (3) y = e'sent; (4) y = cosh £;
(5) y = (-1/3)(cos(2t) —4cost); (6) y = (1/5)(e”" — e’ cost +7e'sent); (7) y = x +cosx +sen x;
(8) y = (1/4) (e’ +3e3" — 18te3);

@

(1) y=sent—2e’ +2te’; (2) y = e**(3cos2t + (7/2)sen21); (3) y = (1/3)e ?*sen3t;

4) y=(1/2)e"""?cost; (5) y = (1/3) sinh(£/3)e*"'3; (6) y = up(t)e' 2 cos(t —2);

(7) ¥ = up(£) sinh(2¢ - 2); (8) y = uy (1) e** 2 cosh(t —1); (9) y = (1/2) ug(£)e=472

(€))

M Y=s'1-e)@Y=(s10+e )@ Y=s'1-e +e > —e);
@WY=(1+e™A+s) ' A-e™) 56 Y=(sA+e )50 Y=>1-e s 1+e
9

(1) y=1-cost—sent— uy/(t)(1-sent); (2) y = (1/6)(1 — uzz() (2sent —sen2t);

(3) y=(1/6)(2sent—sen2t) — (1/6)u,(t)(2sent +sen2t);

@y=1-u(A-e " V_(t-De U, 5) y=et—e 2+ uy(1)(1/2) — e~ 172 4 (1/2)e72(172));
(6) y=cost+ uz()(1+cost); (7) y+ X5 (=1 "tz (£)(1 - cos(t — nm));

@B) y=t—u()(t—1-sen(t—1)); (9 y= uy (e~ " Psen(t - m);

(10) y=e fcost+e sent—u()e” " sent; (11) y = (1/2)sen 2t (i (£) — Uz (1));

(12) y=2te "+ upy (1) (1 — e~ =20 — (t - 27)e~=2M); (13) y = cosh t + 2u, () sinh(t — 1);

(14) y=(1+ uz(t))sent

(10)
(1) 3/25; (2) In3; (3) 0; (4) m/4; (5) (1/4)In5; (6) 3/50
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