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Capitulo 1

Espacos duais

1.1 Funcionais lineares

Nestas notas, estudaremos funcionais lineares sobre um vetorial V de dimensao finita sobre F = R ou
F = C, em geral, de dimensao finita. Denotaremos por .Z (V) o espago dos operadores lineares em
V. O espaco das matrizes m x n sobre [F serd denotado por M;,,«,(F). Quando m = n, escreveremos
M (F) = Mpxn(F).

Definicao 1.1 Um funcional linearem V (ou sobre V) é uma transformacdo linear ¢ : V — [F. O espaco
Z(V,F) sera chamado de espaco dual de V e denotado por V*.

No préximo exemplo, veremos um tipo de funcional linear bastante importante.

Exemplo 1.2 Seja # = {v,...,v,} umabase de V. Para cada v € V, podemos obter tinicos ay,...,a, €
F tais que v = ay v +...+ @, vy. Definimos ¢ (v) = aj, veV, j=1,...,n. Decorre da unicidade dos
@j’s que ¢ ; € uma bem-definida e linear.

Na préxima proposicao, veremos que um funcional linear sobre um espaco de dimensao finita
pode ser expresso de maneira bastante direta em termos de uma base.

Proposicdo 1.3 Seja # = {vy,...,v,} umabase de V e Z* = {¢py,...,pn}, onde ¢y,...,¢, sdo definidos
como no exemplo (1.2). Sao verdadeiras as seguintes afirmacoes:

1. #* é umabase de V*;

1, sei=j
2. (pi(vj)zéij:{ 0 sei#j'

3. Paraqualquer veV, tem-se v =@ (V)v] +...+ @, (V) V.

4. Para qualquer ¢ € V*, tem-se ¢ = @(v1)@1 +...+ (V) @p.

A base #* é chamada de base dual da base 4.
Prova. Os itens (2) e (3) decorrem diretamente da definicao de ¢y, ..., ¢,. Para provar (1), obser-
vamos que se Z;?zl aj@; = 0 entdo, calculando este dltimo funcional linear em cada um dos vetores



vj, concluimos que a; = ... = a, = 0, portanto, Z* é um conjunto linearmente independente. Além
disso, dado ¢ € V* qualquere v =@, (v)vy +...+ @, (V) v, €V, temos que

1V +...+@u(V)vy)
p(v)e1(V)+...+ev)p,(V)
(p(v)p1+...+ @)y (v),

@(v)

logo, vale a férmula enunciada no item (4). Em particular, ™ gera V*, e portanto, #* é uma base de
V*. |

Corolério 1.4 Se V tem dimensao finita entdo dimV =dimV*.

Corolario 1.5 Denotando os vetores de " por (x,..., X;), todo funcional linear ¢ € (F")* é da forma
Q(xX1,..., Xp) = x1+...+ apxy,
onde a; = ¢(ej) e {ey,..., e,} € abase candnica de F".

Vejamos exemplos de funcionais lineares.

Exemplo 1.6 Sobre o espaco V =M, (F) das matrizes n x n sobre [F, considere a funcao tracotr :V — F
definida como

n
tr(A) =) ai,
i=1

onde A = (a;j) € M, (F). Evidentemente, tr ¢ um funcional linear.

Considere a base &% = {E; j:1=1,j < n}, onde cada E;; é a matriz que possui todas as entradas
nulas, exceto na posicao ij que vale 1, e a base dual #* = {¢11,...,¢,,}. Evidentemente, se A = (aij),
entao ¢;;j(A) = a;j, paral < i, j < n. Em particular,

n
tr=> @i.
i=1

Exemplo 1.7 Veremos neste exemplo que todo funcional linear em V = M, ,(F) pode ser escrito em
termos do trago. Inicialmente, observamos que se A = (a;;) € My;x,(F) entdo tr(E;; A) = a;j para
l<i<mel<j<n. Comotodo ¢ e V" seescreve como ¢ = Z,@lz?:laiﬂﬂij» onde #* ={p;j: 1<
ism,l1<j<n}éabasedualde #Z={E;j:1<i<m, 1< j<nj}, segue que, paratodo ¢ € V*,

1]
s
M=

~
Il

—
~
Il

—

p(A) aijpij(A)

Il
s
M=

~
Il
—
~.
Il
—

aijaij

Il
M
M=

~
I

—
~
I

—

aijtr(Ej,«A)

m n
= ftr (Z Z aijE]-,-A

i=1j=1

tr(M'A),

onde M = Zi:lz;lzl a;jE;j. Como, evidentemente, uma funcdo do tipo V3 A — tr (M'A) € F é um
funcional linear, para qualquer M €V, segue que todo funcional linear sobre V é desta tltima forma.
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Exemplo 1.8 Sobre o espaco V = &7, (F) formado pelos polindmios de grau < n sobre F, dado qual-
quer a € [, considere a aplicacdao A,(p) = p(a), p € V. Evidentemente, A, € V*.

Dados ay, ay, ..., a, € F distintos, consideremos Ag;=Aj,j=1,...ne € ={Nog,A\1,..., Ay} < V™.
Para ver que % € linearmente independente, sejam «ay,...,a, € F tais que agAg +...+a,A, = 0. Cal-
culando este funcional linear a cada um dos polinémios 1, x, x2,...,x", obtemos um sistema

aog+a1+...+a, = 0
apap+a1a1+...+aza, = 0
2 2 2 _
a,ap+ajar+...+a,ap, = 0
n n n —
ayap+ayar+...+aza, = 0

Este sistema possui somente a solucao nula, pois o determinante da matriz de seus coeficientes é
II;<j(a;—a;j) # 0 (determinante de Vandermonde). Logo, ¢ é uma base de V*. Podemos nos perguntar
se € é a base dual de alguma base % = {py,..., p,} de V. Para! tanto, devemos ter pjla;) = Ai(p;) =
5ij’ logo,
I » (x—aj)

Hizj(a; —a;)
paracada j=1,...,n.

Pelo item (3) da proposicao (1.3), temos, para qualquer p €V,

p=No(pPpo+...+ Au(pP)pn=plag)po+...+ plapy) pn.

A férmula acima é conhecida como férmula de interpolacéo de Lagrange e mostra que, um polinomio
de grau n fica completamente determinado a partir de seus valores em n + 1 pontos distintos.

Sejam A = {uy,...,uy}, € =1{vy,...,v,} basesde Ve B* ={@,,...,pn}, € ={y1,...,¥,}, suas res-
pectivas bases duais. Tomando aj; €F, 1 < j, k < n, tais que vj = Z’,;‘Zl ajx Ui, observamos que

n
bij=vwilvj)= Z ajryi(ug),
k=1

paral < i, j < n. Escrevendo A = (a;j)1<i,j<n € B = (Wi(4j))1<i,j<n, @ relacdo acima mostra que B =
(AH™1. Como as colunas da matriz B sdo exatamente as coordenadas dos funcionais lineares que
compoem % * em relacdo a base Z*, segue que a matriz B determina a base dual ¢*. Esta relacao
pode ser usada na prdtica, conforme mostra o préximo exemplo.

Exemplo 1.9 Sejam V = F*, % = {e1, es, e3,e4} a base candnica e € = {v;, V2, U3, U4}, cOm v] = €] + e3,
Uy =e1+ey, V3=ey—2e3e Uy = e+ e+ e3. Vamos determinar a base dual ¥’ *. Escalonando, obtemos

-1

10 10 3/2 0 1/2 -1/2
1 0 01 B -1 0 0 1
01 -2 0 | -1/72 0 -1/2 1/2 |’
11 10 -3/2 1 -1/2 1/2

. 1

de onde concluimos que ¢* = {y/1, Y2, w3, ¥4}, com (X1, X2, X3, X4) = 5 (3X1+X3—X4), W2 (X1, X2, X3, X4)
1 1

Xa, W3(X1, X2, X3, Xg) = 5 (X1 — X3 — Xg) € W4 (X1, X2, X3, Xg) = 5(—X1 +2X2 + X3 — X4), onde (X1, X2, X3, X4) de-

notam as coordenadas em relagdo a base candnica.

IVeremos adiante que este é sempre o caso, para qualquer base de V*.



Exercicios

1.

2.

10.

Para cada base % do espaco vetorial V, calcule a base dual de %:

(@) V=R3 %£=1{1,2,3),00,-1,1/2),(3,0,-5)};
(b) V=P5R), B=1{1+x1-2x,x°+x,x°};

© V=YL[®RePB=1{T11,Ti2 To1, Tr2}, onde T;;j € o operador cuja matriz na base canonica
tem todas as entradas nulas, exceto na posicao i j que vale 1, paral <i,j <2.

Sobre o espaco V = #,(R), considere os funcionais lineares

aj
<pj(p)=f0 pxdx,
onde j=0,1,2eap=1,a,=-1eap=2.

(a) Encontre um conjunto linearmente independente {pg, p1, po} <V tal que ¢ (p;) = §;; para
1<i,j=2.
(b) Conclua que {¢@g, 1,2} € uma base de V*.

Seja W c V um subespaco e ¢ um funcional linear sobre W. Mostre que existe um funcional
linear ¢ sobre V cuja restricao a W coincide com ¢.

. Seja% ={¢1,...,p, umabasedeV* evy,..., v, € Vtaisque ¢;(v;) =6;jparatodosi,j=1,...,n.

Mostre que & = {vy,..., v,} € uma base de V cuja dual é %

Mostre que todo operador linear 7': F" — ™ é daforma Tu = (¢ (w),...,@n(w)), onde @1, ...,¢0n
sao funcionais lineares em F”.

. Mostre que tr (AB) =tr (B A), para quaisquer A, B € M, ([F).

. Neste exercicio, vamos mostrar que a funcao traco é o tnico funcional linear ¢ : M, (F) — [ tal

que @(AB) = ¢(BA), para quaisquer A, B € M, (F) e ¢(I) = n. Para tanto, fixemos um tal ¢.

(a) Sejam E;; as matrizes definidas no exercicio anterior. Calcule Ey; E;; e EjjE; e conclua
que @(E1;) =0 paral < j < n. Use o mesmo argumento para concluir que ¢(E;;) = 0 se
I #].

(b) Mostre que EyjEj—Ej1Ej = E11—Ejjeconcluaque ¢(E;;) = ¢(Ey), paracada j =2,...,n.
Como ¢(I) = n, segue que ¢ =tr.

. Para cada M € M,,,«,(F), considere o funcional linear ¢,; : M« (F) — F dado por ¢ (A) =

tr (M'A), A€ M, ,,(F). Mostre que a aplicacdo
MuxnF) 2 M— @peMEe men(":)*
€ um isomorfismo linear.

Mostre que todo ¢ € V* ndo-nulo é sobrejetor. Conclua que, nestas circunstancias, dimker ¢ =
dimV - 1.

Se dimV = n e W c V é um subespaco de dimensdo n — 1, mostre que existe ¢ € V* tal que
ker ¢ = W. Mostre que ¢ ndo é tinico, em geral.
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11. Sejam ¢, ¥ € V*. Mostre que ker ¢ > kery se e s0 se existe a € [F tal que ¢ = ay.

12. Sejam @, @1,...,@r € V* e assuma que kerp o kerg; n...Nnker ¢y.

(a) Mostre que a aplicacdo T:V € v — (¢1(V),...,0k(v)) € F¥ é linear e ker T = ker¢g; n...N
ker @.

(b) SejaW =Im T cF¥ e defina A : W — F por A(@;(v),..., (1) = ¢(v), v € V. Mostre que A é
bem-definida e que existe A : F¥ — F que coincide com A em W.

(c) Use o coroldrio (1.5) para concluir que existem &, ...,a; € Ftaisque ¢ = a1 +...+ APk

1.2 Anuladores

Dado um subespaco W c V, definimos
W ={peV"*: ¢p(w)=0paratodo weW}.

Veremos que este subespaco determina\W, no sentido que, conhecer W é o mesmo que conhecer W°.
A proposicao a seguir é o primeiro passo nesta dire¢do.

Proposicdo 1.10 Seja W < V um subespago. Entao W° < V* é um subespaco e dimW° = dimV —
dimW.

Prova. Evidentemente, W° é um subespaco de V*. Sejam {wy, ..., wi} umabasede W, {wy, ..., wg,
Wi+1,-.., Wpy umabasede Ve {@1,...,¢0% Qi+1,-..,¢n} sua base dual. A proposicdo fica demonstrada
se provarmos que {Qy+1,...,¢n} € uma base de W°. Evidentemente, ¢ W°, para k+1 < j < n. Além
disso, dado ¢ € W°, temos, pelo item (4) da proposicao (1.3), que

@ =pw)p1+...+Q(WRPr+ QWi 1) Prr1+ ...+ @(WR) P = (Wi 1) Pis1 +... + Q(WR)Pp,

provando o desejado. |

Se W cV é um subespago de dimensao k e {¢;,...,¢,_;} € uma base de W°, temos que

0

¢1(w)
weW <
0

Pn—k(W)

Assim, encontrar uma base para W° implica, na pratica, em encontrar um sistema linear com 7 in-
cégnitas e n — k equacdes cujo espaco-solucao é exatamente o subespaco W. Decorre desta mesma
argumentacdo que, encontrar uma base para W implica, na prética, em encontrar ¢y,...,¢@,_r € V*
linearmente independentes tais que

W=kerp;n...nkerp, .
Os subespacos que aparecem do lado direito da férmula acima recebem um nome especial.

Definicdo 1.11 Um subespacgo Z c 'V é dito hiperplano se existir ¢ € V*, ¢ #0, tal que kerp = Z.

Os comentarios anteriores a definicao (1.11) provam a proposicao abaixo.



Proposicao 1.12 Se W c V é um subespaco de dimensdo k e dimV = n entdo existem hiperplanos
Zy,..., Ly taisqueW=21n...0nZ,_.

O teorema do nucleo e da imagem e o exercicio (9) da secdo anterior mostram que se dimV =ne
Z cV é um hiperplano entdo dimZ = n— 1. Reciprocamente, se Z < V é um subespaco de dimensao
n-1, seja {uy,...,uy—1} uma base de Z. Tomando um vetor qualquer u ¢ Z, temos que {uy,...,u,} é
uma base de Z, onde escolhemos u, = u. Se {¢1,...,¢,} é a base dual, entdo Z = ker¢,,. Isso prova a
proposicao abaixo.
Proposicao 1.13 Um subespago Z <V é um hiperplano se e s6 se dimZ =dimV - 1.

A proposic¢ao abaixo caracteriza os hiperplanos de F” através do coroldrio (1.5).
Proposicdo 1.14 Um subespaco Z c F” é um hiperplano se e s6 se existem a;,..., a, € F tais que

Z=1{(x1,....,x,) a1 x1+...+anx, =0}.

Exercicios

1. Neste problema, o subespaco gerado por um conjunto {uy, ..., u,} serd denotado por S(uy, ..., Uy).
Para cada subespaco W c V abaixo, encontre uma base para W¢:
(@) V=F5eW =S(uy,uy, u3),onde u; = (1,2,0,-1,1,4), up = (0,1,2,4,0,2), uz = (1,-1,0,1,4, —3);
(b) V= |F5 eW= S(u1) up, us, u4)’ onde uy = (Oy lyO)Oy 1)) Uy = (1)2)_1)2)0)) Uz = (0)_1>3’0)2) e
Uy = (114) _4)2) _1))

2. Considere os subespagos W dados a seguir a partir de um conjunto de geradores e obtenha um
sistema linear cujo espaco solucdo seja W.
(@ V=FeW =S(u,up), onde u; = (1,-1,4), u = (4,0,2);

(b) V= I]:S eW= S(ul) Uz, us, u4)r onde uy = (0) ]-)0)0) ]-)) Uy = (1)2v_]-)2)0)r Us = (0)_173r0)2) €
Uy = (1)4)_4y2)_]~);

(C) V= I]:G eW= S(ul) up, u3)7 onde uy = (172)3)_172)0)) Uy = (O) 170)4) 172)) usz = (1)4)377)4)4);

3. Encontre uma base para o espaco solu¢ao de cada um dos sistemas lineares abaixo:

X1 +2Xx2 —4Xx5+ Xg

(@) V=R, X1—X3+XxX5 =
Xo+X4—2Xg =

2X1—Xo— X3+ X4 =

(b) V=R? X1 —Xo+X3—X4 =
51 —-3xp0—X3+x4 =

oSO oo O© oo

4. Seja T : V; — V; linear e W, c V;, W, < V, subespacos. Mostre que T(W;) c W, se e s6 se
Tt(Wg) cW7.



1.3 O espaco bidual

Se V é um espaco vetorial de dimensao finita n, podemos considerar seu espago dual V*, o qual,
como vimos, também é um espaco vetorial de dimensao n. Podemos repetir o processo e considerar
o espaco dual de V*, o qual é chamado de bidual deV* e denotado por V**.

Qual a natureza dos elementos de V**? Seus elementos sdo funcionais lineares sobre V*. O funci-
onal mais natural deste tipo é o seguinte: para cada v € V, considere a aplicagdao

Ay:VY — F
¢ — ¢W).
O leitor deve precaver-se para interpretar corretamente a definicdo de A ,: na expressao ¢(v), estamos

acostumados a pensar ¢ fixo em V* e v variando em V. A idéia agora é que v é fixo e ¢ variaemV*.
Evidentemente, A, € V** e a aplicacdo

A X : Xz* a1
é linear. Para calcular o nucleo de A, precisamos do fato abaixo.
Proposicao 1.15 Um vetor v € V é ndo-nulo se e s6 se existe ¢ € V* tal que ¢(v) # 0.
Prova. Seja {vi,...,v,} uma base de V tal que v; = v e {¢y,...,¢,} a base dual. Entao, ¢;(v) =
p1(v1) =1#0. i

Observacdo 1.16 E interessante notar a dualidade do enunciado da proposicdo anterior. Por defini-
¢ao, um funcional linear ¢ € V* é ndo-nulo se e s6 existe um vetor v € V tal que ¢@(v) # 0. A referida
proposicao diz que um vetor v € V é ndo-nulo se e s6 se existe um funcional linear ¢ € V* tal que

@) #0.

Voltando a nossa aplicacao A : V — V**, vemos que ker A = {0}, pois A, = 0 implica que ¢(v) =
A, (p) =0 para todo ¢ € V*, 0 que, pela proposicao (1.15), implica em v = 0. Como dimV = dimV* =
dimV**, segue que A é sobrejetora e, portanto, um isomorfismo linear. Em particular, todo ® € V** é
da forma A,, para algum v € V. Estas afirmacdes provam o seguinte teorema.

Teorema 1.17 A aplicacdo A definida em (1.1) é um isomorfismo linear. Em particular, todo ® € V**
é daforma A, paraalgum veV.

A aplicacdo A é chamada, as vezes, de isomorfismo canonico entre V e V**, pois sua definicao
independe de escolhas de bases.

Coroldrio 1.18 Se W < V é um subespaco entao W°° = A(W). Em outras palavras, W é totalmente
determinado por W°.

Prova. FEvidentemente, A(W) c W°°. Além disso, dimW®° = n—-dimW®° = n- (n —dimW) =
dimW = dim A(W), portanto, W°° = A(W). |

Corolario 1.19 Toda base de V* é dual de alguma base de V.

Prova. Dada uma base € = {¢,,...,¢,} de V*, seja {®,...,D,} < V** a base dual. Pelo teorema
(1.17), existem vy, ..., v, € V tais que @; = Al,j, para j=1,...,n. Como ¢;(v;) = A,,j (i) =Dj(p;) =bij,
segue pelo exercicio (4) da primeira secao que % € a base dual de {v,..., v,}. |



Exercicios

1. Mostre que se X <V é qualquer subconjunto nao-vazio, entdo A(S(X)) = X°°, onde S(X) denota
o subespaco gerado por X.

2. Sejam {¢;,...,¢,} umabase de V* e vy,..., v, € V tais que a matriz (¢;(v;));, j=1,..,n € inversivel.
Mostre que {vy, ..., v} € uma base de V. (Isto generaliza o exercicio (4) da primeira secao.)

3. Dado um subconjunto Y < V*, definimos o subespaco anulado por Y como
°Y={veV:¢@v)=0paratodope Y}.
Prove as seguintes afirmacoes:

(@) °Y é um subespaco de V.

(b) Se Z<V* é um subespaco entdao dim °Z =dimV - dimZ.
(c) Se W é um subespaco de V entdo °(W°) =W.

(d) Se Z é um subespaco de V* entao (°Z)° = Z.

(e) Em geral, se X cV e Y c V* sdo subconjuntos quaisquer, entdo °(X°) = S(X) e (°Y)° =
S(Y), onde S(A) denota o subespaco gerado pelo conjunto A.

(f) Analise a relacdo entre os itens (c),(d) e o teorema (1.17). Analise também a relacdo entre
o item (b) e a proposicao (1.10).

1.4 O operador transposto

Dados espacos vetoriais V,W sobre F e T € .Z(V, W), podemos construir a partir de T um operador de
composicao a direita
T7:¥YW,2) - Z£\VN,2)
S — T/(S)=8oT,

onde Z é qualquer espaco vetorial sobre F. As propriedades do operador T’, de verificacdo imediata,
sdo enumeradas na proposicdo a seguir.

Proposicdo 1.20 Sao verdadeiras as seguintes afirmacoes a respeito de um operador T € .Z(V,W):
1. T'(S) e £V, Z);
2. T'élinear;
3. Dados U € .Z(V,W) e A€eF, temos (T+AU) =T+ AU’;
4. Se I:V —V é o operador identidade entdo I' : £ (V,Z) — £ (V,Z) é o operador identidade;
5. SeU e ¥ \V1,V) entdo (TU) =U'T'.

No caso especial em que Z =F, o operador T’ construido acima é chamado de transposto de T e
denotado por T'. Mais explicitamente,

T':W' = 2W,F)3¢—@oTe Z\V,F)=V*.

A préxima proposicao relaciona transpostos e o anuladores.

10



Proposicdo 1.21 Sao verdadeiras as seguintes afirmacoes a respeito de T € .2 (V,W):
1. kerT" = (ImT)%
2. (kerT)°=ImT¥%
3. dimIm T =dimIm T%;
4. dimker T = dimker T* + dimV — dimW. Em particular, dimker T = dimker T’ se dimV = dimW.

Prova. Para provar a primeira afirmacéo, observamos que ¢ e kerT! sees6se 0= T () = @o T,
0 que ocorre se e so se ¢ se anula sobre Im 7.

Para a segunda afirmacao, observamos que Im T c (ker T)°. Além disso, pelo teorema do ntcleo
e da imagem, pelo item anterior e pela proposic¢do (1.10), segue que

dimIm7T? = dimW* -dimker T’
= dimW -dim(Im7)°
= dimImT
= dimV -dimkerT
= dim(ker 7)°.
A equacao acima prova as afirmacoes (2) e (3). Para (4), observamos que, pelo teorema do nticleo e da

imagem, dimIm T = dimV — dimker T e dimIm T’ = dimW — dimker T*. A conclusao segue do item
anterior. |

Sejam T € Z(V,W), # = {vy,..., v}, € = {wy,...,wy} bases de Ve W, B* = {p1,...,pn}, €* =
{y1,..., ¥} suas respectivas bases duais e A = (a;;) € M(m x n,F) a matriz de T em relagdo a Z e €.
Pela defini¢do de T, temos que

m
(T'y) W) =yi(Tv)) =y, (Z a,-kwk) =aji,
k=1
parai=1,...,me j=1,...,n. Assim,

Ttwi: .

J

n
ajigj, i=1,...,m,

=1

e, portanto, a matriz de T’ em relacdo as bases duais €* e Z* é a transposta de A, i.e., a matriz

A® = (aj;) € M, ().

Para finalizarmos esta se¢do, vamos estudar o operador T'". Dado T € .Z(V,W), temos que T’ €
Z(W*,V*), e, portanto, T'" € Z(V**,W**). Como ja vimos, os espacos V** e W*x sdo, a menos
de isomorfismo, os préprios espacos V e W, respectivamente. Sendo assim, é natural estudarmos a
relacdo entre T e T''. Na discussdo a seguir, usaremos a mesma letra A para denotar os isomorfismos
canonicos V- V** e W — W**,

Proposicao 1.22 O diagrama abaixo

v—L o w
Al lA
V** W**

T[t

comuta,i.e., A\oT =T oA.
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Prova. Dado v eV, temos que (Ao T)(v) = Ar,. Dado qualquer v € W*, temos
Ary@) =y(Tv) = (T'Y) (V) = A (T'y) = T (M) (W),

logo, A1, = T'"(A,) = (T o A)(v), como queriamos. |

Exercicios

1. Prove a proposicao (1.20).

2. Sejam T € Z(V) e u € V um vetor nao-nulo tal que Tu = Au para um certo A € F. Mostre que
existe ¢ € V* ndo-nulo tal que T ¢ = Ag.

3. Use a proposicao (1.22) para dar outra prova do item (2) da proposicao (1.21).

4. Seja W cV um subespaco e i : W — V o0 operador de incluséo definido por i(w) = w, w e W.

(a) Mostre que i’ :V* — W* coincide com o operador r : V* — W* de restri¢iao a W dado por
r(‘P) = (P|W» Qe V™.

(b) Seja T € Z(V,W) eadmita que W c Z seja um subespaco. Considere o operador T} = ioT €
Z\V,Z),onde i : W c Z denota o operador de inclusao. Mostre que Tf =Tlor.

5. Mostre que ¢’ € injetor para qualquer ¢ € V* nao-nulo.

6. Dados T € Z(V,W) e Z<W um subespaco, mostre que InT c Z se e s se Z° cker T".

1.5 Somas diretas e projecoes
A soma de dois subespacos W, W, c V é definida por
W1+W2£{M/1+LU2 Wi €Wl‘, i=1,2}.

E imediato verificar que W; + W, é, de fato, um subespaco de V. Observando a prépria definicao
de W; + W, surge naturalmente a seguinte pergunta: a maneira de expressar um vetor em W1 + W,
como soma de vetores em W, e W, é tinica? Em geral, um elemento w € W; n W, pode admitir dupla
representacdo como w = w+0 = 0+ w. Se assumirmos que um certo w € W; + W, admite duas
representagoes w = wy + Wy = Wy + W,, €Ntao w) — w; = W, — Wp. Isso mostra que vy, = w} — wi, vo =
wé —w, € W1nWo, e, portanto, as possiveis representacoes de w sdo da forma w = (w; + v1) + (w2 + v2)
onde vy, v2 € W; nW,. Em particular, no caso em que W; nW, = {0}, segue que os elementos de
W; + W, tém representacao Unica. A proposicdo a seguir, cuja prova é deixada como exercicio, mostra
quando a decomposicao estudada é tinica.

Proposicao 1.23 As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras a respeito dos subespacos W1, W, c V:

® Todo elemento de W; + W, admite representacdo tinica como soma w; + w,, onde w; € W;,
i=1,2.

@ W1 ﬁWg ={0}.
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Se qualquer uma das condicoes acima for verificada, a soma W; + W, é denotada por W; & W.

Suponhamos que W;,W, c V sejam tais que V = W; + W,. Isto significa que para cada w € V
existem w; € W;, i = 1,2, tais que w = w; + wy. Uma expressao deste tipo serd chamada doravante de
decomposicao de w. Podemos definir, pela unicidade da decomposicao, uma fun¢ao P:V — V pondo
Pw = w;, we W. A proposicao abaixo descreve as propriedades de P.

Proposicao 1.24 Sao verificadas as seguintes propriedades:

1. Pe Z\V);
2. ImP=W; ekerP =W,;
3. P2=P.

Prova. Paraver que P é linear, observamos que se w = w;+uw» e w' = wi + wé sdo decomposicoes
de w,w'eVeAdeF, entaio w+ Aw' = (w; + Aw}) + (wp + Aw,) é uma decomposicao de w + Aw’,
portanto, por unicidade da decomposicao e pela defini¢ao de P, segue que P(w + Aw') = wy + Aw] =
Pw+APw'.

Qualquer w € W; se decompoe como w = w + 0, portanto, Pw = w. Em particular, P> = P e
W; cImP. Como ImP < Wy, segue que Im P = W,. Claramente, Pw = 0 se w € W;. Além disso, se
weVePw=0,segue que w; =0 e portanto, w = w, € Wy. Assim, ker P = W. i

O tipo de operador descrito na proposicao € tao frequente que recebe um nome especial.

Definicdo 1.25 Um operador P € .# (V) é chamado de projecdo se P> = P.

Conclusoes inteiramente andlogas aquelas obtidas na proposicado (1.24) sdo vdlidas para o opera-
dor V> w=w,; + w, — w» €V, 0 qual, evidentemente, coincide com o I — P. Assim, a cada decompo-
sicdo V = W; & W, corresponde um par de projecdes P; = P e P, = [ — P tais que Im P; = ker P, =W,
Im P, = ker P; :Wg, PiP,=P,P1=0ePi+Pr,=1.

E razoavel perguntarmos se o processo descrito acima pode ser invertido, i.e., se a partir de um
par de projecoes satisfazendo as mesmas propriedades que P; e P, produz uma decomposicao de V.
A resposta € afirmativa, conforme a proposicao abaixo.

Proposicao 1.26 Dadas projecoes Py, P, € .Z (V) satisfazendo P, P, = P,P; =0 e P, + P, = I, existe
uma unica decomposicao V = W; + W, satisfazendo Im P; = ker P, = Wy, Im P, = ker P} = W,. Além
disso, P;, P, sdo exatamente as projecoes associadas a decomposicao V =W; & W,.

Prova. Definamos W; = Im P;, W, = Im P, e mostremos que W; @ W, = V. De fato, qualquer
v € V se escreve como v = Pyv+ (I — Py)v. A primeira parcela desta soma pertence a W, e, como
Py (I-P;)v =0, segue que a segunda parcela pertence a ker P; = W,. Logo, V = W; + W,. Além disso,
se u e Wy nW,, temos que u = Pyu e u = P,u, donde, Pyu = P,u. Aplicando P; a dltima igualdade,
temos que u = Pyu=0. 1

Coroldrio 1.27 A cada projecao P € .Z(V) corresponde de maneira univoca uma decomposicdo V =
W; e W, tal que Im P =W, e ker P =W,. A projecao P é dita projecdo sobre W, paralelamente a\W,.

A proposicdo a seguir, cuja prova é deixada como exercicio, resume diversas propriedades das
projecoes.
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Proposicdo 1.28 Sao equivalentes as seguintes afirmagoes a respeito de um operador P € .Z(V):

@® P é uma projecao.

@ P! é uma projecao.

® V=kerPeImP.

@ P(I-P)=0.

® kerP=ImI-P.

® [- P éuma projecao.

@ O operador S = 2P — 1 satisfaz §? = I. (Um tal operador é chamado de involugdo.)

Para finalizar esta se¢do, vamos estudar a dimensdao de uma soma W; +W,. Para tanto, consi-
deremos a aplicac¢do linear T : W; x Wy, — V dada por T(w;, w,) = wy + wo, w; € W;, i =1,2. Ve-
mos que kerT =W; nW, e ImT = W; + W, logo, pelo teorema do ntcleo e da imagem, temos que
dim(W; x W5) = dim(W; n W) + dim(W; + W,). Mas, claramente, dim(W; x W5) = dimW; + dimW,,
pois se {uy,..., Uy} e {vy,..., vy} sdo bases de Wy, Wy, respectivamente, entao

{(Lll,O),...,(un,O), (0) Ul)y---y (Or Um)}

€ uma base de W; x W,. Sendo assim, a proposi¢do a seguir estd demonstrada.

Proposicao 1.29 Se W;,W, cV sdo subespacos, entdao

d1m(W1 + Wz) = dlle + d1mW2 - d1m(W1 N Wz) .

Em particular, no caso de somas diretas, temos dim(W; & W5) = dimW; + dimW,.

Exercicios

1.

2.

Complete os detalhes da prova da proposicao (1.23)

Mostre que (W1 +W)° =W nW3 e (W1 nW5)° = W? +W?3.

. Em V = R?, sejam W;, W, as retas passando pela origem de equacdes y = a;x € y = aX, com

a) # ay. Mostre que W; @ W, =V e calcule a matriz, em relagdo a base canodnica, da projecao
sobre W, paralelamente a W,.

. EmV =R3, considere W; o subespaco dado pela equacéo x+y+z = 0 e W, a reta que passa pela

origem e tem a direcdo do vetor u = (1,1, -1).

(a) Mostre que W; & W, = RS,

(b) Calcule a matriz da projec¢ado sobre W, paralelamente a W, em relacao a base canoénica de
V.
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5. EmV =R®, considere W; o subespaco gerado pelos vetores u; = (1,0,2,-1,3), u» = (0,2,3,-2,1),
us=2,1,1,-1,2) e us = (1,—4,-4,3,1) e W, o espaco solucao do sistema linear

X1+x3—x5 = 0
Xo+2X3— X4 0

(a) Encontre bases #,, %, para W; e W, respectivamente.
(b) Encontre bases %1, %, para W; nW;, e W; + W5, respectivamente, de forma que %> c %, U
B2
6. Prove a proposicdo (1.28).

7. Mostre que P é uma projecdo com imagem W se e s6 se P’ é uma projec¢do com ntcleo W°.

8. Sejam P, Q projecoes em V tais que PQ = QP. Mostre que PQ é uma proje¢do com nticleo ker P+
ker Q eimagem Im P nIm Q.

9. Sejam V = M, (F) e W;, W, os subconjuntos de V formados pelas matrizes simétricas e anti-
simétricas, respectivamente.
(@) Mostre que W1, W5 sdo subespacos de Ve Wy nW, = {0}.
(b) Mostre que W; @ W, =V.
(c) Calcule as projecoes correspondentes a decomposicdo em soma direta dada pelo item an-

terior.

10. Seja V o espaco vetorial formado pelas funcdes f : R? — F. Dizemos que f € V é simétrica se
f(x,¥ = f(y,x) para todo (x, y) € R?. A funcéo f é dita anti-simétricase f(x,y) = —f(y, x), para
todo (x,y) € R2. Considere os subconjuntos W;, W, de V formados pelas fun¢des simétricas e
anti-simétricas, respectivamente.

(a) Mostre que W1, W5 sdo subespacos de Ve Wy nW, = {0}.
(b) Mostre que W; @ W, =V.
(c) Calcule as projec¢oes correspondentes a decomposicdo em soma direta dada pelo item an-

terior.

11. SejamV,,V,eW;, W, subespacgos de Ve W, respectivamente, taisque V =V;&V, e W =W;eW,
eseja T:V — W uma transformacdo linear tal que T'(V;) cW;, j =1,2.

(a) Mostre que existem tnicos operadores lineares T; : V; — W; e T, : Vo, — W, tais que T'(w, +
wo) = T1(wy) + To(w-) para quaisquer wy, € Wy, wy € W,. Neste caso, dizemos que T é a
soma diretade T e T, fato denotado por T =T, & T>.

(b) Mostre quekerT =kerT; ekerT, eImT =Im T; & Im T>.
(c) Fixando bases #; em V; e %; em W;, sejam A, B as matrizes de T; em relacdo a estas bases,
para i = 1,2. Calcule a matriz de T em relagdo as bases %, U %, e 61 U 6>.

12. Mostre que se W c V é um subespaco entdo existe um subespaco ZcVtalque We Z=V.

2R possivel modificar %, %, e €1 de forma que, além da dltima inclusdo, tem-se também que 4] <€ %) N H,. Isso é
mais dificil de mostrar: vocé estd desafiado a tentar!
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13. Dadas projecgoes P,Q € .Z(V), verifique que as afirmagoes abaixo sao verdadeiras:

(a) P+ Q éuma projecao.
(b) PQ+QP=0.
(c) PQ=QP=0.

Nestas condi¢des P + Q é um projecao com imagem Im P & Im Q.
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Capitulo 2

Formas canonicas

2.1 PolinOmios caracteristico e minimal

Dado T € .Z(V), dizemos que u € V nao-nulo é um autovetor para T se existe A € F tal que Tu = Au.
O ntmero A é chamado de autovalor de T associado (ou correspondente) ao autovetor u. Em todo o
texto, denotaremos o operador T'— Al por T — A.

A proposicao abaixo é de grande importancia pratica.

Proposicao 2.1 Asseguintes afirmacodes sdo equivalentes a respeito de A € F:
@ Existe u € V nao-nulo tal que Tu = Au.
@ T - Anao éinversivel.
® det(T-1)=0.

Prova. A equivaléncia entre @ e @ decorre do fato que um operador V — V € inversivel se e s6 se é
injetor. A equivaléncia entre @ e @ decorre do fato que um operador tem determinante zero se e s6 se
nao € inversivel. |

A proposicdo anterior mostra que os autovalores de T sdo raizes da equac¢ao polinomial de grau n
det(T-7) =0. (2.1)

Como sabemos, uma tal equacao possui, no méximo, n raizes. Abusando um pouco da linguagem,
vamos chamar de autovalor de T qualquer raiz da equacao (2.1). O conjunto de solu¢des da equacao
(2.1) é chamado de espectro de T e denotado por Z(T). O polinémio p7(A) = det(T — A) é chamado
de polinémio caracteristico de T. A multiplicidade algébrica de um autovalor de T é sua multiplici-
dade como raiz da equacao (2.1). O autoespago associado ao autovalor A € F é o espaco ker(T —1). A
dimensao deste ultimo espaco é chamada de multiplicidade geométrica do autovalor A € F.

Um operador € dito diagonalizdvel se existe uma base de V formada exclusivamente por auto-
vetores de T. Neste caso, a matriz de T em relacdo a esta base tem todas as entradas nulas, exceto,
possivelmente, ao longo da diagonal, onde aparecem os autovalores de T. Dizemos que A € M, (F)
é diagonalizdvel se o operador representado por A é relacdo a base canonica de " for diagonalizavel.
Para distinguir os casos real e complexo, dizemos que A é diagonalizavel sobre R ou sobre ¢, conforme
0 Caso.

Seja F[X] o conjunto de todos os polindmios com coeficientes em F munido das operagdes usuais
de soma e produto de polindmios. Dado p(X) =ap+ a1 X +... + aka eF[X]eTe Z(V), definimos
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p(T) = agl+aT +...+ a; T* € £ (V). O leitor pode verificar sem dificuldade que (p + q)(T) = p(T) +
q(T)e(pg)(T)=p(T)q(T), para quaisquer p, g € F[X].

Lema 2.2 Existe g € F[X] ndo-nulo tal que g(T) =0.

Prova. Como dim.Z (V) =n?, o0 conjunto {/, T,..., T”Z} é linearmente dependente. Portanto, existem
ao, ..., a,2 € F ndo todos nulos tais que apl +a; T +...+ a,. T”2 =0. Tomando g(X) =ap+a; X +...+
aan”Z, temos que ¢g(T) = 0. |

Considere o conjunto I = {q € F[X] : q(T) = 0}. Evidentemente, este conjunto é um ideal ndo-
trivial de F[X], e portanto, existe um tnico polindmio moénico gr € I tal que todo g € I é daforma g =
qdrqi paraalgum ¢ € F[X]. O polindbmio g7 é chamado de polinomio minimal de T e é caracterizado
pelas seguintes propriedades:

@ qr(T)=0;
@ Se q(T) =0entao g7 divide q.

O exercicio (6) desta se¢do contém mais detalhes sobre a construcdo do polindmio minimal. A
proposicdo a seguir relaciona o polindémio caracteristico e o polindmio minimal de 7.

Proposicdo 2.3 Seja T € .Z (V) e AeF. Entao pr(1) =0seesose gr(A) =0.

Prova. Se gr(A) =0, entdo existe g € F[X] tal que g7 (X) = (X-1)g(X). Logo, 0= qr(T) =(T-A)q(T).
Como g tem grau estritamente menor que o grau de gr, segue da definicao de gr que g(T) # 0. Em
particular, existe u € V tal que v = g(T)u # 0, e portanto, (T —A)v = 0. Logo, A é autovalor de T e
pT(A) =0.

Reciprocamente, admitamos que g7(A) # 0. Pelo algoritmo da divisao, existem g € F[X] e a € [ tais
que gr(X) = (X-1)g(X) + a. Calculando em T, temos que (T —1)q(T) +al=0. Como a = gr(A) #0,
entido (T—-1)"! = —q(T)/a, e portanto, A ndo é autovalor de T. |

Veremos adiante que, nao s6 os polindbmios caracteristico e minimal tém as mesmas raizes como
também g7 divide pr, ou equivalentemente, pr(T) = 0. Este fato € chamado de Teorema de Cayley-
Hamilton.

Podemos definir os polindmios caracteristico e minimal de qualquer matriz A € M, (F) pondo
pa=preqa=qr,onde T é qualquer operador linear em um espaco vetorial n-dimensional sobre
F cuja matriz em relacdo a alguma base de V é A. Esta definicao é independente de T, pois qualquer
outro operador S em V com a mesma propriedade deve ser daforma S = UTU ™! para algum operador
inversivel U € .Z (V). Evidentemente, ps = pr € gs = qr. Estas afirmacgoes nos permitem falar indis-
tintamente sobre polindmios caracteristico e minimal tanto para matrizes quanto para operadores
lineares.

Exemplo 2.4 Considere os operadores Ty, 1>, T3, Ty € £ (R?) cujas matrizes em relacdo a base cano-
nicasao (;9), (% 1), (% 3) e (¢ %), respectivamente.

Temos que pr,(A) = g1, (A) = A - 1D(A-2), pr,(A) = g,(A) = (A -3)%, pr;(A) = qr,(A) = A* =24+
2=A-A+D))A-A-1) e pr,A) = A+2)2%e qr,(A) = A +2. Vemos que X(T7) = {1,2}, Z(T») = {3},
X(T3)={1+i,1—i}eX(Ty) ={-2}.

Exemplo 2.5 Considere os operadores Ts, Ts € . (R3) cujas matrizes em relacdo a base canonica sdo

1 -1 1 1 00
-1 0 2,1 -1 11],
-1 -1 3 -1 0 2
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respectivamente. Temos que p1,(A) = g1, (1) = pr,() = A—1)?(A-2) e gr,(1) = A - 1D(A - 2).

Exercicios

1. Determine os polindmios caracteristico e minimal das matrizes abaixo:

10 1
(a) f _01 (b) (1)1 ©]0 10
101
200 1 3 3 00 1
@] o1 2 @ 3 1 3 ®f1 01
020 -3 -3 -5 01 1
0 0 -20 0 -9 1 2

1 -4 -2
10 3 0 {1 6 34
® :222 ™16 1 0 o0 Do 0 35
00 0 2 0 0 03

. Dados ay,...,a,-1 €F, seja

000 .. 0 —a
1 0O ... 0 —a)
a=l0o 10 ... 0 -a
0 00 ... 1 —ap

Mostre que pa(A) = ga(A) = A" + An A" 1+ .+ a A+ ap.

. SejaTe Z V).

(@) Mostre que T € inversivel se e s6 se o termo independente de seu polin6mio minimal é
nao-nulo.

(b) Nestas circunstancias, 7! é um polindbmio em T, i.e., existe p € F[X] tal que T ! = p(T).

. SejaV =W & Z uma decomposiciode Ve Py :V—-WcV, Pz:V —ZcV as projegdes corres-
pondentes. Calcule os polindmios caracteristico e minimal de Py e P7.

. Seja A= (a;;) € Myx,(F) tal que Z;?Zl a;j=1paracadai=1,...,n. Mostre que A =1 é autovalor
de A. Prove que a mesma conclusao € valida se tivermos Y., a;; =1 paracada j=1,...,n.

. Na construcao do polinémio minimal de um operador linear usamos o fato que todo ideal nao-
trivial do anel de polindmios sobre [F é gerado por um tinico elemento. Neste exercicio, fornece-
mos uma prova deste fato.

(@) Um subconjunto I c F[X] é dito ideal se for fechado por soma e multiplicagcdo escalar e,
se dados p € I e g € F[X] quaisquer, tem-se que o produto pq pertence a I. Mostre que o
ideal gerado por p € F[X], definido por {pq : q € F[X]} é um ideal de F[X]. Este ideal sera
denotado por Ip,.
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(b) Seja I cF[X] um ideal ndo-nulo qualquer de F[X]. Use o algoritmo da divisdo para provar
que existe um Unico p € I monico (i.e., o coeficiente do termo de maior grau de p € 1) cujo
grau € minimo dentre todos os polinémios de 1.

(c) Use o algoritmo da divisdo para mostrar que I = I,. Mostre que p € o tinico polindmio
monico de I com esta propriedade.

7. Prove as afirmacoes as afirmacgdes a respeito de invariancia dos polinémios caracteristico e mi-
nimal feitas no pardgrafo que antecede o exemplo (2.4).

8. Neste exercicio, o leitor é convidado o provar que pap = ppa para quaisquer matrizes A,B €
Msn (F).

(@) Se B € M;,«,(F) é inversivel, use o fato que AB = B 1 (BA)B para provar que pap = PBA.

(b) Seja T € £ (V) qualquer e selecionemos vetores Tuy,..., Tuy tais que {Tuy,..., Tui} seja
uma base de Im T'. Mostre que {uy,..., ui} é linearmente independente e pode ser comple-
tado a uma base 4 = {u,..., ug, v1,..., v;} de V, de forma que vy,...,v; e ker T.

(c) Mostre que a matriz de T em relacdo as bases Z e ¢ = {Tu,,..., Tug, wi,..., w;} €

Iixk O
0 O )°

(d) Dada A€ M,;,«,(F), mostre que existem matrizes inversiveis U, V € M, (F) tais que

1 0
_rr-1 kxk
A=U ( 0 0 )V

Bi1 B2

U. Mostre que
By1 By ) q

(e) Dada B € M;,x,([F), sejam B;; matrizes tais que B = vl (

pasN) = (=D'Alpp (1) = ppa(A).

(f) Decorre das afirmacoes anteriores que AB e BA tém o mesmo polindmio caracteristico,
e, portanto, os mesmos autovalores. E verdade que gap = gpa? O que deve ser verificado
para que esta afirmacao seja verdadeira?

9. Seja A = (a;j) € Mpx,(F) uma matriz triangular. Mostre que p4(A) = (a1 —A)-...- (@pp — A). Em
particular, os elementos da diagonal de A sdo exatamente seus autovalores, contados de acordo
com sua multiplicidade.

10. Suponhamos que T = T; @ T», conforme o exercicio (11) da pdgina 15. Mostre que pr = pr, - P1,
e gr = mdc(gr,, gt,). Generalize para uma soma direta qualquer de operadores.

11. Seja V um espaco vetorial sobre Re T € £ (V).

(@) Mostre que se A1 € X(T) se e s6 se Aex(T).

(b) Conclua que nas circunstancias do enunciado, T possui uma quantidade par de autovalo-
res complexos.
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12. Mostre que se V é um espago vetorial sobre R de dimensao imparentao todo T € .Z (V) tem pelo
menos um autovalor real.

13. Mostre que pr = pr: € gt = qr: para qualquer T € Z (V).

14. Mostre que se X = (4 8) € My« (F), onde A € Myxi(F), C € M4 (F), entdo det X = det A-detC.
Conclua que px = pa- pc- Pode-se afirmar algo, em geral, sobre gx?

15. SejamF=C, Te ZMV) e pr(A) = (1)"(A* + 5,1 A" 1+ ...+ 511 + 59), onde n = dim V.

(a) Mostre que s, =-trT;
(b) Mostre que so = (—1)"det T;

(c) O que se pode dizer, em geral, sobre s; paral < j<n-—12
16. Seja Se€ . Z (V).

(a) Mostre que {0} ckerSckerS?c...eVoImS>ImS>>ImS®>....

(b) Mostre que se ker S = ker S**! entdo kerS” = ker $"*¥ para qualquer inteiro positivo k.
Prove um resultado andlogo para a Im S".

(c) Mostre que existe um menor inteiro positivo 7 tal que ker S” = ker S"*!. Nestas circuns-
tancias, verifique que ker S¥ C ker $¥*! para todo k < n. Prove um resultado anélogo para
Im S”.

(d) Mostre que se n € N é o menor inteiro tal que ker S” = ker S "+l entdo n é o menor inteiro tal
que Im S” = Im S"*! ou seja, as cadeias de subespacos {0} ckerSckerS?c...eV>ImS>
ImS?>ImS3 ... estacionam no mesmo 7.

2.2 Subespacos invariantes

Um subespaco W c V é dito invariante se T(W) c W. Exemplos evidentes de subespacos invariantes
sdo o proprio V, o espaco trivial {0}, o ntiicleo e aimagem de T. A existéncia de subespacos invariantes
é uma questao de grande relevancia no estudo de um operador linear. Para tratar adequadamente o
assunto, introduzimos o conceito de subespac¢os independentes.

Uma familia de subespacgos Wy, ..., Wy c V é dita independente se sempre que tivermos wj +...+
wy =0com w; € W; parai =1,..., k, entdo necessariamente w; = ... = wy = 0. O leitor pode verificar
sem dificuldade a seguinte proposicao.

Proposicao 2.6 Sejam Wy,..., W} subespacos de V e suponhamos que V = W; +...+W;. As seguintes
afirmacoes sdo equivalentes:

® W,,...,Wj sdo independentes.

@ Cada w €V se escreve de maneira tinica como w = w, +...+ wy, com w; € W;, para cada i =
1,..., k.

® W;n(W;+...+ W, +...+W,) = {0} paracada j = 1,..., k.

@ Se H,..., Py sdo bases para Wy, ..., Wy, respectivamente, entdo %4, U...U Xy é uma base de V.
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Neste caso, escrevemos V=W &...& W,.

A uma decomposi¢dao V = W; & ... ® Wy ficam associados operadores Pj,..., P; definidos como
Pj(w) = wj, onde
w=w;+...+ wg (2.2)

com w; € W;, i =1,...,k. Como ja observamos oportunamente, a unicidade da decomposicao (2.2)
implica que cada P; é um operador linear com imagem W;. De fato, cada P; ¢ uma projecdo com
imagem W, i.e., PJZ. =Pj,para j=1,...,k. Eevidente que P;P; =0se i # jeque Py +...+ Py = I. Estes
fatos sdao destacados a seguir.

Proposicdo 2.7 DadaumadecomposicdoV =W;&...@Wy, existem tinicos operadores lineares Py, ..., Py €
Z (V) tais que:

® P;Pj=6;jP;paratodosi,j=1,...,k;
@ Pi+...+Pr=1,
® ImP;=W;paracadaj=1,..., k.

As projecdes Py, ..., P; sdo chamadas projecoes associadas a decomposicioV =W, & ...e Wi. A
proposicdo a seguir descreve uma situacao particularmente importante.

Proposicao 2.8 Seja V=W, &...® W uma decomposicao de V e Py,..., Py as projecdes associadas.
Sao equivalentes as seguintes afirmacoes:

@ W; é invariante por T, paratodo j=1,..., k.
@ TPj=P;T,paratodo j=1,...,k.

Prova. E evidente que se TPj = P;T entdo dado u € Wj, temos Tu = TPju = P;Tu, portanto,
Tu e Im Pj = Wj.
Reciprocamente, suponhamos que T'(W e W jparacada j=1,...,k. Como

TPy +...4 TP =T=P,T+...PT,
segue que (TP; —P1T)+...+ (TP, —P;T) =0. Como ImTP; c W, segue que Im(TP;—P;T) cW;
para j=1,..., k. O resultado segue da independéncia de Wj,..., W. |
No lema a seguir, consideramos uma familia muito importante de subespacos independentes as-

sociados a um operador linear.

Lema2.9 Se T € Z(V), A1,..., Ak € F s@o autovalores distintos de T e W; = ker(T - 1;), para j =
1,...,k, entao Wy,..., Wy é uma familia independente de subespacos.

Prova. Provemos este fato por inducdo em k. Para k = 1 é evidente, pois W, # {0}. Admitindo que
Wi,...,Wj_; é independente, tomemos w; € W;, i = 1,..., k, tais que w; +... + wi = 0. Aplicando
T — Ak a ultima igualdade, temos que (A; — A)w; +...+ (Ag_1 — Ap) wi—1 = 0. Por hip6tese indutiva,
concluimos que wy =...= wy_, =0 e isso implica que wy =0, como queriamos. i

A préxima proposicdo dd uma caracterizacdo para um operador diagonalizavel.

Proposicdo 2.10 Seja T € £ (V) diagonalizavel e 1,,...,1x € F seus autovalores distintos. Existem
projecoes Pj,..., Py tais que
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O T=MP1+...+ Ak Py;

@ Pi+...+ P =1,

® P;Pj=0sei#j

@ ImP;=ker(T - Aj);

® TPj=P;T,paracada j=1,...,k.

Reciprocamente, se existem projecoes satisfazendo as condi¢des acima, entdo T é diagonalizavel e
seus autovalores sdo Aq,..., k.

Prova. SejaW; =ker(T-A;), j=1,...,k. Como T é diagonalizédvel, entao W; +... + W = V. Pelo
lema (2.9), Wy, ..., W; sdo independentes, portanto, o resultado segue das proposicoes (2.7) e (2.8). 1

Embora o polindmio minimal de um operador seja mais dificil de determinar que o seu polindémio
caracteristico, existe um caso em que a situacao € bastante simples, como descrevemos na proposi¢ao
a seguir.

Proposicdo 2.11 Se T € £ (V) é diagonalizdvel e 1,,...,A € [ sdo seus autovalores distintos, entao
qrA) = A=A1)-...- (A= Ap).

Prova. Mantenhamos a notacdo da proposicao anterior e definamos g(A) = (A — A1) -...- (A = Ag).
Temos que

(T—A)) e (T=Ap) Uy + ...+ ug)

q(Nu

k
Y (T=A) s (T=A)) oo (T=A(T = A))u; =0.
j=1

Isso mostra que gr divide g. Para mostrar que gr = ¢, basta mostrar que nenhum polinémio da forma
pX)=(X-2A1)-...(X=Aj)-...-(X=Ay) anula T. Fixando um tal p e tomando u € W ndo-nulo, temos
que

p(Du= (]‘[(Aj—ﬂt,-)) u#0.
i#]

Mais adiante, veremos que é verdadeira a reciproca desta tltima proposicado: se gr € um produto
de fatores lineares entao qr é diagonalizavel.

Exemplo 2.12 Consideremos os operadores 11, T», T3 e T, do exemplo (2.4). Temos que T» nao € di-
agonalizavel, pois seu polindmio minimal tém raizes repetidas. O operador T3 do referido exemplo
também nao é diagonalizavel (sobre R), pois seus autovalores ndo pertencem a F = R. Tal operador é
diagonalizavel quando consideramos sua acao sobre C2. No caso de T}, podemos mostrar imediata-
mente que dimker(7; —1) = dimker(7; —2) = 1, e portanto, 77 é diagonalizavel. Obviamente, T, = —21
é diagonalizavel.

Exemplo 2.13 O operador T5 do exemplo (2.5) ndo é diagonalizdvel, pois seu polindmio minimal tem
raizes repetidas. O operador Ts do mesmo exemplo é diagonalizdvel, pois um calculo simples mostra
que dimker(Ts — 1) =2 e dimker(7Ts — 2) = 1.
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Exercicios

1.

10.

11.

12.

Mostre que se dimV =ne A4,...,1, € F sdo autovalores distintos para T, entdo T é diagonaliza-
vel.

. Ache uma base de V = R" formada por autovetores do operador cuja matriz na base canénica é:

1 2 3 -9 4 4
(a)( _21 :I’ ) (b)( i 1 ) 0 2 3 @ -8 3 4
01 4 -16 8 7

. Mostre que W <V é um subespaco invariante para T € .Z (V) se e s6 se W° ¢ invariante por T".
. Mostre que T € .Z (V) é diagonalizavel se e s se T' € £ (V*) é diagonalizavel.
. Mostre que toda matriz real simétrica 2 x 2 é diagonalizavel.

. Mostre que T € .Z (V) admite um subespaco invariante de dimensao k se e so se V admite uma

base em relagdo a qual T tem matriz (4 2), onde A€ Myxx(F), C € M—iyx(n-iy (F) € n=dimV.

. Seja T € .Z (V) diagonalizavel tal que T* = 0 para algum inteiro k > 0. Mostre que T = 0.

Seja T € Z (V) tal que X(T) c F. Mostre que as condicoes abaixo sao equivalentes:

@ T é diagonalizavel.

@ Para todo subespago W c V invariante por T existe um subespacgo Z c V invariante por T
talque Wo Z=V.

Seja T € .Z (V) e W c V invariante por T. Prove que qr,, e pr, dividem gr e pr, respectiva-
mente.

Sejam W1, W, c V subespacos invariantes por T € .Z (V) com W;nW, = {0}, g1, g2 0s polindmios
minimais de Ty, e T|w, e p1, p2 0s polindmios caracteristicos de Ty, e Tlwy,.

® Mostre que W = W; @ W5 é invariante por T e o polindmio minimal da restricdo de T a W
é o minimo multiplo comum entre g; € go.

@ Mostre que o polindbmio caracteristico da restricao de T a W é o produto p; ps.
Sejam S, T € £ (V) taisque ST = TS.

(a) Mostre que ker(T — A) é invariante por S.

(b) Use inducao na dimensao do espaco para provar que S, T tém um autovetor em comum.
Seja T € Z(V), com n = dimV. Mostre que pelo menos uma das afirmacoes abaixo é verdadeira:

@® T admite subespacos invariantes de dimensoes 1 e n—1.

@ T admite subespacos invariantes de dimensoes 2 e n —2.

Determine quando cada uma das situagdes acima ocorre.
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13. Seja T € Z (V) diagonalizével e W c V invariante por T. Mostre que a restri¢ao T|y : W — W é
diagonalizavel.

14. Verifique se o operador T € . (F3) cuja matriz em relacdo a base canonica é

a 0 1
0 2012 0
1 0 b

é diagonalizdvel para quaisquer a, b € F.

15. Seja T € £ (V) inversivel. Mostre que W c V é invariante por T se e s6 se é invariante por 7.
Qual a relacdo entre os autovalores de T e T~!?

1 1 1
1 1 ... 1

16. Considere amatrizA=| . . . . |eM,[R).
1 1 ... 1

(a) Determine os autovalores e o posto de A.
(b) Mostre que R" =ker A Im A.

1 0 0
0 0 ... 0

(c) Obtenha uma base de R” em relacdo a qual AtenhamatrizA=| . . . . |. Compare
00 0

com o exercicio (4) da pagina 31.

17. Seja T € £ (V) tal que Z(T) c F. Assim, podemos escrever pr(A) = (A—A1)"™ -...-(A— 1), onde
A1,...,Ax € Z(T) c T sdo distintos. Mostre que T € diagonalizavel se e s6 se dimker(T — A;) = m;
paracada j=1,...,k.

2.3 Triangularizacao de operadores

Embora nem todo operador linear seja diagonalizavel, existe uma propriedade mais fraca que € veri-
ficada em uma grande variedade de casos. Suponhamos que

0}=WocW;c...cW,, =V (2.3)

seja uma sequéncia de subespacos invariantes para T. Podemos obter uma base {u;,..., u,} de V tal
que uj € Wj para j=1,...,n. Amatriz de T em relagdo a % ¢ a matriz triangular superior

A

0 A

0 O

0 0 A,

Comparando os polindmios caracteristicos de T e da matriz acima, concluimos que os nimeros
A1,..., A, s@o exatamente os autovalores de T, contados de acordo com sua multiplicidade. Em parti-
cular, se T é triangularizavel entao Z(7T) cF.
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Defini¢do 2.14 Um operador T € .Z (V) que admite uma sequéncia de subespacos como em (2.3) é
dito triangularizdvel.

Proposicdo 2.15 [Forma triangular] Um operador T € .Z (V) é triangularizavel se e s6 se X(T) c F.

Prova. Provemos o resultado por inducdo sobre a dimensdo de V. Se dimV =1, o resultado é 6bvio.
Fixado n > 1, suponhamos o resultado vélido para todo os operadores em espacos de dimensao
menor que n. Decorre diretamente da definicao do polindmio caracteristico que A € Z(T) se e s6 se
A€ Z(TY). Assim, fixemos A € 2(T) e tomemos ¢ € V* ndo-nulo tal que T'¢ = A¢. Pondo W = ker ¢,
segue que W é invariante por T e dimW = n — 1. Podemos aplicar a hipétese indutiva a T|yy e obter
subespacos {0} = Wy <« W, c...cW,,_; =W invariantes por T. Basta definir W,, =V e observar que
{0} =WocW;c...cW,_; cW, =V sdo subespacos invariantes por 7. [

Observacio 2.16 Decorre da prova da proposigao (2.15) que, dado T € .Z (V) tal que 2(T) c F e um
inteiro positivo j < n, sempre existe pelo menos um subespacos invariantes por T de dimensao j.

Observacao 2.17 Os elementos da diagonal de uma matriz A € M,,(F) triangular superior (ou inferior)
sdo exatamente os autovalores de A, contados de acordo com sua multiplicidade algébrica. De fato,

ay a2 ... Qdin
0 ar ... A2p B
se A= . . . entao
0 0 ... aun
a1 —A aiz ain
0 (lzz—ﬂ aorn
pa(l) =det : : . : =@ —=A)-...-(a@nn—A7N).
0 0 cee ann_ﬂz

Os autovalores de A sdo exatamente as raizes deste tultimo polindémio, a saber, a,1,..., a@,,. O corolério
a seguir é consequéncia desta afirmacao.

Corolério 2.18 Se A;,...,A, € F sdo os autovalores de T contados de acordo com sua multiplicidade
entdotrT = 27:1 Aj.

Corolério 2.19 (Cayley-Hamilton) Se X(T) cF entado pr(T) =0.

Prova. Pela proposicdo (2.15) e pelos comentarios que antecedem a definicao (2.14), obtemos uma
base {u,...,u,} de V tal que Tuj=Ajuj+vj-1, onde vj_; € combinac¢do linear de uy,...,u;-1, para
j>1evy=0. Além disso, o polinémio caracteristicode T é pr(1) = (-1)"* (A — A1) -...- (L —1,). Logo,
denotando por W; o subespaco gerado por {uy,...,u;}, i >0, e Wy = {0}, temos que (T — A;)(W;) c
W;_1, paral <i < n. Disso,

(T_Al)'---'(T_An)(Wn)
(T=AD) e (T= A1) Wpo1) = ...
(T = A1) (Wp) = {0}.

Impr(T)

Dado um operador T € .Z(V), podemos nos perguntar sobre a relacdao entre os autovalores de
T e os autovalores de T2, ou, mais geralmente, sobre os autovalores de p(T), onde p € F[X] é um
polindémio. A forma triangular d4 uma resposta precisa a esta pergunta.
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Proposicdo 2.20 Sejam T € £ (V) tal que Z(T) cF e p € F[X] um polinémio. Se 11,...,A, € F sdo os
autovalores de T, contados de acordo com sua multiplicidade algébrica, entao p(1,),..., p(1,) € F sdo
os autovalores de p(T), contados de acordo com sua multiplicidade algébrica.

Prova. Como X(7T) cF, entdo pela forma triangular e pela observacao (2.17), existe uma base
de V em relacdo a qual a matriz de T é triangular superior, com A4,...,1, ao longo da diagonal. Um
célculo simples usando poténcias de matrizes mostra que a matriz de p(7T) emrelagdo a mesma base é
triangular superior e tem p(A;),..., p(1,) aolongo da diagonal. Pela referida observacao, estes tltimos
sdo exatamente os autovalores de p(T). 1

Coroldrio 2.21 Se T e Z(V), A1,...,A, € F sao os autovalores de T, contados de acordo com sua mul-
tiplicidade algébrica, e p € F[X] entdo tr p(T) = Z” L P(A)).

Todos os resultados desta secao valem em geral, sem assumirmos que Z(7) c [, conforme veremos
na secao (2.7).

Exercicios

1. Dado T € .Z (V) tal que 2(T) c [, mostre que
k ) n
2 A=) aijaji,
j=1 i,j=1

onde (a;;) é a matriz de T em relacdo a uma base qualquer de V. Encontre uma expressao
semelhante para Zk /13

2. Mostrequese T € Z(V) e Z(T) cR, entdo tr(T8 +3T%+5T* + 372 +2) = 2dim V.

3. Dado T € .Z(V) e A € F um autovalor de T, mostre que a multiplicidade geométrica de A é
sempre menor ou igual que sua multiplicidade algébrica. Encontre exemplos em que ocorra a
desigualdade estrita.

4. Um subconjunto . c £ (V) é dito simultaneamente triangularizdvel se existem subespacos
{0} =WocW,; c...c W, =V invariantes por cada S€ .7

(a) Se.” ésimultaneamente triangularizavel, mostre que XZ(S) c F e S é triangularizavel, para
todo S € .. Além disso, existe uma base # de V em relacdo a qual a matriz de S é triangular
superior, paratodo S€ ..

(b) Mostre que se ST = TS e Z(S) c F para todos S, T € . entdo . é simultaneamente trian-
gularizavel. (Dica: Use o exercicio (11) da pagina 24 para mostrar que existe um autovetor
comum a todos os S€.7.)

5. Seja A€ M, (F) uma matriz tal que Z(A) c F. Por meio de operacoes elementares sobre as linhas
de A (permutag¢des e combinacoes lineares), podemos transformar A em uma matriz triangu-
lar superior B = (b;;) € My(F). Mostre que detA = (=1)”by;-...- by, onde p € o nimero de
permutacoes de linhas realizadas.
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6. Seja T € £ (V) tal que X(T) cF e A1,...,A, uma ordenagao qualquer dos autovalores de T, na
qual cada autovalor aparece de acordo com sua multiplicidade algébrica. Mostre que existe
uma base de V em relacdo a qual a matriz de T é triangular superior com A,,..., A, ao longo da
diagonal nesta ordem. (Dica: Verifique detalhadamente a prova da proposicao (2.15).)

2.4 O teorema da decomposicao primaria

Nesta secdo, vamos enunciar e provar um resultado que generaliza as proposicoes (2.7) e (2.11) para
o caso de um operador linear qualquer, ndo necessariamente diagonalizdvel. Vamos obter uma de-
composicao de V em subespacos invariantes bastante semelhante aquela obtida nas referidas propo-
sicoes.

Teorema 2.22 (Decomposicao Priméria) Sejam T € £ (V) e py,..., pr € F[X] polindmios monicos
tais que gr = p; -...- pr emdc(py,..., px) = 1. Entado existe uma decomposicao

V=W;&...e W,
tal que:
® Wj=kerp;(T);
@ Cada W; é invariante por T;
® O polinémio minimal de T; = TIW]. :W; —-W;épj paracadaj=1,...,k.

Prova. Sejag;j=pi-...-pj ... Pr, j =1,...,k. Como mdc(qy,...,qx) = 1, existem fi,..., fi € F[X]
tais que fiq1 +...+ frqr = 1. Definindo g; = f;jqj e Pj = g;(T) para j =1,...,k, temos Py +...+ Py = I,
pois g1 +...+ gk = 1. Como qr divide g;g;, temos que P;P; =0 para i # j. Além disso, para qualquer
i=1,...,k temos P; = Pi(Py +...+ P;) = P;P| +...+ P;P;. = P%.

Mostremos que ker p;(T) =Im P}, para j = 1,..., k. Dado u € Im P}, temos que

piMu=p;(T) fi(Nq;(Mu= fi(T)qgr(T)u=0.

Logo, ImP; cker p;(T). Reciprocamente, dado i # j, como p; divide g; = f;q;, temos que p;(T)u=0
implica P;u = g;(T)u = 0. Assim, u = Pyu+...+ Pru = Pju € ImP;. Como T comuta com p;(T),
concluimos que W; € invariante por T.

Resta provar que o polindmio minimal de T; é p;. Evidentemente, p;(T;) = 0. Além disso, se
q(T;) = 0, entdo (qq;)(T) = q(T)q;(T) = 0. Isso mostra que gr divide qq;, e portanto, p; divide q.
Logo, p; € o polindmio minimal de Tj. |

Corolério 2.23 Se o polinomio minimal de T é produto de fatores lineares (i.e., de grau 1) entdo T é
diagonalizavel.

Observacao 2.24 O teorema da decomposicdo priméria é normalmente enunciado considerando g7 =
T ~ . , . . o - .

plc..p . afatoragdo de g7 como produto de irredutiveis. A forma enunciada aqui € mais adequada

a0s N0ss0s propasitos.
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Mantendo a notacao do teorema anterior, admitamos que todos os autovalores de T pertencem a
[. Isto sempre ocorre se F = C (pelo teorema fundamental da dlgebra) e no caso F = R, isso significa que
todos os autovalores de T sdo reais. Podemos obter uma decomposi¢do de g7 como no teorema da
decomposi¢do priméaria com os polindmios py,..., pi daforma p;(X) = (X-1;)",com A; € Z(T) e r;
inteiro positivo. Seja D = A1 P; +...+ AP, onde Py, ..., P; sdo as projecdes associadas a decomposicao
V=W;a&...eW. Pondo N =T — D, temos

N TPi+...+ P )— (A P1+...+ A Py)

(T—/ll)p1+...+(T—ﬂk)Pk.

O operador acima tem a propriedade que N = 0 para qualquer m = max{ry,..., r¢}. Operadores deste
tipo recebem uma denominacao especial.

Definicdo 2.25 Um operador linear N € .Z (V) é dito nilpotente se existe um inteiro positivo m tal que
N = 0. O menor inteiro positivo com esta propriedade é chamado de indice de nilpoténcia de N e
denotado por n(T). Uma definicdo inteiramente andloga vale para uma matriz A € M, (F) em lugar de
um operador T € .Z (V).

Oportunamente estudaremos mais a fundo a natureza dos operadores nilpotentes, mas, por hora,
nos contentaremos em observar que o operador N = T — D é nilpotente e comuta com D. Esta tltima
afirmacao decorre diretamente da definicao de D.

A proposicao a seguir € de grande importancia tedrica.

Proposicdo 2.26 Se T € £ (V) e Z(T) c F entdo existem tinicos operadores D, N € .Z (V) tais que
®© T=D+N;
@ D é diagonalizavel e N é nilpotente;
® DN =ND.

Antes de provar esta proposicao precisamos de um lema.

Lema 2.27 Sejam D, D' operadores diagonalizdveis que comutam. Entdo D — D' é diagonalizavel.

Prova. Como D,D’ comutam, segue que W, = ker(D' — 1) é um subespaco invariante para D. O
polindmio minimal de D, = D|y, divide gp, e portanto, como este tltimo € produto de fatores linea-
res, segue que ¢p, € um produto de fatores lineares. Em particular, pelo corolario (2.23), concluimos
que D, é diagonalizdvel. Logo, existe uma base de W, formada por autovetores de D,. Variando A
em X(D') e reunindo todas as bases assim obtidas, podemos construir uma base de V formada por
autovetores de D e D'. Em particular, D — D' é diagonalizavel. |

Na prova do lema acima, obtivemos uma base de V formada por autovetores de D e D'. Esta
situagdo é bastante frequente e recebe uma denominacao especial.

Definicao 2.28 Dizemos que um subconjunto . c .Z (V) é simultaneamente diagonalizdvel se existe
uma base 4 de V tal que, para cada S € ., # é uma base de autovetores de S.

Evidentemente, se . < .Z (V) é simultaneamente diagonalizavel, entao os elementos de S comu-
tam entre si. O mesmo argumento usado na prova do lema (2.27) mostra que esta condi¢do também
é suficiente para que .’ = {S, T} seja simultaneamente diagonalizavel, conforme a proposicao abaixo.
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Proposicdo 2.29 Um subconjunto {S, T} ¢ .Z (V) é simultaneamente diagonalizdvel se e s6 se S, T sao
diagonalizaveise ST = TS.

Voltemos agora a prova da proposicao (2.26).

Prova. Falta provar apenas a unicidade. Suponhamos que T = D’ + N’ seja outra decompo-
sicdo de T com as propriedades acima. Entdo D — D' = N’ — N. Pela demonstra¢do do teorema da
decomposi¢ao primadria, cada P; e portanto, D é um polindmio em T. Isso implica que os operadores
D,N,D’,N' comutam entre si, e portanto, D — D' é diagonalizavel, pelo lema (2.27). Como N e N’
comutam, temos

-
(N'~N)' = Z(—l)f(r.)N’fN"f.
j=0 J
Se r = n(N) + n(N'), concluimos que (N — N')" = 0, portanto N — N’ é nilpotente. Em particular, o
polindmio minimal de N'— N = D— D’ é da forma A!. Como D — D' é diagonalizavel, seu polinémio
minimal ndo pode possuir raizes repetidas, logo, I = 1 e portanto, N=N'e D = D'. 1

Os operadores D e N construidos na tltima proposicao podem ser pensados como a parte diago-
nal e a parte nilpotentede T. O operador N mede, em um certo sentido, quanto o operador T deixa
de ser diagonalizavel.

Exemplo 2.30 O teorema da decomposicao primadria aplicado ao operador T5 do exemplo (2.5) mos-
tra que R3 = ker(T5 — I)? @ ker(T5 — 2I). O primeiro espaco tem dimensao 2 e o segundo tem dimensao
1. Evidentemente, ker(T5 — I) < ker(Ts — I)?, e dimker(T5 — I) = 1. Sob este ponto de vista, o teo-
rema da decomposicdo primdria nos diz que podemos aumentar convenientemente os autoespacos
ker(T — A) correspondentes aos autovalores de um operador T € .Z (V) de forma que a soma direta
destes espagos aumentados seja V.

Quando trabalhamos com a decomposicao dada pelo teorema da decomposi¢do primadria, é fun-
damental conhecermos a dimensdo de cada um dos espacos W ;. Para isso, suponhamos que gr(A) =
A=A .- A=Ak e pr(x) = A - A4 (A=2A)%, com Ay, ..., A € F. Evidentemente, pelo
teorema de Cayley-Hamilton, r; < d; para cada j = 1,...,k. O teorema da decomposicdo primaria
nos dd uma decomposicdo V=W &...® W com W; = ker(T — 1;)"/, tal que o polindmio minimal
de Tj = Tlw; € (A—A;)", para cada j = 1,...,k. Como pr; e g7, tém as mesmas raizes, concluimos
que pr;(A) = (A—-1;)%, onde s; = dimWj, j =1,...,k. Pela invariancia de cada W, vemos que o
pr) =pr,A)-...-pr,(A) = (A= 2A1)* -...- (A = A1) *%, donde segue que dimW; = s; = d;.

Outra questao interessante € saber, nas hipoteses do pardgrafo anterior, quando a cadeia de su-
bespacos

{0} cker(T—A;) cker(T—1;)*> cker(T—1;)° ... (2.4)

estaciona.! Paraisso, seja u €V tal que (T — 1A )™ u =0 para um certo inteiro positivo m. Escrevendo
u=up+...+up comu;j € Wj, temos que 0 = (T —A)"u=(T-A1))"us +...+ (T - 1)) uj. Como
cada parcela da tltima soma pertence ao espaco W correspondente, segue que (T — A1) u; = 0 para
cada j=1,...,k. Como o polindmio minimal de TIW]. e1-A1 j)’ 7, temos que a restricdo do operador
T-A;aW; éinversivel se i # j, e portanto, u; = 0 para cada i # j. Em particular, u = u; € W}, ou seja,
(T'-2Aj)"7u=0. Assim, a cadeia (2.4) estaciona exatamente na r;-ésima posicdo. Estes argumentos
provam a seguinte proposi¢ao.

1Como a V tem dimensido finita, a referida cadeia sempre estaciona, i.e., existe um inteiro positivo m tal que ker(T —
AN™=ker(T—A;)"* =....
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Proposicdo 2.31 Seja T € .Z(V)talque gr(A) = (A=A1)"1-...-(A=Ap) % e pr(x) = A=A N -.. -(A=A;) %,
com Aq,...,Ar € F. Entdo

® dimker(T-21;)"7=dje
@ ker(T—A))"7 =UR ker(T—21))".

O espago W(A;) = U2, ker(T — A j)l que aparece na proposicao acima é chamado de autoespago
generalizado associado ao autovalor Aj. O teorema da decomposi¢do primdria para um operador
satisfazendo as hip6teses da referida proposicao pode ser reenunciado da seguinte forma: O espago V
é a soma direta dos autoespagos generalizados associados aos autovalores de T. Vemos que a dimensao
de W(A;) = W; é a multiplicidade algébrica do autovalor A;, paracada j =1,..., k.

Exercicios

1. Prove a proposic¢ao (2.29).
2. Mostre que se T € .Z (V) é diagonalizavel e W c V é invariante por T entdo Ty € diagonalizavel.

3. Mostre que se D, D' € £ (V) sdo diagonalizaveis e comutam entdo D + D' e DD’ sdo diagonali-
zaveis.

4. Seja T € £ (V) de posto 1. Mostre que, ou T é diagonalizavel ou T € nilpotente (ndo ambos).

5. Dado T € Z(V) tal que 2(T) c [, os operadores D e N construidos na proposi¢ao (2.26) sao
chamados de parte diagonalizdvel e parte nilpotente de T, respectivamente. Mostre que se p é
qualquer polindmio com coeficientes em [, entdo a parte diagonalizavel de p(T) é p(D).

6. Mostre que se D, N sdo, respectivamente, as partes diagonalizdvel e nilpotente de um opera-
dor T € Z(V) tal que X(T) cF, entdo D' e N’ sdo, respectivamente, as partes diagonalizavel e
nilpotente de T".

7. Sejam T e Z(V)eV=W; ... W} adecomposicao dada no teorema da decomposi¢ao prima-
ria.

(a) Use o fato que as projecoes associadas a decomposicdo primdria sdao polindbmios em T
para mostrar que se W c V é invariante por T, entao

W=WnWpe..e WnW,;).

(b) Mostre que se T é diagonalizavel e W < V é invariante entdo existe um subespaco W' < V
invariante por T tal que W @& W' = V. Reciprocamente, se (T) c F e todo subespago W
invariante por T admite um complementar T-invariante entdo T é diagonalizavel.?

8. Seja V um espaco vetorial de dimensdo qualquer sobreF e T € £ (V) um operador linear. Se
existe p € F[X] tal que p(T) = 0, mostre que os itens (1) e (2) do teorema da decomposicao
primdria sdo verdadeiros.

ZPara a primeira afirmacao, basta observar que se T é diagonalizavel, entao a restricao de T a cada W ;j coincide com a
multiplicagdo por um escalar A; € £(T). Assim, evidentemente, existe um subespago W;. cW; talque WnWj) @W’j =W;.

O subespaco procurado é W) & ... ® W}C. Para a segunda afirmacdo, use inducao sobre a dimensao de V.
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9. Este item pressupoe conhecimento elementar de cédlculo. Vamos utilizar o teorema da decom-
posicado primadria para estudar as solucdes de uma equacao diferencial linear com coeficientes
constantes.

(@) Seja Z o espaco das funcoes m vezes diferencidveis y = y(t) : R — C e D o operador de
derivacao agindo em Z. Dado um polinémio p € C[X], considere o subespaco

V={yeZ: pD)y=0}.

Mostre que se y € V entdo y se escreve de forma tinica como y = y; +...+ y, onde y; €
ker(D-A))"7e p(A)=(A—-2A1)"-...- (A - A,)"* é a fatoracdo de p em termos de suas raizes
distintas A4,..., A € C.

(b) Mostre que (D—A)"y(t) = e D" (e *y) paratodos Ae Ce r = 0.

(c) Conclua que V admite uma base da forma
B={tletit0<1< ri,» j=1,...,k}.

Em particular, V tem dimensao finita igual ao grau de p.

(d) Depois de estudar a secao (2.7), estude o caso real.

2.5 Operadores nilpotentes
Nesta secdo, vamos estudar alguns resultados importantes sobre operadores nilpotentes.

Definicao 2.32 Dado T € .Z(V), um subespaco W c V é dito ciclico se existe u € W e um inteiro po-
sitivo m tal que T"'u =0 e {u, Tu,..., T™ 1y} é base de W. Em particular, W é invariante por T e a
matriz de T|y em relacdo a base {u, Ty, ..., Tm 1y} é

00 0 00
100 0 0
01 0 00
00 1 0 0 (2.5)
000 ..10

Caso W =V, dizemos que u é um vetor ciclico para T. A matriz (2.5) serd denotada por N,,.

A proposicao a seguir é importante no estudo da estrutura de um operador nilpotente.

Proposicdo 2.33 Se 7"'u =0 mas T™ 1y #0, entdo {u, Tu,..., T 'u} é linearmente independente.

Prova. Sejam aq,...,a,,_1 escalares tais que agu+ a1 Tu+...+ a1 T 'u=0. Aplicando T ! a
dltima igualdade, concluimos que @ = 0. Aplicando T2 aigualdade a; Tu+...+ a1 T lu =0,
concluimos que a; = 0. Repetindo o procedimento, temos que ag=a; =...= &;;—1 =0. |

Coroldrio 2.34 Se T € .Z (V) é nilpotente entdo n(T) < n. Se n(T) = n entdo existe uma base de V em
relacdo a qual a matrizde T é N,,.

32



Evidentemente, se u é um vetor ciclico para T entdo n(T) = n. Isso limita bastante a existéncia de
vetores ciclicos para operadores nilpotentes, mas ainda assim é possivel estudar a fundo a estrutura
de um operador nilpotente. O lema a seguir, cuja demonstracao é evidente é o primeiro passo nessa
direcao.

Lema2.35 Se T:V — W é um operador linear e {u;,...,ui} e {Tvy,..., Tv;} sao basesde ker T e Im T,
respectivamente, entdo {uy,..., Uk, v1,..., v;} € uma base de V.

Analisemos alguns casos simples. Se T € .Z'(V) é nilpotente e n(T) =2, entdo Im T < ker T. Por-
tanto, podemos estender uma base {Tvy,..., Tvi} de ImT a uma base {Tvy,..., Tvi, uy,...,u;} de
ker T. Pelo lema (2.35), {vy, Tvy,..., Vg, TV, Uy,..., u;} € uma base de V. A matriz de T em relacao
a esta ultima base é

(39)
10

(el
~—

0

Ao longo da diagonal, esta ultima matriz tem k blocos da forma (93), ap6s os quais aparecem [ ze-
ros. As demais entradas sdao todas nulas. Obtemos assim k subespacos ciclicos de dimensao 2 e [
subespacos ciclicos de dimensao 1.

Suponhamos agora que T € .Z (V) é nilpotente de indice 3. Como T'|j, 7 :Im T — Im T € nilpotente
de indice 2, a argumentagdo anterior nos fornece uma base para Im 7 da forma

{Tvy, T?vy,..., Tvg, T>vi, Tuy,..., Tu},

de forma que Tuy,..., Tu; € ker T. Como {T?vy,..., T?vy, Tuy, ..., Tu;} 6 um subconjunto linearmente
independente de ker T, podemos completd-lo a uma base

{Tzvl,...,Tzvk, Tuy,...,Tu;, wy,..., Wy}
de ker T. Pelo lema (2.35), o conjunto
{vl,Tvl,Tzvl,..., Vi, T Vg, Tzvk, uy, Tuy,...,u;, Tuy, wy,..., Wy}

é uma base de V em relacdo a qual a matriz de T tem, ao longo da diagonal, k blocos do tipo N3
seguidos por [ blocos do tipo N> e por m blocos do tipo N; (zeros!). Estes blocos correspondem a k
subespacos ciclicos de dimensao 3, [ subespacos ciclicos de dimensdo 2 e m subespacos ciclicos de
dimensao 1.

Toda a discussao feita anteriormente pode ser estendida para operadores nilpotentes com qual-
quer indice de nilpoténcia:

Teorema 2.36 Seja T € (V) um operador nilpotente de indice p > 0. Entao existem inteiros p =
ky = ko = ... = k; > 0 e subespacos ciclicos Wy,...,W;, taisque V=W; &...e W, e dimW; = k;, para

i=1,...,r.

Mantendo a notacao do teorema anterior, vemos que cada W; admite uma base da forma

{u, Tu,..., TH1}.
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Reunindo tais bases, obtemos uma base de V em relacao a qual a matriz de T possui blocos dos tipos
Ny, Ni, ..., Ni,. Esta matriz é chamada de forma canénica de Jordan para o operador T. Na proxima
secdo, construiremos a forma de Jordan de um operador ndo necessariamente nilpotente. Definicdes
e argumentacoes inteiramente andlogas valem para matrizes n x n sobreF em lugar de operadores.

Exercicios

1. Verifique se as matrizes abaixo representam operadores nilpotentes e, em caso afirmativo, de-
termine sua forma canénica de Jordan:

1 1 1 0 -1 1 8_(1)88
@| -1 -1 -1 |0 00 (©)

1 1 0 0 10 0 100

1 010

2. Mostre que as afirmagdes abaixo sdo equivalentes a respeito de T € .Z(V):

@ T énilpotente.
@ Z(T)={0}.

® gr(x) = x™ paraalgum m > 0.
3. Determine todos os operadores nilpotentes em F"* que satisfazem as propriedades abaixo:

® n=5en(T)=2;

@ n=5n(T)=2edimImT =1;
n=7en(T)=3;
n=7n(T)=3edimImT =4,
n=7n(T)=3edimkerT =5;
n=6nT)=4edimImT =4,
@ n=2011edimkerT =1.

@ @ ® ©

4. Seja T € £ (V) tal que T" = 0. Mostre que T" =0, onde n =dim V.
5. Seja T € £ (V) tal que Z(T) c F. Mostre que as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

@ T é diagonalizavel;

@ Todos os autovalores de T tem multiplicidade algébrica igual a multiplicidade geométrica.

6. Sejam S, T € .Z (V) nilpotentes tais que ST = TS. Prove que ST e aS+ BT sao nilpotentes, para
todos a, B .

7. SejaTe Z(V).

(a) Use o exercicio (16) para mostrar que existem subespacos invariantes W e Z para T tais
que T|w é nilpotente e T|z é inversivel.

(b) Mostre que a dimensdo de W é a multiplicidade algébrica de zero como autovalor de 7.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Se N € .Z(V) é nilpotente, mostre que I + N é inversivel e calcule (I + N)~!. Faca o mesmo para

A+ N,com A #0.

. Seja T € £ (V) talque X(T) cR. Se tr (T? + T* +... + T?°12) = 0, mostre que T é nilpotente.

Seja N € .Z (V) nilpotente de indice m>0eV =W; &...#W, adecomposi¢ao em subespacos T -
ciclicos de dimensdes m = k; = ... = k, > 0 obtida no teorema (2.36). Mostre que dimker N = r
e encontre uma férmula para dimker N”.

Mostre que se N € .Z (V) é nilpotente e p € F[X] entdo p(N) é nilpotente.
Mostre que se T € .Z (V) é nilpotente entdo tr T = 0. A reciproca é verdadeira?

Mostre que T € Z (V) é nilpotente se e s6 se T € Z(V*) é nilpotente, com mesmo indice de
nilpoténcia.

Seja T € .Z (V) nilpotente e definamos

=0 J!

el =

A nilpoténcia de T implica que a soma que define e é finita, portanto, e’ é bem-definida.

@ Mostre que S, T € .Z (V) sdo nilpotentes e comutam, entao ST = eSeT | Conclua que el é

inversivel e (el) 1= ¢ T,

@ Mostre que dete” = e para todo T € .Z (V) nilpotente.

2.6 A forma canonicade Jordan

Nesta secao, vamos mostrar que um operador sempre admite uma base em relacao a qual tem uma
matriz quase diagonal, em certo sentido. Para facilitar a notacdo, dados um inteiro positivo me A € F,
denotaremos por J(A; m) a matriz m x m a seguir:

A0 0 0 0
1 A4 0 00
01 A 0 0
0 0 1 00 (2.6)
000 ...1 2

Uma matriz do tipo J(A; m) é chamada de bloco de Jordan de dimensao m associado ao autovalor A.
Vemos que J(A; m) = Al + Ny, onde I,,, denota a matriz identidade m x m.
O resultado a seguir decorre do teorema (2.36).

Teorema 2.37 (Forma candnicade Jordan) Se T € £ (V) e 2(T) c F entdo V admite uma base em
relacdo a qual a matriz de T possui blocos de Jordan ao longo da diagonal e os demais elementos sao
nulos. A soma das ordens dos blocos de Jordan correspondentes a um mesmo autovalor A € igual a
multiplicidade algébrica de A
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Prova. Como X(T) cF, o polinomio minimal de T decompde-se como
arA) = A =A™ - (A =A™,

onde A4,..., A s@o os autovalores distintos de T. Pelo teorema da decomposicdo primdria, V=W, &
...®W; onde W; = ker(T—/lj)mJ', para j =1,...,k. Paracada j=1,...,k, arestriciode T—A; aW;
é nilpotente e portanto, pelo teorema (2.36), W; admite uma base %; em relacdo a qual a matriz da
restricdo de T —A; a W; possui blocos N; ao longo da diagonal. Logo, a matriz da restri¢cdo de T a
W; tem ao longo da diagonal blocos de Jordan da forma J(A;;i). Reunindo as bases assim obtidas,
obtemos uma base de V em relacdo a qual a matriz de T é da forma desejada. 1

Exercicios

1. Calcule a forma candnica de Jordan dos operadores T em R® cujas matrizes em relacdo a base
canonica sao:

3 0 8 31 -1 _018_323
@] 3 -1 6 ]2 2 -1 (©)
2 0 -5 22 0 0 100
0 0 0 2
0 -9 1 2 2 0 0 0 100 0
1 6 3 4 11 0 0 010 0
D1y 0 35 ©f g 101 D101 21
0 0 0 3 1 1 1 2 000 1
1 1 1 1 1 11 1
00 0 0 0 00 1
00 0 0 0 00 -1
01 1 0 0 00 1
®lo 0 0 1 1 00 o0
01 1 1 1 10 1
0 -1 -1 -1 -1 0 1 -1
00 0 0 0 00 O

2. Calcule diretamente os polindmios caracteristico e minimal de J(A; m).
3. Sejam A, B matrizes n x n sobre [ e m um inteiro positivo tais que:
® A™=B™,
@ AB=BA.
Definimos U,, = {z€[F : 2" =1}.

(a) Se Ae Bsao diagonalizaveis e A4 € [ é autovalor de A, entdo existe um autovalor Ap € F de
B tal que A’} = A}'. Em particular, existe z € Uy, tal que A4 = zAp.

(b) Use a decomposicdao T = D+ N para estender o resultado do item anterior a situacdao em
que A, B ndo sdo necessariamente diagonalizaveis.
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(c) SeF =R e m é impar, mostre que A e B tém a mesma parte diagonalizavel (relativa a de-
composicao D + N).

(d) Ainda no caso F =R e m impar, use o exercicio (4) da pagina (28) para mostrar que A = B
se n=2e A, B sao inversiveis.

(e) Encontre contra-exemplos para a situacdo descrita no item anterior no caso n > 2.

4. No exercicio (4) da pagina (27), vimos que uma cole¢do S de operadores que comutam dois
a dois pode ser simultaneamente triangularizavel, i.e., existe uma base 4 em relacdo a qual
todo S € . tem matriz triangular superior. Podemos nos perguntar se um resultado andlogo é
verdadeiro para a forma de Jordan, i.e., se S, T € .Z(V) comutam, serd que existe uma base % de
V em relagdo a qual as matrizes de S e T tém blocos de Jordan ao longo da diagonal?®

2.7 Complexificacoes

Os resultados vistos anteriormente funcionam muito bem no caso em que o espaco ambiente V é
complexo, pois nesta situacao qualquer operador T € .Z (V) tem todos os seus autovalores em C. No
entanto, 0 mesmo ndo ocorre no caso real, ja que, nestas circunstancias, um operador pode ndo ter
seus autovalores em R, como mostra o exemplo simples (? }). Vamos mostrar como estender os
resultados vistos anteriormente para o caso de um espaco vetorial real V de dimensao finita.

Consideremos o conjunto V x V munido das operacdes de soma e multiplicacdo por um escalar
complexo definidas por (u, v) + (v, v') = (u+u',v+v') e (a+iP)- (u,v) = (au— fv,av+ Pu) para quais-
quer u,u’,v,v' €V e a+ipeC.O leitor pode verificar que o conjunto V x V munido destas operagoes
é um espaco vetorial sobre C, o qual denotaremos por V. O espaco V¢ é chamado de complexificacdo
deV ou complexificado deV .

A aplicagdo V 3 u — (1,0) € V* é uma injecdo linear sobre escalares reais, e portanto, podemos
identificar cada vetor u € V com seu correspondente (u,0) € VC. Denotando o vetor (0,v) = i - (v,0)
por iv, podemos escrever (i, v) = u+ iv para cada (u, v) € Ve, Doravante, usaremos esta notacao.

Vemos que se {uy,..., u,} € uma base de V (sobre R), entdo {u,,..., u,} € uma base de VC (sobre
C). Portanto, dimgV = dimc V€. As notacoes dimg e dim¢ sdo para frisar o conjunto de escalares
considerado, embora isso seja desnecessario, uma vez que V é um espaco vetorial real e V¢ é um
espaco vetorial complexo.

Se W é um espaco vetorial real e T : V — W é um operador linear, entdao podemos definir T¢ :
V& — W€ pondo T®(u+iv) = Tu+iTv, para u+ive V. Oleitor pode verificar que T¢ é um operador
linear sobre escalares complexos. T® é a complexificacéo de T. Dadas bases {uy,..., u,} e {v1,..., V)
de V e W, respectivamente, e (a;;) a matriz de T em relagdo a estas bases, vemos que a matriz de TC
em relacdo as mesmas bases (sobre C) é a propria matriz (a; ;). Em particular, se T € .2 (V) entdo pr e
prc tém o mesmo polindmio caracteristico.

Proposicdo 2.38 Seja T € £ (V). Entao

® pr = pyc; em particular, T e T® tém os mesmos autovalores, inclusive com a mesma multipli-
cidade;

@ A aplicacdo .2 (V) 3 T — TC € £ (V%) é linear injetora e satisfaz (ST)¢ = ST para qualquer
Se . Z (V). Em particular, p(T)® = p(T®) para qualquer polindémio p € R[X];

3Pode ser ttil analizar as matrizes Ny e N2, para k = 3.
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® qr=qrc;
@ (Teorema de Cayley-Hamilton) p(T) =

Prova. A afirmacgdo @ é consequéncia de pr = pyc. Para provar @, observamos que (T + aS)t =
TC + aS® e (ST)® = SCT® para quaisquer S, T € Z(V) e a € R. Além disso, como u+iv =0 se e s6 se
u = v =0, para quaisquer u, v € V, segue que T® =0sees6se T =0. Assim, a referida aplicacdo é uma
injecao linear.

Provemos @. Como gr(T) = 0 e g7 tem coeficientes reais, temos 0 = c]T(T)‘E =qr( TC), portanto,
grclqgr. Decompondo gpc = p; +ipz com py, p2 € R[X], temos que 0 = g (TC) = p1(TY) +ipo(TC) =
p1(T)¢ +ipo(T)C. Aplicando o tltimo operador em um vetor arbitrario da forma u + i0, com u €
V, concluimos que p;(T) = p2(T) = 0. Portanto, gr|p1 e qrlp2, donde concluimos que gr|q;c e,
portanto, gr = qyc.

O teorema de Cayley-Hamilton nesta situacdo mais geral decorre do caso ji provado. De fato, ja
sabemos que pyc(T%) =0, portanto, 0 = p,c(T%) = pr(T®) = pr(T)%, portanto, pr(T) = 0. |

Podemos considerar também o espaco V* como espaco vetorial real. Se {uy, ..., u,} é uma base de
V, entdo, como ja comentamos, {uy,..., U,} € uma base (complexa) de V€ entdo {uy,iu; ..., Uy, ity,} é
uma base real de V€. De fato, cada z € V€ se escreve como

=(a1+ifur+...+(@p+iBup=a1uy+...+apup+ Pru) +...+ Brliug),
logo, o referido conjunto gera V* com escalares reais. Além disso, se
aup+...+app+ Priu) +...+ Buliuy) =0

com ay,...,a&y, P1,...,Pn € R, entdo (a; +if1)ug +...+ (@, +if)u, =0, donde a; =...=a, = B =
..= B, =0. Em particular, dimg (V%) = 2dim¢ (V%) = 2dim V. A matriz do operador J : V¢ — V* dado
porJz=iz, z€ VE em relacdo a base {u;,iu; ..., uy,, iu,} tem ordem 2n e blocos 2 x 2 da forma (? ‘01)
ao longo da diagonal
(¥7')

0-1
(?59)
A estrutura de V¢ como espaco vetorial complexo fica totalmente determinada pela aplicagdo J. Evi-
dentemente, J? = —
Em geral, se S: VC - Ve éum operador linear qualquer cuja matriz em relacao a base {u, ..., u,} é
(A;j), entdo a matrizdo mesmo operador em relagao a base {uy,iu; ..., uy, iu,} temordem 2n e blocos

2 x 2 da forma
(B ) - ()

() (e )
onde A;j = a;j +if;j, paral < i, j < n. Este processo € chamado de descomplexificacdo do operador
S (ou da matriz (4;)).
Dados u, v €V, definimos o con]ugado dez=u+iveVCporz=u—-iv. Temosquez+2z =z+2
e Az = Az, para quaisquer A € C e z,z' € VC. Isto significa que a aplicacdo de conjugacdo C : V¢ — V&
dada por C(z) =z, z € V¢, é linear sobre escalares reais. Dado um subconjunto X < V&, escrevemos
X = C(X). Para qualquer subespaco (complexo) W c V¢, temos que W é um subespaco (complexo) de

38



VE. Como C é bijetora, W e W tém mesma dimensio (complexa ou real). Evidentemente, C(C(z)) = z,
zeVC. Se T e Z(V), entdo T®(Z) = TC(2), para qualquer z € V¢, ou seja, T*C = CTC.
Uma propriedade importante envolvendo a operacao de conjugacao é descrita no lema a seguir.

Lema 2.39 SeV é um espago vetorial real, T € Z’(V) e p € C é um autovalor de T entdo, para qualquer
j >0, temos C(ker(T® — ,q)f ) = ker(T® .—,U)f. Em outras palavras, a operacao de conjugacao ¢ uma
bijecao entre ker(T€ - wle ker(T€ - /.

Prova. Basta observar que, como TC - 1 é linear sobre escalares complexos, entao TCC=CTC. A
igualdade desejada decorre do fato que

(T -w/z=(T"-w/C(C2) = C(T* - w! (C2) = C(T* - W’ 2).
1

Podemos considerar agora a situagdo inversa. Seja V um espaco vetorial real de dimensao pare um
operador J € (V) tal que J? = —I. Tal* operador induz uma operacdo de multiplicacio por escalares
complexos em W pondo (a+if)u = au+pJu, parau € We a+if € C. Deixamos ao leitor o trabalho de
verificar que, de fato, V munido desta operacao é um espacgo vetorial complexo, o qual serd denotado
por (V, J). O operador J é também chamado de estrutura complexa. A proxima proposicao, cuja prova
é deixada como exercicio, € ttil para reconhecermos quais operadores T € .2 (V) sao lineares sobre
escalares complexos.

Proposicao2.40 Se Te Z(V)entao Te€ Z(V,])sees6se TJ=JT.

O lema a seguir é essencial para estendermos os resultados vistos anteriormente para o caso de
um operador linear sobre um espaco vetorial real.

Lema 2.41 Seja V um espaco vetorial real e T € Z (V). Entao existe uma decomposicao V=W & Z
satisfazendo as seguintes propriedades:

® W e Z sdo invariantes por T;
@ Z(Tw) R, Z(TIz) cC\Re X(TIw) UZ(TIz) = Z(T);
® dimZ é par.

Escrevendo g7 = p - q onde p tem somente raizes reais e ¢ tem somente raizes complexas, temos que
driw =P e€qr; = 4.

Prova. Sejam A,,..., Ay os autovalores reais de T e u,1,..., m, Hm 0S autovalores nao-reais de 7.
Em particular,

arA)=A-ADT .- A=A T*A - )" A-pD" .- A=) " A= m)" = p1 M) p2(A),

onde p1y(A) = A=A -...- A=A e po(A) = A—u)"" A=) ...- A= )" (A — ). Como
mdc(p, p2) =1, pondo W =ker p,(T) e Z =ker p2(T), o teorema da decomposicao primdria implica
que W,Z sdo invariantes por T e V =W e Z. Além disso, g1}, = p1 € qr|, = p2; em particular, @ é
satisfeita. Para provar que dimZ € par, basta observar que, em um espaco vetorial real de dimensao
impar, todo operador linear tem algum autovalor real e 7|7 ndo tem autovalores reais. |

4Um tal operador J sempre existe: basta tomar uma base {u,..., uy, v1,..., V;} de V e definir Juj=vjeJvj=—uj, para
cadaj=1,...,n.
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Observacao 2.42 Mantendo a notagao do lema (2.41), o teorema da decomposicdo primadria, as ob-
servacoes anteriores e o lema (2.39) implicam que V admite uma decomposicao

V=W, 0. W,0Z,6Z,0...2,8Z,

onde W; =ker(T-A1,)%, j=1,....ke Zj=ker(T —u;)"7, j=1,...,m. Temos que W=W; &...& W
e/l=17; GBZ_leB A EBZ_l. Em particular, se 4, ..., %, sao bases de Z,,...,Z;, respectivamente, entao
PBrURB)U...URB; VB éumabase de Z, onde % denota a base de Z_] formada pelos conjugados dos
elementos de #;, paracada j =1,...,1.

Vamos concentrar nossa atencao no subespaco Z construido no lema (2.41). Denotemos por S a
restricdo de T a Z e consideremos o operador complexificado S : Z¢ — ZC. Pela proposicio (2.15)
e pela observacao (2.42), Z® admite uma base {z;,Z1, ..., Zm, 2} em relacdo a qual S* tem matriz tri-
angular superior com os elementos yp, i1,..., m, 4m ao longo da diagonal, de acordo sua multiplici-
dade.’ O lema abaixo é imprescindivel para continuarmos.

Lema2.43 Pondo z; = u;j+ivj, j=1,...,m, temos que {uy, vy,..., Um, Vx} € uma base de Z em relagao
a qual a matrizde S é

%)
B1 a1
am —Bm
0 (ﬁm Am )
ondeuj=a;+ifj, j=1,...,m, etodos os elementos abaixo dos blocos (g; _ij,j) sao nulos. Cada bloco

(Zj _a[j_ / ) aparece de acordo com a multiplicidade do autovalor y; correspondente.

=L, 17 R S G Y ;
Prova. Temosque uj = 5(zj+zj)evj=5:(zj—z;), j=1,...,m. Logo, paraquaisquer a1, f1,..., &m, fm €

R temos que
J J J J=
> ajuj+pivj= Z(—)Zﬁ(—)%
= =il 2 2

em particular, uma combinacdo linear nula dos vetores u;, v1,..., Uy, Vy com coeficientes reais pro-
duz uma combinacao linear nula dos vetores z,, z, ..., Z2m, 2y, com coeficientes complexos. Como 0s
ultimos sdo uma base (complexa) de A segue que {uy, vy,..., Um, Un} é linearmente independente. 1

Os seguintes resultados estao provados.

Proposicdo 2.44 Seja V um espago vetorial real e T € .Z (V) tal que gr tem somente raizes distintas.

51sto pode ser visto diretamente. De fato, seja {zl,zi,...,zm,zjﬂ} uma base de Z em relagdo a qual S€ tem matriz tri-
angular superior com os elementos i1, i1, ..., im, i ao longo da diagonal, de acordo sua multiplicidade. Entao S¢z i=
Mjzj+Xi<jmjzj parai=1,...,m. Tomando o conjugado de ambos os membros, temos que SC(z_j) =W Zj+ X< M2
parai=1,...,m, portanto, podemos trocar z;. porzj, paracada j = 1,...,m, e adiagonal da matriz de St em relacao a base
{z1,21,..., 2m, Zm} permanece inalterada.
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Entao existe uma base de V em relacao a qual T tem matriz

A

(5 <) ,

5 )
Bm am
onde Ay,...,Axr€Rea; +ify,...,am+ifm €C, B #0, sdo exatamente os autovalores de T, repetidos
de acordo com a sua multiplicidade algébrica.

Proposicao 2.45 (Forma semi-triangular para operadores reais) SejaV um espaco vetorialreale T €
Z (V). Entao existe uma base de V em relacao a qual T tem matriz

A
Ak
5:2)
B1 ax
am —Bm
0 (ﬁm Am )
Todos os elementos abaixo de A;,...,A; e dos blocos (gi _fll),..., (ZZ _aﬁ,:,”) sao nulos. Além disso,

ALyeeoy Aky 1, 15 -, iy B 80 €xatamente os autovalores de T, onde pj = a;+if;, j=1,...,m.

Corolario 2.46 Se dimV é par e T € .Z(V) entao existe uma estrutura complexa J € .Z (V) tal que
T]=JT.Em particular, T € Z(V, ]).

Prova. Bastaconsiderar J:Z— Zdadoporjuj=vjeJvj=-uj, j=1,...,m,onde {ui, v1,..., Upm, Vm}
é a base construida na proposicao (2.43). 1

Coroldario 2.47 Sejam W um espaco vetorial qualquer sobre F, T € (W) e 11,...,m,, € C os autovalo-
res de T repetidos de acordo com sua multiplicidade. Entao

@ trT:Z;lzlnj;
@ detT=n1-....ny;

@ Dado um poliné6mio qualquer p com coeficientes em [F, os autovalores de p(T) contados de
acordo com sua multiplicidade, sao p(n1),..., p(Nn).

Coroldrio 2.48 Seja A € M5, (R) a matriz descomplexificada de B € M,,(C). Entdo det A = |det B|>. Em
particular, det A = 0.
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O lema (2.41) e as proposicoes que o sucedem nos fornecem a forma candnica de Jordan real de
um operador linear. Antes de enunciar tal resultado, fixemos uma notag¢do. Dado A1 € C, A = a + i,
com a, BeR, B #0, o bloco de Jordan aumentado J* (A;2m) correspondente a A é matriz (2m) x (2m)

(5 2)
69 (57)

B«
(01)

a—p
()
Esta matriz tem blocos (g _aﬁ ) ao longo da diagonal seguidos por blocos (§ 9) na subdiagonal. Vemos
que J*(A,2m) é a descomplexificacdo de J(A; m) definida anteriormente. Reunindo os resultados so-

bre a forma canonica de Jordan ja obtidos com o lema (2.41) e as observacoes subesequentes, temos
o0 seguinte teorema.

Teorema 2.49 (Forma candnica de Jordan real) Se V é um espaco vetorial real e T € £ (V), existe
uma base de V em relacdo a qual a matriz de T tem, ao longo da diagonal, blocos de Jordan (cor-
respondentes aos autovalores reais), blocos de Jordan aumentados (correspondentes aos autovalores
complexos) e os demais elementos todos nulos. A soma das ordens dos blocos de Jordan correspon-
dentes a um mesmo autovalor A € igual a multiplicidade algébrica de A, se A € R e é igual ao dobro da
multiplicidade algébrica de A se A € C\R.

Exemplo 2.50 Considere o operador T € . (R’) cuja matriz em relagdo a base canonica é

10 0 00 -2 1
-12 0 -11 1 -1
-10 1 10 -1 1
-1 0 1 10 0 -1
-1 0 -1 12 2 1

00 0 O0O0-1 0
-1 0 0 20 1 1

Temos que pr,(A) = gr,(A) = —A+ DA -2)?(A? =21 +2)? = - A+ DA -2)2(A— A+ )*A - (1 - ).
Pondo W, = ker(Ty + I), Wy = ker(Ty —2D)% e Z = kelr(T72 - 2T, + I)?, temos que R" =W; e W, & Z.
Temos que dimW; = 1, dimW; = 2 e dimZ = 4. Denotando por S a restri¢cao T7|z, temos que S* tem
polinémios caracteristico e minimal (A1 — (1+i))?(A - (1 —))?, portanto, sua forma cano6nica de Jordan

1+i 0 0 0
1 1+i 0 0
0 0 1-i 0 @7
0o 0 1 1-i

Isto significa que existe uma base {z;, 22,21, 22} tal que a matriz de St é (2.7). Pondo z = uj+ivj,
j=1,2,0lema (2.43) implica que {u, v1, Uz, v2} €é uma base de Z em relagdo a qual S tem matriz

1 -1 0 O
1 1 0 O
1 0 1 -1
0 1 1 1
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Assim, concluimos que a forma canodnica de Jordan real de 77 é

-1 000 0O0 O
0 2 00 00 0
0120 0O0 O
0001 -10 0
0001 12 0
0001 01 -1
0 0 0O 1 1 1
A forma canoénica de Jordan de T$ é
-1 00 O 0 0 0
0 20 O 0 0 0
0 1 2 0 0 0 0
0 00 1+i O 0 0
0O 00 1 1+i O 0
0 00 O 0 1-i O
0 00 O 0 1 1-i

Observamos quese u=a+ifeC, a,feR, f#0, éum autovalor de T, a quantidade de vezes que
-B
a
multiplicidade algébrica de p. Nestas circunstancias, a dimensao (real) do autoespaco generalizado

associado ao autovalor u é o dobro da multiplicidade algébrica de p.

o bloco (g ) aparece ao longo da diagonal na forma canénica de Jordan real de T é exatamente a

Exercicios

1. Seja V um espaco vetorial sobre R com dimV = 2.

(a) Considerando uma base {u,, u} qualquer, podemos definir em V uma estrutura de espaco
vetorial sobre C, mantendo a mesma definicdo de soma de vetores e definindo o produto
do niimero complexo (a + ib) pelo vetor u = aju; + @2 4, como

(a+ibu=(a+ib)(aiu;+ asur) = (aa; —bas)u; + (aas + bay) u, .
Mostre que, munido desta estrutura, V é um espaco vetorial sobre C, que serd denotado
por V&,
(b) Mostre que dimV® =1.

(c) Dado qualquer T € .Z(V), mostre que o operador T : V¢ — V¢ definido por T®u = Tu,
ue VC, pertence a . (V®). Mostre que Z(T) = Z(T9).

(d) Suponhaque A =a+ife2(T), coma,f €R, B #0. Mostre que existe uma base de V tal
que a matriz de T com relacao a mesma é

a —p
B a )
2. Neste exercicio, vamos encontrar diretamente uma forma canonica para operadores em um
espaco vetorial real V de dimensao 2. Seja T € .Z (V) e 11, A, os autovalores de T.
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(@ Sed;=A,=1eRe T #Al entdo (T —1)%=0.

(b) Mostre que existe uma base de V em relacao a qual a matriz de T é de um (e somente um)
dos tipos abaixo:

A1 0 _ .
@® 0 A )seﬂtl;éﬂtg Sao reais;
A0
@ 0 /1)86/112/12:/1€R6T:/1[;
® (4 0)se/11:/12:/1eT;HLI;
1 A
a —p . .
@ 5 a seli=a+if, lx=a—-ifcoma,feR, B#0;

(c) Descreva o processo do item anterior para o operador T em V = R? cuja matriz em relacdo
a base canonica é (§ !).

3. Calcule a forma canodnica de Jordan (real) dos operadores cuja matriz em relacdo a base cano-
nica de R" é:

1 0 1 2 0 0 (1)2:;_02
@] -1 2 -1 |1 1 2 (©)
11 0 2 -2 1 1o 10
01 0 0
0 0 0 0 00 O
1 0 0 1/2 0 1 0 0 000 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 3 2 000 -1 0 0 1
(d) @lo o0 -2 1 00 0 )
0 1 1 0 0 0 -1 0
-2 -3 0 1 0 -1 -20 000 -1 -1 0 0
2 1 0 -111 =2
1 1. 0 0 01 -1

4, Sejam[FzIRe]EX(V)talque]2+I:O.

@® Mostre que dimV € par, digamos dimV =2m.

@ Considere o operador J¢ € Z(V®Y) e V. = ker(J* + i). Mostre que dimV,; =dimV_=me
VE=V,aV_.

@ Mostre que existe uma base de V em relacado a qual J tem matriz ( Imoxm —I,gxm)
5. SejamF=Re T e Z (V) tal que g7(x) = x2+ax+b,coma®-4b<0.

@® Mostre que dimV é par, digamos dimV =2m.

@ Mostre que existe uma base de V em relacdo a qual T tem matriz nxm ~Blmxm , onde
ﬁlmxm almxm

a=-al2e B=Vb-a?/4. Observe que as raizes da equacdo x> +ax+b=0sdo a+if e
a — i 3. Compare com o exercicio (1).

6. Seja m um inteiro positivo e T € .Z (V) tal que T"" = I. Prove as seguintes afirmacoes:

@ SelF =Centao T é diagonalizdvel.
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@ Se F = R entao existe uma base de V em relagdo a qual a matriz de T tem, ao longo da
diagonal, blocos dos seguintes tipos:

i Iitxi, k=0,1,...,n=dimV;
ii. —Ij;1=0,1,...,m;

cosf; —sinf;
ii ( i i

ind. cosd. ), onde e, ..., e!%n g30 as raizes m-ésimas da unidade.
] J

7. Sejam T € .Z (V) e a € R tais que T? —2T + aI = 0. Prove as seguintes afirmacdes:

@ Se a <1entdo T é diagonalizdvel e tem autovalores 1, =1+v1-aelAl_=1-v1-a.

@ SeF=Cea>1entao T é diagonalizavel e tem autovalores 1, = 1+iva—-1leA_=1-
iva—1.

@ Se a =1 entdo existe uma base de V em relacdo a qual a matriz de T tem, ao longo da
diagonal, um bloco Iy« e I blocos 2 x 2 da forma (1 9), com k +2/=dimV.

@ SeF=Rea>1entdo dimV é par e existe uma base de V em relacdo a qual a matriz de T

tem [ blocos 2 x 2 da forma (—\/}le v ‘i_l), com?2/=dimV.

8. Sejam F =R, T € Z(V), dimV = n e p € R[X] tais que p(T) = 0. Calcule as possiveis formas
canodnicas de Jordan de T nos seguintes casos:

@ p(x)=x*>-4x+5,n=4;

&) p(x):x3—1,n:7;

® px)=x*-1,n=8;

@ px)=xt-x*-2x+2,n=9

9. Mostre que a proposicdo (2.20) e o corolério (2.18) continuam vélidos no caso F = R, mesmo
sem termos 2(7T) c R.

2.8 Operadores semi-simples

Na proposicao (2.26), vimos que um operador T € .Z (V) tal que X(T) c F pode ser escrito, de maneira
Unica, como T = D+ N, onde D é diagonalizdvel, N é nilpotente e DN = ND. A condicao 2(7T) c
[ é imprescindivel, pois, pela prépria constru¢do de D e N, vemos que os autovalores de D sdo os
mesmos autovalores de T, inclusive com a mesma multiplicidade. Podemos nos perguntar que tipo
de resultado é vélido no caso em que T ndo necessariamente tenha todos os seus autovalores em [F.
Sejam V um espaco vetorial real e T € .Z (V). Pelo lema (2.41), obtemos uma decomposi¢do em
subespacos T-invariantes V = W & Z tais que Ty tem somente autovalores reais e 77 tem somente
autovalores nao-reais. Definindo R = T|7 € .Z(Z), segue da proposicao (2.26) que os operadores Ty
e R® podem ser escritos como Tlyw = D; + Ny e R* = D, + N, onde D; € Z(W) e D, € Z(Z%) sdo
diagonalizaveis, Ny € Z(W) e N, € & (Z%) sdo nilpotentes e D;jN; = N;Dj, para j = 1,2. O mesmo
processo de descomplexificacdo utilizado no lema (2.43) fornece-nos uma base em relacdo a qual a

matriz de D, tem, ao longo da diagonal, blocos 2 x 2 da forma (Zj _“/i' / ), onde u; = aj+if; é autovalor

de T, repetidos de acordo com sua multiplicidade algébrica.

Se P, Pz sdo as projec¢oes associadas a decomposicdao V =W & Z, podemos definir S = D; Py +
D,Pz e N = N1 Py + N, P7z. Temos, evidentemente, que T =S+ N e SN = NS. O operador S, embora
nao seja diagonalizdvel, admite uma base em relacdo a qual sua matriz tem ao longo da diagonal os
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@ =Pj 1B 6 :
b a ), onde uj = a;+if; é autovalor de T, repetidos

de acordo com sua multiplicidade algébrica. Em particular, ou S é diagonalizavel (no caso em que
T nao tem autovalores nao-reais) ou a complexificacio S® é diagonalizdvel. Operadores com esta
propriedade recebem um nome especial.

autovalores reais de T e blocos 2 x 2 da forma (

Defini¢do 2.51 Um operador S € .Z (V) é dito semi-simples se S ou S* for diagonalizével.

A proposicao abaixo decorre diretamente das construcoes vistas na se¢ao (2.7).

Proposicdo 2.52 Um operador T € .Z (V) é semi-simples se e s6 se admite uma base em relagao a
qual sua matriz tem

A proposicao e o corolario abaixo decorrem da argumentacgdo anterior.

Proposicdo 2.53 Todo T € .Z (V) se escreve de maneira iinica como T = S+ N onde S € semi-simples,
N énilpotente e SN = NS.

Proposicao 2.54 Se[F =C, entdo um operador é semi-simples se e so se é diagonalizavel.

No préximo teorema, daremos uma caracterizacao bastante interessante dos operadores semi-
simples. Antes disso, uma palavra sobre polindmios irredutiveis. Um polinoémio p € F[X] é dito irre-
dutivel (sobre F) se ndo puder ser escrito como produto de polindmios de grau positivo. E claro que
acFéraizde p se esé se A —adivide p(A). Em particular, os polindmios irredutiveis sobre C tem grau
1. J& os polindmios irredutiveis sobre R sdo de uma das duas formas:

1. A—a,comacR;

2. 2+al+bcomabeRea?-4b<0.
Teorema 2.55 Seja T € .2 (V). Sao equivalentes as afirmacoes abaixo:
(@) T ésemi-simples;

(b) Para qualquer subespaco T-invariante W c V, existe um subespaco T-invariante W' < V tal que
WeW' =V.

(c) O polindmio minimal g7 se decompde como produto gr = p; -...- px de fatores irredutiveis
distintos.

Prova. Provemos que (a) implica (c). Se T é diagonalizadvel, entdo gr se escreve como no enun-
ciado com os p;.s do primeiro tipo. Se T® é diagonalizavel entdo g7 é produto de fatores da forma
A—puj, com uj € C. A cada um dos fatores A — uj, com u; ndo-real, corresponde um fator do tipo
A — ;. Podemos agrupar estes dois termos, obtendo (A — u;)(A — ;) = A% —2Repu it 2. Este tltimo
polindémio € irredutivel sobre R. Reciprocamente, se g7 tem a propriedade expressa no item (c), entao
se decompde como produto de fatores lineares em R ou C, e portanto, T ou Tt é diagonalizavel. Logo,
(a) e (c) sdao equivalentes.

A implicacdo (c) = (b) decorre do exercicio (7) da pagina 31.

Vamos provar que (b) implica (a). Suponhamos inicialmente que Z(7T) < F. O resultado serd pro-
vado por inducdo sobre a dimensdo de V. O resultado é trivialmente valido se dimV = 1. Vamos
assumir que a afirmacdo é verdadeira para espacos de dimensao < n, onde n = 1 é fixado. Dado
Ao € Z(T), o subespaco ker(T — 1) é T-invariante, logo, existe um subespaco T-invariante W' c V tal
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que W' e ker(T — Ag) = V. Aplicando a hipétese indutiva a T'|yy, concluimos que este tltimo é diago-
nalizavel, e, portanto, T é diagonalizavel. O caso complexo pode ser tratado de maneira inteiramente
andloga, aplicando o lema (2.41) e complexificando.

|

Exercicios

1. Preencha os detalhes da prova da proposicao (2.53)
2. Mostre que se S € .Z (V) é semi-simples e W c V é T-invariante entao T'|yy é semi-simples.
3. Complete os detalhes das implicacao (c) = (b) e (b) = (a) do teorema (2.55).

4. Sejam T € £ (V) e p € F[X] tais que p(T) = 0. Mostre que se p tem somente raizes simples entao
T é semi-simples.

5. Seja T e Z(V)e T =S+ N adecomposicdao de T como soma de um operador semi-simples e
um operador nilpotente. Dado p € F[X], prove que a parte semi-simplesde p(T) é p(S).

6. Sejam T € .Z (V) semi-simples e p € F[X]:

(a) Mostre que p(T) é semi-simples.

(b) Mostre que se p(T) é nilpotente entao p(T) = 0.

2.9 Divisores elementares e o problema da semelhanca

Dizemos que duas matrizes A, B € M, (F) sdo semelhantes se representam um mesmo operador li-
near em relacdo a bases distintas. Isto é o mesmo que dizer que existe U € M, (F) inversivel tal que
B = U"'AU. Assim, podemos pensar, do ponto de vista da dlgebra linear, que matrizes semelhan-
tes sdo, de fato, a mesma coisa. E muito simples verificar que a relacdo de semelhanca de matrizes
é de equivaléncia e, portanto, a mesma determina uma particao de M, (F) em classes de equivalén-
cia. Vamos nesta se¢cdo mostrar como a forma de Jordan pode nos ajudar a determinar as classes de
equivaléncia desta relacdo. O resultado mais importantes desta secao nos diz que A, B € M, (F) sdo
semelhantes se e s6 se suas formas de Jordan tém os mesmos blocos de Jordan ao longo da diagonal.
Em particular, as classes de equivaléncia da relacao de semelhanca ficam inteiramente determinadas
pelas formas de Jordan nao-semelhantes.

Uma relagdo inteiramente andloga pode ser definida para operadores lineares em um espacgo ve-
torial V de dimensao finita n. Dizemos que S, T € .2 (V) sdo conjugados se existe U € .Z (V) inversivel
tal que T = U~!SU. Evidentemente, esta também é uma relacdo de equivaléncia em .2 (V) e podemos
nos perguntar sobre suas classes de equivaléncia. E claro que, fixando uma base em V, este problema
é totalmente equivalente ao problema descrito no paragrafo anterior.

A primeira informacdo que temos sobre matrizes semelhantes é descrita no lema a seguir.

Lema 2.56 Se A, B € M, (F) sao semelhantes, entdao ps = pg € g4 = qg. Em particular, A, B tém os
mesmos autovalores com a mesma multiplicidade.
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Embora o lema acima seja muito importante, na prdtica serve somente para dar respostas nega-
tivas. No proximo exemplo, veremos uma situacao em que duas matrizes nao-semelhantes tém os
mesmos polindmios minimal e caracterisitico.

Exemplo 2.57 Considere as matrizes A = (]XZ 132) e My(F) e B= (1\52 8) € My(F). Vemos que pa(A) =
p(A) =A%, ga(A) = gg(A) = A%, mas A, B ndo sdo semelhantes, pois A tem posto 2 e B tem posto 1.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n sobre F e T € .Z (V) nilpotente de indice p. Obti-
vemos no teorema (2.36) uma decomposi¢do V=W; &...® W, onde cada W € um subespaco ciclico
para T dedimensao kj, p=k; =...2 k- >0e ky +...+ k, = n. Os nameros ky, ..., k; sao chamados de
invariantes de T. Vamos verificar que, de fato, tais nimeros determinam 7.

Lema 2.58 Se W é um subespaco ciclico de dimensao m > 0 para um operador nilpotente T € .Z(V)
entdo dim T*(W) = m—-kse0< k< m.

Prova. De fato, se {u, Tu,..., T 1u} é uma base para W, entao {T*u, T** 1y, T 1y} é uma base de
TkW). |

Proposicdo 2.59 Sejam T € Z (V) nilpotente de indice p e Wy,...,W,, ki,..., k, como antes. Admita-
mos que V=V;&...eV;onde Vy,...,V; sdo subespacos ciclicos para T de dimensdées p =q; = ... =
q; > 0, respectivamente, com ¢; +...+q;=n.Entdol=re k; = g; parai=1,...,r.

Prova. Raciocinemos por contradi¢cdo. Se o resultado for falso, podemos tomar i 0 menor inteiro
positivo tal que k; # ¢g;. Nao héd perda de generalidade em supormos que k; < g;. Como Vy,...,V, sdo
invariantes por T e Tkin =1{0} se [ =i, temos que

TkV = TAW, ... 0 TRW,_;.

Em particular, pelo lema (2.58), dim TkiV = (k1 —ki)+...+ (ki-1 — k;). Como k; = q1,...,ki-1 = gi-1,
segue que dim TkiV = (g1 — ki) +...+(gi-1 — k;). Por outro lado, temos também que

Thiv=TrV,e...0 TNV,;e...0 T"V,.

Pelo referido lema, dim TV > (q1—ki)+...+(qgi—k;). Comparando as duas expressoes para dim TkiV,
concluimos que k; = ¢g;, uma contradicao. |

Caso T seja nilpotente com invariantes k; = ... = k;,, qualquer operador conjugado a T deve pos-
suir os mesmos invariantes. De fato, se V=W; &...® W, com cada W; ciclico em relacdo a T, entdo
dado qualquer U € .Z (V) inversivel, temos que V = UMW) ®...® U(W,) e cada U(W;) é ciclico em
relacio a S = UTU . Em particular, os invariantes de S coincidem com os de T. A reciproca tam-
bém é vdlida: se S, T nilpotentes possuem os mesmos invariantes k; = ... = k, > 0 entdo obtemos
subespacos ciclicos Vy,...,V, e Wy,...,W, para S, T, respectivamente, tais que dimV; = dimW; = k; e
V=Ve...eV,=W;e...0W,. Paral <i <r,comoW; éciclicoemrelacdoa T e V; é ciclico em relacao
a S, obtemos bases de W; e V; da forma {w;, Tw;,..., T5Yw;}, {v;, Sv;, ..., Sk 1,1, respectivamente.
Definindo U; : W; — V; como U(T w;) = S'v;, 1=0,1,...,k;—1, temos que U; é um isomorfismo entre
W; e V;. Além disso, UTw; = Sv; = SUw;. Denotando por U € .Z (V) o operador que coincide com U;
em cada W;, temos que UT = SU, logo, S= UTU!. Estas considera¢des provam o resultado abaixo.

Proposicdo 2.60 Se S, T € .Z (V) sao nilpotentes, entdao S, T sao conjugados se e s6 se possuem 0s
mesmos invariantes.
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Vamos agora ver o que pode ser feito no caso nao-nilpotente. Dado T € .Z (V) tal que X(T) c F,
podemos escrever gp(A) = (A—A1)7"-...-(A-Ap) %k eV =W;®...0Wj, onde 11,..., A € F sdo os auto-
valores distintosde T e W; =ker(T—-1;)%, j=1,...,k. Paracadai=1,...,r,arestriciode T—1; aW;
é nilpotente de indice ¢;; a proposi¢ao (2.60) mostra que um tal operador € determinado unicamente
por seus invariantes li” >...= lﬁ? > 0. Logo, a forma candnica de T é determinada exclusivamente
pelos seus autovalores e pelos inteiros

(1 1) (k) (k)
(1S CONY LR (28

A fim de escrever de maneira compacta todas estas informagoes, chamamos os polindmios

k
A=A A=A A=A A=A

de divisores elementares de T.
No caso em que F = R e T possui autovalores A;,...,Ar € Re uy, u1,..., Um, Im € C\R, podemos
escrever

grD) =A-A)" .- A= A)T*A - )" A=) oo A=) " A=) = p1 (V) p2 (D),

onde p1(A) = A =AD" -...-A =A% e po(A) = A—pup)""A—u)™ ... A= pum)"" (A — uy)"™. Esta
decomposicao nos dd uma decomposicao V =W & Z em subespacos invariantes W = kerp,(T) e Z =
ker p»(T) tal que qr},, = p1 € qr, = p2. Aplicando a mesma argumentag¢ao anterior a restricao Tz,
concluimos que T|7 fica determinado pelos seus divisores elementares

A= )™ - A=TD"™ ..., A= )™ (A=) "o

Estes polindbmios tém coeficientes reais, pois (/l—ui)d-(/l—m)d = (/12+2(Reul~)ﬂt+ |1 124, para qualquer
i =1,...,m. Neste caso, os divisores elementares de T sio os divisores elementares de T|\ e osde T|7.
Provamos o teorema a seguir.

Teorema 2.61 As classes de equivaléncia da relacdo ~ sdo totalmente determinadas pelas formas
canodnicas de Jordan distintas, no sentido que dois elementos pertencem a mesma classe de equi-
valéncia se e s6 se possuem os mesmos divisores elementares.

O coroldrio abaixo também decorre da argumentacao utilizada na demonstragcao do teorema (2.61).
Corolério 2.62 O produto dos divisores elementares de T € pr.

Exemplo 2.63 Os divisores elementares do operador T5 do exemplo (2.50) sdo (A + 1), (A + 2)2ef{(A—
1+))A-1-0))%=A*=-21+2)%

O corolério abaixo é consequéncia do teorema (2.61) e da proposicao (2.38).

Corolario 2.64 Se A, B € M,,(R) sao semelhantes sobre C entdao A, B sio semelhantes sobre R (i.e.,
existe V € M, (R) inversivel tal que B = VAVD.
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Exercicios

1. Prove o lema (2.56).
2. Calcule os divisores elementares dos operadores descritos no exercicio (3) da pagina 44.
3. Encontre exemplos de operadores S, T € .Z’ (V) ndo-conjugados tais que ps = pr € gs = qr-.
4. Mostre que se S, T € .Z (V) satisfazem:
@ ps=pr,

@ qS = CIT»
@ psnao tem raizes de multiplicidade estritamente maior que 3,

entdo S e T sdo conjugados.
5. Sejam A, B matrizes n x n sobre [ tais que:
@ pa=pp=peqa=qs=4q;

@ p nao tem raiz de multiplicidade > 4;

@ ¢ nao tem raiz de multiplicidade 2.

Mostre que A e B sdo semelhantes sobre F.

6. Calcule todas as possibilidades de invariantes para operadores nilpotentes em espacos vetori-
ais de dimensdo baixa (digamos que dimV < 8). Calcule a quantidade de classes distintas de
operadores nilpotentes em uma dada dimensao.

7. Seja T € Z(R*) o operador cuja matriz em relacdo a base candnica é

O - O -

@® Determine a forma candnica de Jordan de T.

@ Determine os divisores elementares de T. Decida se T é conjugado ao operador S cuja
matriz em relacdo a base canonica é

1 -1 0 O
1 1 0 O
0O 0 1 -1
0 0 1 1

® Determine a forma canénica de Jordan do operador T¢ : C* — C*.

8. Verifique se as matrizes A, B abaixo sao semelhantes sobre F:
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1 11 1 11
® A={0 11 |,B=f{1 10
0 01 1 00
-1 0 0 -2 1 00 O
0 1 0 4 -1 1 0 O
@ A= -1 01 1 B= 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 -1
-1 0 0 O 0O 0 -2 0
1 -1 0 O -1 0 3 0
® A= 0O 0 2 0 B= 0O 1 0 O
0O 0 0 -2 0O 0 0 -2
01 00 1 0 0 O
0 01O 0O -1 0 O
© A= 000 1[50 0 io0
1 0 0O 0 0 0 —i
cosf —sinf e® o
® A= §ino coso )’ _( 0 e )

9. Sejam S, T operadores nilpotentes em V, com dimV < 3. Mostre que S e T sdo conjugados se e
s6 se tém o mesmo polindmio minimal.

10. Mostre que uma matriz A € M, (F) é sempre semelhante a sua transposta A" € M, (F).

11. Mostre que se todos os autovalores de A € M,,(C) sdo reais entdo A é semelhante (sobre C) auma
matriz B e M, (R).

2,10 Aequacao X" =1

Nesta secdo, aplicaremos alguns resultados vistos para estudar a equagao X" = I, onde X é um ope-
rador linear sobre o espaco vetorial n-dimensional V (ou uma matriz n x n sobre F). O primeiro re-
sultado nos d4 uma classificacdo razoavel das solugdes. Antes de prové-lo, uma nota¢gao. Um ntimero
complexo p é dito raiz m-ésima da unidade se u™ = 1. Evidentemente, existem m raizes m-ésimas da
unidade distintas, a saber,

2nilm  2ni(2/m) 2mi(3/m) 2mi(m—-1/m)
) ) ). .

1, e e e .., e

Proposicdo 2.65 Seja T € £ (V) tal que T™ = I para algum inteiro positivo m. Entdo, os autovalores
de T sdo raizes da unidade e

(@) SelF=Centdo T é diagonalizavel;
(b) SeF=Rentdo TC é diagonalizavel.

Prova. Basta ver que o polindomio g(1) = 1" — 1 tem exatamente m raizes complexas distintas,
a saber, as m raizes da unidade. Portanto, se 7" = I entdo gt divide g, e portanto, gr tem somente
raizes complexas distintas. Em particular, T (ou T€, no caso real) é diagonalizavel sobre C. As raizes
de g7 sdo exatamente os autovalores de T'. |
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No caso [F = C, a proposicdo acima implica que existe uma base de V em relacao a qual T tem
matriz diagonal
H1

He : 2.8)

Hn

onde py,..., t, sdo raizes m-ésimas da unidade. Evidentemente, duas matrizes da forma acima sao
semelhantes se e s6 se tém os mesmos autovalores com a mesma multiplicidade algébrica.

Se F =R, entdo podemos decompor V = W& Z como soma de subespagos invariantes tais que qr,,
tenha somente raizes reais e g7, tenha somente raizes ndo-reais. Aplicando a mesma argumentagao
da observacao (2.42) e do lema (2.43), obtemos uma base de V em relacdo a qual T tem matriz

A

Ak

ar —h 2.9)

a, —Pi

B a

onde Ay,..., Ar=*1,a;,feRe a? +,B? =1,j=1,...,] e os elementos ndo-indicados sdao nulos. Como
antes, duas matrizes desta tiltima forma sdo semelhantes se e s6 se tém os mesmos autovalores com
a mesma multiplicidade algébrica. Estas afirmacdes provam a proposicao abaixo.

Proposicdo 2.66 Se T € .Z (V) e T™ = I entdo existe uma base de V em relacdo a qual T tem matriz
da forma (2.8) ou (2.9), conforme F = C ou F = R. Duas destas solugdes sdo conjugadas entre si se e s6
se possuem 0s mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades algébricas.

Para valores pequenos de n e m nao é dificil determinar o nimero de solugdes ndo-conjugadas da
equacao X" = I e seus respectivos divisores elementares. Facamos isto em um exemplo. Considere a
equacao

Xt=1 (2.10)

sobre o conjunto M5 (R) das matrizes reais 5 x 5. Seja A € M5(R) uma solucao da equacao (2.10). Como
A% -1, temraizes 1,—1,i,—1i, basta considerar as possiblidades abaixo:

1. ga(A) = A —1: Isto implica que A = I e seus 5 divisores elementares sio A -1,A -1, A -1,A -1,
A-1;

2. ga(A) = A+1:Istoimplica que A= —1I e seus 5 divisores elementaressao A+ 1, A +1, A +1, 1 +1,
A+1;

3. ga() = A2 +1: Isto ndo pode ocorrer, pois p4 deve ter as mesmas raizes que ¢4; como o grau de
pa €5, padeve ter pelo menos uma raiz real.

4. qa(A) = (A-1)(A+1): Neste caso, A é diagonalizavel e temos 4 classes de semelhanca de solucdes
determinadas pelas matrizes
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Os divisores elementares para cada uma das classes sdo, respectivamente, A —1,A -1,A - 1,1 -
LA+ LA-LA-L,A+ LA+ LA+ A-1L,A-LA-1L,A+ LA+ A-1,A+L,A+1,A+1,A+1.

. ga)=A-1) (A2 +1): Nesta situacdo, vemos que A deve ter uma das formas de Jordan abaixo:

1 1

onde os elementos ndo indicados sdo nulos. Os divisores elementares sio A—1,A—1,A—1,A2+1
ed—1,A%2+1,A%2+1, respectivamente.

. ga(l) = (A+1)(A? +1): Esta situacdo é analoga a situacdo anterior; A deve ter uma das formas
de Jordan abaixo:

onde os elementos ndo indicados sdo nulos. Os divisores elementares sdo A+ 1,1+ 1,A1+1,A%+1
ed+1,A%2+1,A%2+1, respectivamente.

. gal) = (A-1)(A+1)(A% + 1): Neste caso, além de outras duas situacdes ja descritas anterior-
mente, vemos que A deve ter uma das formas de Jordan abaixo:

onde os elementos ndo indicados sdo nulos. Os divisores elementares sio A —1,A—1,1+1,A%+1
eA-1,A+1,1+1,A% + 1, respectivamente.

Assim, a equacao (2.10) tem exatamente 12 classes de semelhanca de solucoes em M5(R).

Exercicios

1. Determine quantas classes de semelhanca existem para cada uma das equacoes abaixo:

(@) X3=1em M;s(R);
(b) X2=TemM,(F);
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() X*=TIem Mg(F);
(d) X®=TIem M;(F);
(e) X°=1em My(P);
(f) X%=1em Mg(F);

2. Seja T € Z (V) e admitamos que p(T) = 0, onde p é um polindmio que possui somente raizes
distintas. Mostre que T (ou T€, no caso real) é diagonalizavel sobre C.

2.11 Raizes m-ésimas

A questdo de existéncia de raizes m-ésimas pode ser colocada em termos bastante gerais: dado um
conjunto S munido de uma operac¢do bindria - qualquer, um elemento x € S, e m um inteiro positivo,
podemos nos perguntar se existe y € S tal que

m

yli=y-..y=x.

mvezes

Na secdo (2.10), tratamos desta questdao no caso S =_.Z (V) e x = I. Por exemplo, se S=C e - é a mul-
tiplicacao complexa usual, entdo este problema sempre admite solucdo (em geral, ndo tnica). Ja se
S =R, o problema nem sempre tem solugao, pois se, por exemplo, m é par entao x" é sempre nao-
negativo. De fato, veremos que uma obstrucao deste tipo a existéncia de raizes m-ésimas aparece
também no caso em que S =_.Z (V) e - é a composicao de operadores. Outra obstruciao que pode apa-
recer neste caso tem relacao com a proépria estrutura do operador. Por exemplo, um cdlculo simples
mostra que se V tem dimensao 2 e a matriz de T em relacdo a alguma base de V é N, entdo ndo existe
Re Z(V) tal que R? = T. Veremos a seguir condicdes que garantem a existéncia de raizes m-ésimas.

Teorema 2.67 Seja T € (V) e m um inteiro positivo. Vamos assumir que x = 0 € uma raiz de gr(x)
de multiplicidade no méximo 1. Entao sdo verdadeiras as seguintes afirmacoes:

1. SeF=Centaoexiste Se Z(V)talque " =TeST=TS;
2. SeF =R e m é imparentao existe Se £ (V) talque S =T e ST =TS§;

3. Se F =R, m é par e T nao possui autovalores reais negativos, entdo existe S € .Z(V) tal que
S"=TeST=TS.

Prova. Escrevamos gr(x) = x'q(x),com I =0oul=1. Caso [ =0, o operador T é inversivel. Caso [ =
1, pelo teorema da decomposicao primdria existe uma decomposicido V=ker T® Z, com Z =ker g(T),
tal que o polinémio minimal de T'|7 é g(x). Obviamente, T|7 é inversivel e, portanto, podemos supor,
sem perda de generalidade, que o proprio operador T é inversivel.

Pondo a = 1/m, consideremos a série binomial

Q+x)%=) (“)x”, (2.11)

n=0

onde (§) =1e (%) = &la=b=la=ntD harg > 1. A expressao (2.11) é convergente se |x| < 1, mas nao

estamos interessados nisso. Para noés, a equacao (2.11) corresponde simplesmente a uma infinidade
- - a oo (A),n\M _
de relacdes entre os nimeros (%), a saber, (X0, (7)x")" =1+ x.
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Se T = AI+ N com A # 0 e N nilpotente, podemos obter, via série binomial, um operador R € .2 (V)
talque R™ =T+ A7IN. Como N é nilpotente, entdo R é, de fato, um polinémio em N. Em particular,
R comuta com N. Se existir pu € F tal que u’” = A, entdo o operador S=puRétalque S =T e ST =TS.
Sendo assim, a existéncia de S fica condicionada a existéncia de uma raiz m-ésima de A em .

Vamos agora dividir a prova em trés partes, de acordo com as hip6teses do enunciado.

1. Se F = C, usamos a forma canonica de Jordan para obter uma decomposi¢dao V=W; &...® Wy
de V tal que cada subespaco é invariante por T e T é da forma Al + N, A # 0, em cada um dos
W;. Usando a argumenta¢do do pardgrafo anterior e a invariancia dos W;, construimos um
operador Se Z (V) talque " =T e ST =TS.

2. Suponhamos que F =R e sejam A,..., A, € R os autovalores reais e y, i1,..., i;, 4; € C os auto-
valores complexos de T, repetidos de acordo com a multiplicidade. Podemos obter uma decom-
posicao V=W & Z tal que os operadores T = Tlw e To = Tz tém Ay,..., Ay € p1, 1, s
como autovalores, respectivamente. Como os autovalores de T sdo reais e m é impar, a mesma
argumentacdo utilizada no item anterior nos fornece um operador S; em W tal que S{" = Ty e
S1T =T S;.

Pelo corolério (2.46), existe uma estrutura complexa J € .2 (Z) que comuta com T». Temos que
T» € Z(Z,]) e, portanto, pelo primeiro item, existe S, € £ (Z,]) tal que S}' = T e SoTo = T»S.
Definindo S como S; em W e S, em Z, temos o operador procurado.

3. Basta repetir a prova do item anterior, observando que, como T nao possui autovalores reais
negativos, o operador S; € .2 (W) é bem-definido, pois m € par.

Exercicios

1. Mostre que nenhum operador nilpotente de indice maior que 1 admite raiz m-ésima.

2. Dada A € M, (F) com Z(A) c [, sabemos que existe U € M, (F) inversivel tal que UlAU =]
tem blocos de Jordan ao longo da diagonal.

(a) Mostre que as solucdes da equacdo X™ = A sdo da forma UYU~! onde Y é solucdo da
equacao Y =J.

(b) Estude a existéncia de solucdes para esta tltima equacao e reobtenha o teorema (2.67).

(c) Estude o mesmo problema do item anterior sem a hipotese Z(A) c F.

2.12 A formaracional

Nas se¢Oes anteriores, mostramos como construir a forma de Jordan de um operador linear. No caso
F =R, tivemos um pouco mais de trabalho, pois nem sempre um operador linear em um espaco real
tem todos os autovalores reais. A alternativa encontrada para este problema foi complexificar o es-
paco, obter a forma de Jordan no complexificado e depois voltar ao espaco original. A forma racional
de um operador linear apresenta uma possibilidade de estudar um operador linear T € .Z (V) sem sair
deV, conhecendo apenas os fatores irredutiveis de gr. Para isso, introduzimos o conceito fundamen-
tal de vetor ciclico.
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Defini¢do 2.68 Dado T € Z(V), um vetor v € V é dito vetor ciclico para T se existe k > 0 tal que
B =1{v,Tv,...,T*1v} 6 umabase de V.

Admitamos que T € .Z (V) possua um vetor ciclico v € V. Isso significa que g deve ter, neces-
sariamente, grau maior ou igual a k = dimV. Como g7 divide pr, segue que gr = £pr e que qr
tem grau k, digamos gr(A) = AR 4 ak_lﬂtk‘l +...+ m A+ ay, com ag_y,...,a1, a9 € F. Em particular,

T*y=—apv—a1Tv—...— a1 T 1. Logo, a matriz de T em relacdo a base % é
00 ... 0 -a
10 ... 0 -a
01 ... 0 -—-a
00 ... 1 —ap

A matriz acima é chamada de matriz companheira do polindmio ménico p(A) = Af + ap_ A¥ 1 +
...+ a1 A+ ay e é denotada por C(p). Assim, a existéncia de um vetor ciclico nos permite obter uma
base de V em relacdo a qual a matriz de T tem uma forma bastante simples e pode ser obtida dire-
tamente a partir do polinémio minimal, sem fazer nenhuma referéncia aos autovalores de T. Isso é
especialmente interessante no caso em que os autovalores de T ndo pertencem a .

Exemplo 2.69 Um operador nilpotente N € .Z (V) com indice de nilpoténcia n = dimV sempre possui
um vetor ciclico, conforme o corolério (2.34). A matriz N,, é a matriz companheira do polinémio 1".

Nossos proximos resultados mostrardo que qualquer operador admite uma base em relagdo a qual
sua matriz tem, ao longo da diagonal, as matrizes companheiras dos seus divisores elementares. O
teorema (2.36) mostra isto no caso de um operador nilpotente.

Proposicdo 2.70 Sejam T € .Z (V) e A € F tais que g7 (1) = (A — Ao)*. Entdo V admite uma base em
relacdo a qual a matriz de T tem, ao longo da diagonal, blocos C((A — )Lo)kl), ...,C((A - /lo)kf), onde
A- /10)k1, e, (A= Ao)k’ sdo os divisores elementares de T'.

Prova. Se (A—1)%,..., (1= 1p)* sdo os divisores elementares de T, entdo, kj, ..., k, sdo os inva-
riantes do operador nilpotente T — Ay. Assim, V' se escreve como soma direta de subespacos ciclicos
para T — Ay (e portanto, para T) de dimensoes ki, ..., k. Assim, V admite uma base em relacao a qual
a matriz de T tem blocos

ClA=20)"),...,C((A = 20)*)

ao longo da diagonal. |

Dados T € .Z(V) e u € V, consideremos o conjunto V(u) = {p(T)u : p € F[X]}. Evidentemente,
V(u) é um subespaco de V e u é um vetor ciclico para T se e s6 se V(u) = V. Para estudarmos melhor
V(u), consideremos I, = {p € F[X] : p(T)u =0}. Temos que I, é um ideal de F[X], portanto, existe um
tnico polindbmio moénico g, tal que g, divide qualquer p € I,,.

Lema 2.71 Sao verdadeiras as seguintes afirmacoes:
1. qdTru divide qr;
2. Adimensao de V(u) é o grau de qr,,;

3. uévetor ciclico para T se e sé se g1y, = qr-
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Prova. Como q(T) =0, em particular, g(T)u = 0, logo, gr,, divide gr. Além disso, dado qual-
quer p € F[X], escrevendo p = qqr, + r, onde r tem grau menor que o grau de gr,;, temos que
p(Mu=q(T) g7, (T)u+r(T)u=r(T)u, portanto, {u, Tu,..., T" 1 u} é um conjunto de geradores para
V(u), onde m é o grau de qr,,. Este conjunto é linearmente independente, pois se apu+a; Tu+...+
Am_1T™ u =0, entdo p(T)u = 0, onde p(A) = ag+ 1A +...+ ayp_1A™ 1. Isso s6 pode ocorrer se
aoz...:am_lzo. |

Consideremos agora o caso em que F = R e T € . (V) tem polinémio minimal (12 + al + b)",
com a®—4b <0 e dimV = 2n. Em particular, gr = pr. Se Ay € C é autovalor de T, como S = Tt
tem polindmio minimal (A — 1¢)" (A - /1_0)”, obtemos, via teorema da decomposi¢do priméria, uma
decomposicio VE =W e W, com W = ker(S — A¢)". Como a restricio (S — Ag)|w € nilpotente de indice
n e dimW = n, segue que este tltimo operador tem um vetor ciclico z = u+ iv € V®. Isso equivale a
dizer que z é vetor ciclico de S|yy. Vamos agora verificar que u ou v é um vetor ciclico para T.

Pelo lema (2.71), existem inteiros positivos k, [ < m tais que gr,;, = A2+al+b)l e qry = A2+al+
b)!. Se r é o maior dentre os inteiros j el, temos que

(S’+aS+b) z=(T?>+aT+b) u+i(T>+aT+b) v=0,

logo, gs . = (A—Ap)" divide gs(A) = A+al+b)" = (A—/lo)’(/l—/l_o)r. Disso, decorre que n < r, de onde
concluimos que, ou u ou v é um vetor ciclico para T. Esta argumentacdo prova o resultado abaixo.

Proposicdo 2.72 SeF=R,dimV =2ne T €.Z (V) é tal que gr(A) = (A> + ad + b)* e a®> —4b < 0, entdo
V admite uma base em relacdo a qual a matriz de T tem blocos

C((A%2+ ad+Db)M),... C(A% + aA + b)km)

ao longo da diagonal, onde A2+ ad+ bk, ... (A% + ald + b)*m sdao os divisores elementares de T.

Prova. A argumentac¢do apresentada na construcgdo dos divisores elementares de T (veja a pagina
49), nos fornece subespacos T-invariantes Wy,...,W,, de dimensoes 2k, ...,2k,, tais que, se T; =
Tlw;, entao qr;(A) = (A2 +al + b)ki, para j = 1,..., m. A argumentacio do paragrafo anterior mostra
que cada W; é T-ciclico, como queriamos. 1

Os resultados anteriores tém o teorema abaixo como consequéncia.

Teorema 2.73 (Formaracional) Se T € .Z(V) e p,...,p, sdo os divisores elementares de T entao
existe uma base de V em relacdo a qual a matriz de T tem blocos C(p,),...,C(p,) ao longo da dia-
gonal. Esta matriz é chamada de forma racional de T.

Prova. Podemos decompor gr(A) = g1(1)™ ... g (1) de forma que q;,..., gi sejam irredutiveis
e ndo tenham raizes comuns. O teorema da decomposicao primadria nos fornece uma decomposicao
V=W;e...0 Wi, com W; = kerq;(T)™ e tal que o polindmio minimal de Tlw, € q;(1)"™, para
j=1..., k.

No caso F = C, cada g; € da forma A — A}, e podemos aplicar a proposic¢do (2.70) para concluir o
resultado, observando que os divisores elementares de TIW]. sao exatamente os divisores elementares
de T que possuem A; como raiz.

No caso [ = R, vemos que cada g;(A) é daforma A — A, com A; € R autovalor de T ou A +al+b
com a? —4b < 0. Aplicando as proposicdes (2.70), (2.72) e as mesmas idéias do pardgrafo anterior,
concluimos o resultado. 1
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Coroldrio 2.74 Dois operadores S, T € .Z (V) sdo conjugados se e s6 se tém a mesma forma racional
(a menos de permutacdes na ordem dos blocos).

Exemplo 2.75 As formas racionais Ry, Rz, Rs, R4, Rs5, Rg, R; dos operadores, T1, Tz, T3, Ty, T, Tg, T7 dos
exemplos (2.4), 2.5 e (2.50)s@80 R1 = ($9), R2= (Y %), Rs=( ), Ra = (¢ %),

-1 0 0 000 O

0 0 -4 000 O

0 -1 0 1 00 0 1 4 0O0O0 O
Rs=11 2 O0|,R=101O0]}|,Rr=l O O 0O O O O —4
0 0 2 0 0 2 0 0 0 1 00 8
0O 0 0 01 0 -8

0 0 0 001 4

A decomposicao em subespacos T-ciclicos obtida no teorema (2.73) nos mostra que um operador
T tem sempre uma quantidade suficiente de vetores ciclicos que permitem gerar todo o espago V.
Uma questdo interessante surge a partir do primeiro item do lema (2.71): serd que para qualquer
divisor de gr existe u € V tal que g7, = q? A resposta é negativa, em geral, pois, por exemplo, um
operador nilpotente de indice n em ", n > 2, ndo admite nenhum vetor u € V tal que gr,(1) = AL
A proposicao abaixo fornece um caso em que esta €, de fato, a situagao.

Proposicdo 2.76 Se p é um divisor elementar de T € .Z(V), entdo existe u € V tal que g1, = p.

Prova. Se p é divisor elementar de T entdo uma das duas situacdes abaixo ocorre:

@ p) = (A—-Ap)", Ay € F: Isto significa que T — Ay € nilpotente de indice r em um subespacgo
invariante W de dimensdo r; a mesma argumentacao utilizada na proposicao (2.70) mostra que
existe um vetor ciclico u € W, logo, gr,,, = p.

@ F=Rep) = A2+ ad+Db)", com a?—4b < 0: Neste caso, existe um subespaco invariante W de
dimensao 2r tal que qr},, = p. A discussao anterior a proposicao (2.72) mostra que 7’|y tem um
vetor ciclico u € W, e, portanto, g7, = p.

Proposicdo 2.77 Dado T € .Z(V), existe u € V tal que g1, = qr-

Prova. Basta observar que se g7 = p{l . p,rck é uma decomposi¢ao do polindmio minimal com

p1,---, Pk Primos entre si, entdo, temos, pelo teorema da decomposu;ao primdria, uma decompo-

sicao V Wie...e Wi, com W; = kerp](T) ie qT|W = p] ,j = ., k. Certamente, os polino-

mios p{l,..., plrC sao divisores elementares de T, portanto, pela proposigéio anterior, existem u; €
. ri .

Wi, ..., ux € Wy tais que qr,y,; = pj’, j=1,...,k.

Seja u = u; +...+ uy. Se p é qualquer polinomio sobre [F tal que p(T)u = 0 entdo p(T)u; +... +
p(T)uy = 0; como cada parcela da ultima soma pertence ao espago W; correspondente, segue que
p(TMu; =0, para cada j = 1,..., k, e portanto, p]r.j = qr,u,; divide p, j =1,...,k. Como os polindmios
p?,...,p,rck sdo primos entre si, segue que gr = p|’' -...-plrck divide p. Isso implica que g7, = gr- 1

Corolario 2.78 Um operador T € .Z (V) tem um vetor ciclico se e s6 se g7 = pr.
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Observacao 2.79 A constru¢do da forma racional dada aqui difere daquela dada no Teorema 4 da
secdo 7.2. de [2], a qual descrevemos brevemente. Uma vez obtidos os divisores elementares de
T € Z(V), separemo-los em subconjuntos Ay, ..., Ax de forma que polin6mios em um mesmo A; tém
as mesmas raizes. O teorema (2.73) nos diz que a cada divisor elementar de T corresponde um subes-
paco T-ciclico (de dimensao igual ao grau do polindmio) e que estes subespacos sdo independentes
e tém soma direta igual a V.
— 1, ) ) () : _
Podemos escrever A; = {p; ,...,plj }, de forma que graup,” =... = grauplj ,paracadaj=1,...,k.
: 0 _ ; — 1) (k). 6
Convencionemos que p;”” =1se r > [;. Considere q; = p;’-...- p;; como
mios relativamente primos pgl), cey pﬁk) correspondem subespacos T'-ciclicos disjuntos de dimensoes
iguais aos respectivos graus, segue pelo exercicio (1) desta secao que existe um subespaco T-ciclico
W tal que qTiw, = q1- Repetindo o0 mesmo processo com ¢, = pg) S pék), obtemos um subespaco
T-ciclico W, tal que dTiw, = q2- Além disso, g» divide g,. Procedendo indutivamente, seja 72 0 menor
inteiro tal que g,,+1 = 1; este é o momento de parar. Quando isto ocorrer, teremos obtido subespacos

T-ciclicos independentes Wy, ...,W,,, cuja soma direta é V, tais que ariw, = 4j € dm|qGm-1...1921q:.

a cada um dos polin6-

O leitor é convidado a demonstrar no exercicio (2) a seguir que o inteiro m e os polindmios gy, ..., qGm
sdo univocamente determinados. Em particular, obtemos uma base de V em relacdo a qual a ma-
triz de T tem blocos C(q,),...,C(gm) ao longo da diagonal. A vantagem em usar esta argumentacao é
que os blocos C(q3),...,C(gm) ao longo da diagonal ficam canonicamente arranjados, ao contrario da
maneira vista no teorema (2.73), em que a ordem dos blocos ao longo da diagonal ndo é candnica.

A razdo pela qual preferimos nao utilizar esta versao da forma racional pode ser compreendida
em um exemplo simples. Considere o operador Ty € .2 (R%) do exemplo (2.5). Temos que pr, (1) =
A-12%1-2)e qr;(A) = (A -1)(1-2), logo, T € diagonalizdvel e seus divisores elementares sao A —1,
A—1e A-2. Procedendo como acima, obtemos g1 (1) = (A-1)(A-2) = 12—-31+2e g»(A) = A -1, logo,
obtemos uma base de R® em relagdo a qual T tem matriz

0 -2 0
1 3 0],
0 0 1
algo bem pior do que a forma racional
1 00
010
0 0 2
dada pelo teorema (2.73). A construcao dada no referido teorema é mais préxima daquela feita em
[1], Cap. 6.7.
Exercicios

1. Sejam W1, W, <V subespagos invariantes por T € .Z (V) com W;nW; = {0}. Pondo W = W;eW,,
mostre que se Tly, e Tlw, tém vetores ciclicos e gy, qr),, a0 relativamente primos entao
T|w tem vetor ciclico. Generalize o resultado para mais de dois subespacos.’

SDe fato, g1 = qr.
"Dica: Se u;j € W; sédo vetores ciclicos para j = 1,2, entdo u = a1ty + azup € W € vetor ciclico para T'lyy, para quaisquer
aj € R, com na prova da proposicao (2.77).
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2. Mostre que o inteiro m e os polindmios ¢y, ..., g, da observacgdo (2.79) sao univocamente de-
terminados a partir de T2

3. Seja T € .Z(RY) satisfazendo as seguintes condicoes:

w X(T)={1,-2,1+1i,1-i};
= )% —2)+2 ndo éum divisor elementar de T;
1= A multiplicidade algébrica do autovalor A = -2 € 3;

1= T possui um unico divisor elementar de grau 1, a saber, A + 2.

(@) Determine os polindomios caracteristico, minimal e os divisores elementares de T'.
(b) Determine a forma canénica de Jordan e a forma racional de T.

(c) Decida se T possui ou ndo um vetor ciclico. Em caso negativo, determine um subespaco
W invariante por T de dimensao médxima tal que T'|yy possua um vetor ciclico.

4. Considere a matriz

1 -1

S = = O
—-— 0 O -

cujos elementos nao-indicados sdao nulos.

@ Determine os polindmios caracteristico, minimal e os divisores elementares de A. (Pelo
amor de Deus, ndo faga contas!!)

@ Determine a forma racional de T.

5. Considere a matriz

2
-4
1 4
00 1
1 0 -3
A= 01 3
-5
1 2

cujos elementos nao-indicados sdo nulos.

8Veja a demonstracio da proposicdo (2.59).
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(a) Determine os polindmios caracteristico, minimal e os divisores elementares de T'.

(b) Determine a forma canénica de Jordan e a forma racional de T'.

6. Considere o operador T € .¥ (R'%) matriz em relacdo a base candnica é

10.

5
-25
1 10
00 O
1 0 -5
01 6
0 0 0 -1
1 00 O
01 0 -2
001 O

cujos elementos nao-indicados sdao nulos.

(a) Determine os polindmios caracteristico, minimal e os divisores elementares de T.
(b) Determine a forma candnica de Jordan e a forma racional de T.

(c) Determine um subespaco W < R!? invariante por T, de dimensdo maxima, tal que T|yw
tenha um vetor ciclico.

. Determine a forma racional dos operadores descritos no exercicio (3) da pagina 44.

. Encontre todas as possiveis formas racionais, divisores elementares e formas de Jordan para as

matrizes:

@ AeMg(R) tais que ga(Ad) = (A—1)(A? + 1)%;
@ AeM;s5(R) tais que ga(d) = (A2 +21 +5)(x% +8)%;
® AeM;o(R) tais que ga(1) = (A2 +1)2(A3 +1).

Seja T € £ (V). Mostre que todo u € V nao-nulo € vetor ciclico para T se e s6 se gr € irredutivel
sobre [F.

Seja T € (V) um operador linear que possui um vetor ciclico v € V e tomemos S € .Z (V) qual-
quer.

(a) Mostre que existe um polindmio p € F[X] tal que Sv = p(T)v.

(b) Se ST =TS, mostre que S = p(T).
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