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Exercicios

Em toda alista, V, W denotarao um espacos vetoriais de dimensao finita sobre F = R ou C munidos
de um produto interno.

1. Dado T € .Z(V,W), mostre que:

® kerT* =(ImT)* eImT* = (ker T)*;

@ kerT=(ImT*)* eImT = (ker T*)*;

@ ker(T*T)=kerTeIm(T*T)=ImT;

@ ker(TT*)=kerT " eIm(TT*)=ImT%;

® Se T é injetora entdo T* T é inversivel e (T* T)"! T* é uma inversa a esquerda para T;
® Se T é sobre entdo TT* é inversivel e T*(T*T)~! é uma inversa a direita para T;

2. Seja P € Z(V) uma projecao. Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes a respeito
de T:é dita ortogonal se Mostre que as seguintes afirmacgdes sdo equivalentes a respeito de uma
projecao:

® P*=rp;

@ P énormal;

® u—Pul PuparatodoueV.
@ ImP 1 kerP;

® Im(I—-P) L kerP;

® |Pu| <|u|paratodo ueV.

@ (Pu,u)=0paratodo ueV.
sup,y =1 [Pul=1.

Uma projecao satisfazendo alguma das condi¢oes acima € dita ortogonal.
3. Considere a aplicacao
ZLNV)xZLN)3(S,T)—«(S,T)=tr(ST*) €F.

@ Mostre que (-,-) é um produto interno no espaco .2 (V).

@ Seja | - || anorma proveniente do produto interno acima. Mostre que

ITIl=v\/0%+...+0%,

onde 04,...,0, sdo os valores singulares de T.



@ (Para quem se interessar) Defina || T |, = max{oy,...,0,}, para T € .Z (V). Mostre que T é
uma norma em .Z (V) satisfazendo | Tlloo < | Tll < /7| T lloo, para todo T € Z (V).

. Mostre que 2(T*) = {A : A € £(T)}. Conclua que £(T) c Rse T € Z (V) é auto-adjunto.

. Seja W cV um subespaco e iy : W — V a aplicagéo de inclusdo, i.e., i(w) = w, para todo w € W.
Dado T € .Z(V), denotamos por Ty a restricdode T aW, i.e., T|w : W — V é o operador definido
por (T|lw)(w) = Tw, weW.

® Mostre que T|w = T o iyy.

@ Mostre iy, : V — W € a projegdo ortogonal Py sobre W.

@ Dado T € .Z(V), mostre que (T|w)* = Pwo T*.

@ Mostre que se W é um subespaco invariante para o operador auto-adjunto T, entdo Ty €

Z (W) é auto-adjunto. T|yy é positivo se T o for.

. Dado um inteiro positivo m, encontre S, T € .Z (V) auto-adjuntos distintos tais que S = T™.
No exercicio seguinte, mostraremos que isso ndo pode ocorrer no caso positivo.

. Sejam S, T € .Z (V) positivos tais que S = T para algum inteiro m > 0.
@ Sejam yy, ..., 1 os autovalores de S = T, repetidos de acordo com sua multiplicidade.
Mostre que W; = ker(S™ — ;) é invariante por T e uj =0, paracada j =1,...,n.

@ Use o exercicio (5) para mostrar que T; = Tlw; € um operador auto-adjunto positivo em
W; j=1,...,n.
R ) )

@ Use o teorema espectral para mostrar que Tju = Aju, para todo u € Wj, onde 0 < A; =
/i, paracada j=1,...,n.
@ ConcluaqueS=T.

. Mostre que um operador inversivel T € .2 (V) é positivo se e s6 se a aplicacao
VxV3(wv)—{Tu,vyelF
é um produto interno em V.

. Uma aplicacdo B:V xW — [ é dita bilinearse B(u+Au',v) = B(u,v) + AB(u/,v) e B(u,v+Av') =
B(u,v) + AB(u,v') paratodos u,u' €V, v,v" e We A € F. No caso V=W, B é dita simétrica (resp.
anti-simétrica) se B(u, v) = B(v, u) (resp. B(u, v) = —B(v, u)) paratodos u, v € V. B é dita positiva
se B(v,v) = 0 para todo v € V. Quando B(v,v) > 0 para todo v # 0, dizemos que B é positiva
definida. B é dita ndo-degenerada se B(u, v) = 0 para todo v € W implica u =0 e B(u, v) = 0 para
todo u € V implica v = 0. Prove as seguintes afirmacdes:

@ Para qualquer aplicacdo bilinear existe um tnico T € .Z(V,W) tal que B(u, v) = (Tu, v),
paratodosueV,veW.

@ B ésimétrica se e s6 se T é auto-adjunto.

@ B é anti-simétrica se e s6 se T é anti-simétrico.

@ B é positiva se e s6 se T € positivo.

® T ébijetor se e s6 se T é nao-degenerada.



10. Seja T € £ (V) positivo. Prove as seguintes afirmagoes:

® KTu, vyl <V{Tu,u)/{Tv,v) paratodos u,veV.

@ Se T é inversivel entdo T~! é positivo.
11. SejamF=Ce T € Z(V). Mostreque T = T* see s6 se (Tv,v) € Rparatodo veV.

12. (Diagonalizacao simultanea) Se S, T € .2 (V) sdo auto-adjuntos e ST = T'S entdo existe uma base
ortonormal {uy,..., u,} emV tal que Suj=AjujeTu;=pjuj, paracada j=1,...,n.

13. Generalize o resultado do exercicio anterior para uma familia .’ de operadores auto-adjuntos
em V tal que ST = TS paratodos S, T € ..

14. Se T=T" € Z(V) e (Tu,u) =0 para todo u € V, mostre que T = 0.

15. Seja R o operador de rotacdo de 90° no sentido anti-horario em R?. Temos que (Ru, u) = 0, para
todo u € R?. Porque isto ndo contradiz o problema anterior?

16. Sejam S, T € .Z (V) positivos.

@ Mostre que S+ T e aS sdo positivos, para todo a = 0.
@ Mostre que se ST = T'S entdo ST é positivo.

® Mostre S+ T=0sees6seS=T=0.

@ MostrequetrT=0etrT=0sees6se T =0.

17. Mostre quese Ty, ..., Tr € £ (V) sdao auto-adjuntos e Tfl +...+ T,fl = 0 para algum inteiro positivo

l, entdo T; = ... = Ty = 0. Mais geralmente, mostre que se tr(TIZI +...+ T,fl) =0entdao Iy =...=
T =0.
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18. Calcule a decomposicio polar do operador T € .Z(R3) cuja matriznabase canénicaé| —v2 1 1
0 1 -1

19. Se [F = R, o conjunto dos operadores ortogonais em V é denotado por O(V); o subconjunto de
O(V) formado pelos operadores que tém determinante 1 é denotado por SO(V). SeF =C o
conjunto dos operadores unitdrios em V é denotado por U(V); o subconjunto de U(V) formado
pelos operadores que tém determinante 1 é denotado por SU(V). U(V) é chamado de grupo
unitdrio de (V, {-,-)).

@ Mostre que O(V) é um grupo munido da operacdao de composicao e SO(V) < O(V) é um
subgrupo. O(V) é chamado de grupo ortogonal de (V,<:,)).

@ Mostre que U(V) é um grupo munido da operacdo de composicdo e SU(V) c U(V) é um
subgrupo. U(V) é chamado de grupo ortogonal de (V, (-, -)).

@ (Somente para os que se interessarem) Mostre que dois operadores quaisquer em SO(V), U(V),SU(V)
podem ser conectados por uma curva em SO(V),U(V),SU(V), respectivamente. Mostre
que isto é falso em O(V).

20. Seja T € .Z (V) unitério (ou ortogonal, caso F =R) tal que —1 ¢ X(T).



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

@ Mostre que €(T) = (I-T)(I+T)~! é um operador anti-simétrico. € (T) é chamado a trans-
formada de Cayley de T.

@ Dado qualquer S anti-simétrico, mostre que % (T) € unitario (ortogonal, se F = R).
® Mostre que a aplicacdo T — %' (T) é injetora.

Mostre que qualquer operador anti-simétrico T € .2 (R%) é da forma Tv = v x w, para um tinico
w € R3 fixo, onde x denota o produto vetorial usual em R3.

Seja T € .Z (V). Definimos | T'| como a tnica raiz quadrada positiva do operador positivo T*T.

@ Mostre que |T| - T e T +|T| sdao operadores positivos se T* = T.
@ Mostre que Z(IT|) ={|Al : L e Z(T)}.
@ Mostre que ||T|u| = |Tu| paratodo ueV.

Seja T € .Z (V) um operador normal. Prove as seguintes afirmacoes:

@ |Tu|=|T*ul, paratodo ueV.

@ kerT=kerT*eImT=ImT".

@ Se Sénormale ST =0entdao TS=0.

@ ker(T - A) =ker(T* —A), para todo A € F.

® Se A, u € X(T) sao distintos entao ker(T — 1) L ker(T — ).

® Se W c V é um subespaco invariante por T entdo W e W+ sdo ambos invariantes por T e
T*.

@ Se W é invariante por T entdo Ty é normal.

Se T é inversivel entdo 7~! é normal.

@ Se X(T) cRentdo T é auto-adjunto.

Mostre que um operador normal e nilpotente é nulo. Conclua dai que todo operador normal é
diagonalizavel se F = C.

SeT=T"€ XL (V)e(Tu,uy =0paratodo ueVentiao T =0.
Dado T € .Z (V) tal que | Tu| = | T* u| para todo u € V, mostre que T é normal.

Sejam T € £ (V) e a A€ M, (F) a matriz de T em relagdo a alguma base ortonormal de V. De-
notemos os vetores-linha de A por uy, ..., u, e os vetores-coluna de A por vy,..., v,. Mostre que
T é normal se e sO se u; - uj = v; - vj, para todos i, j = 1,...,n, onde - denota o produto interno
usual em F”.

Prove as afirmacoes seguintes a respeito de um operador normal T € £ (V):

® SeF=Centao TeU(V)seesdéseX(T)c{zeC:|z|=1}.
@ SeF=Rentao TeO(V)seeséseX(T)c{zeC:|z|=1}.



