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Questdo 1 (2,5 pontos) Considere o subespaco W C R® gerado pelos vetores 1, = (1,2,0,0,5),
u, = (0,1,1,2,0), us = (0,1,2,-3,1) e uy = (1,5,5,-4,7) e os funcionais lineares @1, p, em R
dados por

p1(x) a1X1 + ArXo + AzXs + Xy,
@2(3() = b1X1 + bzXz + b3X3 + X5,

para cada x = (x1,x2,%3,X4,%5) € R°. Calcule os valores de ay,ay,a3 e by, by, by para os quais
{¢1, 2} é uma base de W°.

Solug¢do.  Primeiramente, encontramos um conjunto de geradores para W via escalona-
mento:
120 0 5 120 0 5
011 2 0 011 2 0
012 -31|7]001-51
155 47 000 0 O

Isso mostra que {uy, uy, u}} € uma base para W, onde u;, = (1, =5,1). Se ¢(x) = A1x1 + Axp + Azx3 +
Ayxy + Asxs € um funcional linear que pertence a W® entdo ¢(u1) = ¢(uz2) = ¢(u}) = 0, portanto,

AM+24,+5As = 0
A+ A3 +24, = 0
Ag, —5A4 + A5 =0

Escolhendo A4 e A5 como parametros, temos que

Al = 14/\4—7/\5

Ay = =7A4+ As
Ag, = 5/\4 - /\5
Logo,
(P(X) = /\1.9(1 + AzXz + /\3.7(3 + A4X4 + /\5.7(5

(14/\4 — 7/\5)3(1 + (—7/\4 + /\5)3(2 + (5A4 — A5)X3 + /\4.’)(4 + A5X5
= /\4(143(51 - 7XQ + 5.')C3 + X4) + /\5 (—7X1 + Xy — X3 + X5) ,

para qualquer x = (x1, X2, X3, X4, X5) € R>. Em particular, @q(x) = 14x; — 7x + 5x3 + x4 € @a(x) =
—7x1 + X — x3 + x5 formam uma base de W°. Portanto, a; = 14,4, = -7,a3=5e b; = -7,b, =1,
by = 1.
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Questido 2 Considere a base £ de R® formada pelos vetores u; = (1,0,1), u, = (0,-1,0) e
uz = (1,0, —1) e sua base dual Z"* = {1, 2, p3}.

1. (2 pontos) Determine ¢4, ¢ e 3.

2. (2 pontos) Sejam W; o subespago gerado pelos vetores u; e u, e W, o subespaco gerado
por uz. Considere a decomposicao

]R32W1€BW2,

e o operador P de projegcdo sobre W; relativamente a decomposi¢do acima. Calcule a
matriz de P em relacdo a base canonica de R>.

Solucao.
1. Dado x = (x1, %, x3) € R?, sejam A; = ;(x), para 1 < i < 3. Sabemos que

x = @1(X)u1 + @a(X)up + @3(X)us = Ayuy + Aqun + Azus,

isto é,
(xll X2, xS) = /\1(11 O/ 1) + AZ(OI _1/ 0) + /\3(1/ 0/ _1) .
Resolvendo esta tiltima equagdo para Ay, Ay, A3, temos @1 (x1, X2, X3) = Ay = = erx3,g02(x1,x2, x3) =
Ay = —xz € P3(x1, X2, X3) = A3 = %
2. Temos que
P(x1,x2,x3) = @1(x1, X2, x3)u1 + @a(x1, X2, X3)Up

1
= E(xl + X3)(1, 0/ 1) - xZ(O/ _1/ 0)

X1+ X3 X1+ X3
> 7 X2, > s

para qualquer x = (x1, X2, x3) € R3. A matriz deste operador em relagdo a base canonica é

1/2 0 1/2
[ 0 1 0 ]
1/2 0 1/2



Questdo 3 Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita e P : V — V um operador linear.
1. (2 pontos) Mostre que P é uma projegdo se e s6 se P' : V* — V* é uma projegéo.
2. (1,5 ponto) Assumindo que P é uma projecdo, mostre que

ker P' = (ker(I — P))° e ImP' = (Im (I — P))°.

Solucao.
1. Se P é uma projecgdo entdo P? = P. Isto implica que (P')* = (P?)! = P!, e portanto P! é uma
projegao.

Reciprocamente, admitindo que P' é uma projegdo, temos que (P')*> = P'. Disso decorre
que P/(I-P') = 0 e portanto, Im (I - P') C ker P'. Assim, (ker(I—P))° = Im (I-P') Cc ker P! =
(Im P)° e portanto, Im P C ker(I — P). Isso implica que (I — P)P = 0, isto é, P é uma projecéo.

2. Como P é uma projegdo, temos que kerP = Im(I — P), portanto, ker P = (ImP)° =
(ker(I — P))° e Im P! = (ker P)° = (Im (I — P))°.



