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Questao 1 Seja\W osubespacode R* gerado pelos vetores u; = (1,1,0,0), up =(0,1,1,0), u3 = (-1,2,3,0)
euy=(1,0,-1,0).

(@)

(b)

(9]

(1,5 ponto) Determine uma base para W°.

Solucao. Escalonando, percebemos que u, 4, sdo linearmente independentes e us, 14 sao

combinacao linear de u;, u,, portanto, {u;, up} é umabase de W. Um funcional linear ¢ (x1, x2, X3, X4) =

a)x) + axxp + asxs + asx, anulaW se esé se a; + a, =0 e ax + as =0, logo,
@ (X1, X2, X3, X4) = A1(X1 — X2 + X3) + Ay Xy,

de onde concluimos que @1 (x1, X2, X3, X4) = X] — X2 + X3 € 2(X1, X2, X3, X4) = X4 formam uma base
para W°. 1

(1,5 ponto) Seja Z o subespacgo gerado por v; = (0,0,1,1), v, = (0,0,0,1) e v3 = (0,0,2012,2013).
Mostre que W & Z = R%,

Solucao. Escalonando, percebemos que vy, v» sdo linearmente independentes e v é combi-
nacdo linear de vy, v,, portanto, {v, v»} é uma base de W. Devemos provar que W+Z =R* e
W nZ = {0}. Para provar a primeira afirmacao, basta observar que {u;, uz, v;, v2} é linearmente
independente. Para a segunda, basta observar que o sistema

al(]-) 1)0’0) + aZ(O) ]-) 1) 0) = (X3(0, 0) ]-) ]-) + a4(07 0)0) ]-)

possui somente a solucdo trivial a; = a» = a3 = a4 = 0 ou usar o fato que 4 = dim(W + Z) =
dimW+dimZ -dim(WnZ) =4 —-dim(W n 7Z). |

(1,5 ponto) Calcule a matriz, em relacdo a base candnica de R*, do operador P : R* — R* de
projecdo sobre W paralelamente a Z.

Solugdo. Dado u = (x1, X2, X3, X4) € R*, vamos obter a1, a», B1, B2 € R tais que u = ayu; + arup +
,61 V) + ﬁz Vo, i.e.,

a; = X1
ar+a2 = X
a+f1 = X3
Pr1+P2 = x4

Assim, a1 = X1, a2 = X2 — X1, B1 = X3— X2+ X1 € B2 = X4 — X3+ X2 — X1. O operador P, por definicao,
satisfaz

P(xl) x27x3yx4) =Qaruy+axup = xl(lr 1,0,0) + (xz —x1)(0, lr 1,0) = (xlyx2)x2 _xlro)r



portanto, sua matriz em relacao a base canonica é
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(d) (1,5 ponto) Eventualmente descartando os vetores de indices maiores, encontre uma base %
de R* tal que 2B < {uy, uy, us, ug, 1, V2, v3} e determine sua base dual.

Solucdo. A base obtida descartando os vetores de indices maiores é % = {uy, up, v1, 2} e sua
base dual #* = {p1, 92, w1,¥>} ja foi determinada no item anterior:

p1(x1, X2, X3, X4)
P2(x1, X2, X3, X4)
W1(X1, X2, X3, X4)
Wo (X1, X2, X3, X4)

Questao 2 Prove as seguintes afirmacoes:

X1
X1 — X2
X3— X2+ X1

X4 — X3+ X2 — X1

(a) (2 pontos) Um operador linear T € £ (V,W) é injetor se e s6 se T' € £ (W*,V*) é sobrejetor.

Solugdo. Basta observar que (kerT)° = ImT? e usar o fato que Z° = Z* se e s6 se Z = {0}.

(Provado em aula)

(b) (2 pontos) Sejam Z<W um subespacoe T € .Z(V,W). EntdioImT cZ se e s6 se Z° cker T".

Solu¢do. Assumindo que ImT < Z, temos que (T'¢)(u) = ¢(Tu) = 0 para todos ue Ze ¢ €
Z°, logo T'p = 0. Reciprocamente, temos Z° c ker T* = (Im T)°. Tomando anuladores, temos
que A(Z) =Z°° > (ImT)°° = AImT), onde A:V — V** é 0 isomorfismo canénico. Como A é

bijetora, segueque Z>ImT.



